Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  prcscrvod  for  gcncrations  on  library  shclvcs  bcforc  it  was  carcfully  scannod  by  Google  as  pari  of  a  projcct 

to  make  the  world's  books  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  Copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  cultuie  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  flle  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  Steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  ofthefiles  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machinc 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encouragc  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogXt  "watermark"  you  see  on  each  flle  is essential  for  informingpcoplcabout  this  projcct  and  hclping  them  lind 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  Copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  speciflc  use  of 
any  speciflc  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  mcans  it  can  bc  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

Äbout  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organizc  the  world's  Information  and  to  make  it  univcrsally  accessible  and  uscful.   Google  Book  Search  hclps  rcadcrs 
discover  the  world's  books  while  hclping  authors  and  publishers  rcach  ncw  audicnccs.  You  can  search  through  the  füll  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


IJber  dieses  Buch 

Dies  ist  ein  digitales  Exemplar  eines  Buches,  das  seit  Generationen  in  den  Realen  der  Bibliotheken  aufbewahrt  wurde,  bevor  es  von  Google  im 
Rahmen  eines  Projekts,  mit  dem  die  Bücher  dieser  Welt  online  verfugbar  gemacht  werden  sollen,  sorgfältig  gescannt  wurde. 
Das  Buch  hat  das  Uiheberrecht  überdauert  und  kann  nun  öffentlich  zugänglich  gemacht  werden.  Ein  öffentlich  zugängliches  Buch  ist  ein  Buch, 
das  niemals  Urheberrechten  unterlag  oder  bei  dem  die  Schutzfrist  des  Urheberrechts  abgelaufen  ist.  Ob  ein  Buch  öffentlich  zugänglich  ist,  kann 
von  Land  zu  Land  unterschiedlich  sein.  Öffentlich  zugängliche  Bücher  sind  unser  Tor  zur  Vergangenheit  und  stellen  ein  geschichtliches,  kulturelles 
und  wissenschaftliches  Vermögen  dar,  das  häufig  nur  schwierig  zu  entdecken  ist. 

Gebrauchsspuren,  Anmerkungen  und  andere  Randbemerkungen,  die  im  Originalband  enthalten  sind,  finden  sich  auch  in  dieser  Datei  -  eine  Erin- 
nerung an  die  lange  Reise,  die  das  Buch  vom  Verleger  zu  einer  Bibliothek  und  weiter  zu  Ihnen  hinter  sich  gebracht  hat. 

Nu  tzungsrichtlinien 

Google  ist  stolz,  mit  Bibliotheken  in  Partnerschaft  lieber  Zusammenarbeit  öffentlich  zugängliches  Material  zu  digitalisieren  und  einer  breiten  Masse 
zugänglich  zu  machen.     Öffentlich  zugängliche  Bücher  gehören  der  Öffentlichkeit,  und  wir  sind  nur  ihre  Hüter.     Nie htsdesto trotz  ist  diese 
Arbeit  kostspielig.  Um  diese  Ressource  weiterhin  zur  Verfügung  stellen  zu  können,  haben  wir  Schritte  unternommen,  um  den  Missbrauch  durch 
kommerzielle  Parteien  zu  veihindem.  Dazu  gehören  technische  Einschränkungen  für  automatisierte  Abfragen. 
Wir  bitten  Sie  um  Einhaltung  folgender  Richtlinien: 

+  Nutzung  der  Dateien  zu  nichtkommerziellen  Zwecken  Wir  haben  Google  Buchsuche  Tür  Endanwender  konzipiert  und  möchten,  dass  Sie  diese 
Dateien  nur  für  persönliche,  nichtkommerzielle  Zwecke  verwenden. 

+  Keine  automatisierten  Abfragen  Senden  Sie  keine  automatisierten  Abfragen  irgendwelcher  Art  an  das  Google-System.  Wenn  Sie  Recherchen 
über  maschinelle  Übersetzung,  optische  Zeichenerkennung  oder  andere  Bereiche  durchführen,  in  denen  der  Zugang  zu  Text  in  großen  Mengen 
nützlich  ist,  wenden  Sie  sich  bitte  an  uns.  Wir  fördern  die  Nutzung  des  öffentlich  zugänglichen  Materials  fürdieseZwecke  und  können  Ihnen 
unter  Umständen  helfen. 

+  Beibehaltung  von  Google-MarkenelementenDas  "Wasserzeichen"  von  Google,  das  Sie  in  jeder  Datei  finden,  ist  wichtig  zur  Information  über 
dieses  Projekt  und  hilft  den  Anwendern  weiteres  Material  über  Google  Buchsuche  zu  finden.  Bitte  entfernen  Sie  das  Wasserzeichen  nicht. 

+  Bewegen  Sie  sich  innerhalb  der  Legalität  Unabhängig  von  Ihrem  Verwendungszweck  müssen  Sie  sich  Ihrer  Verantwortung  bewusst  sein, 
sicherzustellen,  dass  Ihre  Nutzung  legal  ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  ein  Buch,  das  nach  unserem  Dafürhalten  für  Nutzer  in  den  USA 
öffentlich  zugänglich  ist,  auch  für  Nutzer  in  anderen  Ländern  öffentlich  zugänglich  ist.  Ob  ein  Buch  noch  dem  Urheberrecht  unterliegt,  ist 
von  Land  zu  Land  verschieden.  Wir  können  keine  Beratung  leisten,  ob  eine  bestimmte  Nutzung  eines  bestimmten  Buches  gesetzlich  zulässig 
ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  das  Erscheinen  eines  Buchs  in  Google  Buchsuche  bedeutet,  dass  es  in  jeder  Form  und  überall  auf  der 
Welt  verwendet  werden  kann.  Eine  Urheberrechtsverletzung  kann  schwerwiegende  Folgen  haben. 

Über  Google  Buchsuche 

Das  Ziel  von  Google  besteht  darin,  die  weltweiten  Informationen  zu  organisieren  und  allgemein  nutzbar  und  zugänglich  zu  machen.  Google 
Buchsuche  hilft  Lesern  dabei,  die  Bücher  dieser  Welt  zu  entdecken,  und  unterstützt  Autoren  und  Verleger  dabei,  neue  Zielgruppcn  zu  erreichen. 
Den  gesamten  Buchtext  können  Sie  im  Internet  unter|http:  //books  .  google  .coiril  durchsuchen. 


LIBRARY    AND   READING-ßOOM. 


THIS  Book  belongs  to  Üie  "  Student' s 
Library."         /  '. 
It  raay  noty'te  removöd  from   tlic 
Reading    pbom    without    ^Miuiseion 


,e  £ibrarian. 


O 


Z&'^ö   e.   /02. 


N 


Vw«  :J^s> 


illllllIHHIII 

6000470610 


Holzstiche 
ans  dem  zylographisohen  Atelier 
von  Friedrich  Vieweg  und  Sohn 
in  Bnumscliweig. 


Papier 

auB  der  meohanisclien  Papier -Fabrik 

der  Gebrüder  Vieweg  zu  Wendhausen 

bei  Brannsohweig. 


COMPENDIUM 


DER 


HÖHEREN  ANALYSIS. 


VON 


Db.  OSKAR  SCHLOMILCH, 

G«h.  Schulrath  im  K.  8.  GultiuminiBterium ,  Mitglied  der  Königl.  Sächsischen  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  tu  Leipzig,  der  KönigL  Schwedischen  Akademie  zu  Stockholm, 

der  Kaiserl.  Leopoldinischen  Akademie  etc. 


IN    ZWEI    BÄNDEN. 


ZWEITER   BAND. 


DBITTE     AUFLAGE. 


MIT    IN    DEN    TEXT    EINGEDRUCKTEN    HOLZSTIGHEN. 


BRAÜNSCHWEIG, 

DRÜCK   UND   VERLAG  VON  FRIEDRICH  VIEWEG   UND   SOHN. 

187  9. 


VORLESUNGEN 


ÜBER  EINZELNE  THEILE  DER 


lÖHEREN  ANALYSIS 


GEHALTEN   /  ^7    " 


"...  \ 


f"^;  ]8  N0V8;  '^'l 


V  ^   ^ 


AM 


■       *{<         ■  '        -r  ' 


K.  S.  POLYTECHNICUM  ZU  DRESDEN 


VON 


Db.  OSKAR  SCHLÖMILCH, 

6«h.  Schnlrath  im  K.  S.  Gultusministorium,  Mitglied  der  Eönigl.  Sächsischen  Oesellschaft  der 
WiBsenfichaften  zu  Leipzig,  der  EönigL  Schwedisehen  Akademie  za  Stockholm, 

der  Kaiserl.  Leopoldinischen  Akademie  etc. 


DBITTE     AUFLAGE. 


MIT  IN  DEN  TEXT  EINOEDBUGETEN  HOLZSTIGHEN. 


BRAUNSCHWEIG, 

DRUCK  UND  VERLAG  VON  FRIEDRICH  VIEWEG  UND   SOHN. 

18  7  9. 


/ 


Alle  Bechte  vorbelialtexi. 


VORREDE  ZUR  ERSTEN  AUFLAGE. 


Die  Verzögerung  im  Erscheinen  des  vorliegenden  zweiten  Ban- 
des  meines  Gompendiums  d.  h.  A.  ist  nicht  etwa  aus  Nach- 
lässigkeit entstanden,  sie  ist  vielmehr  eine  absichtliche.  Vor 
drei  Jahren  nämlich,  als  schon  ein  grosser  Theil  des  Manu- 
ficriptes  vollendet  war,  trat  eine  Reorganisation  des  hiesigen 
Polytechnikums  ein,  welche  mir  die  angenehme  Aussicht 
eröflfhete,  die  meisten  der  hier  behandelten  Gegenstände  vor- 
tragen zu  können;  eingedenk  des  alten  Spruches  docendo  dis- 
chnus^  wollte  ich  diese  Gelegenheit  zur  Probe  auf  die  praktische 
Brauchbarkeit  .meines  Werkes  nicht  unbenutzt  vorübergehen 
lassen  und  habe  in  der  That  seit  jener  Zeit  die  Lehre  von 
den  Functionen  complexer  Variabelen,  die  Theorie  der  ellip- 
tischen Integrale  und  Functionen  und  einiges  Andere  mehr- 
mals im  dritten  Facheurs  unseres  Institutes  vorgetragen.  Die 
Folge  davon  war  eine  ziemlich  bedeutende  Umarbeitung  des 
ersten  Entwurfes,  von  der  ich  hoffe,  dass  sie  den  Werth  des 
Buches  vergrössert  haben  möge. 

Bei  dem  ausserordentlichen  Umfange,  den  namentlich  die 
vorgenannten  Theorieen  in  neuerer  Zeit  erlangt  haben,  ist  mir 
übrigens  das  Maasshalten  sehr  schwer  und  nur  dadurch  mög- 
lich geworden,  dass  ich  mich  auf  das  beschränkte,  was  bei 
der  Lösung  mechanischer  und  physikalischer  Probleme  haupt- 
ßächUch  zur  Anwendung  kommt.  Neue  Darstellungen  und  neue 
Resultate  wird  man  an  mehreren  Stellen  finden,  ebenso  eine 
reichliche  Angabe  der  einschlagenden  Literatur.  Die  Zahlen- 
beispiele für  die  Berechnung  elliptischer  Integrale  und  Func- 
tionen verdanke  ich  der  Güte  meines  CoUegen  Herrn  Prof. 
0.  Fort,  dessen  Sicherheit  im  Zahlenrechnen  für  die  Richtig- 
keit der  Angaben  bürgen  dürfte. 

Dresden,  im  September  1866. 

O.  Sohlömiloli. 


VORREDE  ZUR  ZWEITEN  AUFLAGE. 


Die  günstigen  Beurtheilungen,  welche  dem  vorliegenden  Werke 
zu  Theil  geworden  sind,  sowie  das  Erscheinen  einer  von  Herrn 
Dr.  Graindorge  in  Lüttich  veranstalteten  französischen 
üebersetzung  der  Abschnitte  über  die  elliptischen  Integrale 
und  Functionen  lassen  mich  vermuthen,  dass  ich  bei  der  Aus- 
wahl, Begrenzujig  und  Darstellung  der  gegebenen  Theorieen 
ein  gewisses  praktisches  Maass  richtig  getroffen  habe.  Es  lag 
daher  keine  Veranlassung  vor,  das  behandelte  Material  wesent- 
lich zu  vermehren,  wohl  aber  sind  kleinere  Zusätze  und  Ver- 
besserungen häufig  angebracht  worden.  Zugleich  benutze  ich 
diese  Gelegenheit,  um  denjenigen  Herren,  welche  mich  mit 
werthvoUen  Bemerkungen  über  die  erste  Auflage  erfreut  haben 
(insbesondere  Herrn  Dr.  Weber  für  seine  ausführliche  Be- 
sprechung im  Jahrg.  1867  der  Heidelberger  Jahrbücher)  meinen 
besten  Dank  auszusprechen. 

Dresden,  im  August  1873. 

O.  Sohlömiloli. 


VORREDE  ZUR  DRITTEN  AUFLAGE. 


bo  bedeutend  auch  die  Fortschritte  sind,  welche  die  Wissen- 
schaft in  den  letzten  Jahren  gemacht  hat,  so  konnte  doch  nur 
wenig  davon  für  die  vorliegende  neue  Auflage  benutzt  werden, 
weil  das  Meiste  weit  über  den  Rahmen  des  Werkes  hinaus- 
fällt. Das  Letztere  soll  auch  jetzt  nichts  Anderes  geben  als 
eine  Einführung  in  die  höheren  Theorieen  der  Analysis. 

Dresden,  im  Juli  1878. 

O.  Sohlömiloli. 
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DIE  HÖHEREN 


DIFFERENTIALQUOTIENTEE 


Die  höheren  Differentialquotienten. 


Eine  ausführliche  Untersuchung  über  die  höheren  Differential- 
qnotienten  von  Functionen  einer  einzigen  Variabelen  hat  es  mit 
awei  Hauptproblemen  zu  thun,  von  denen  das  eine  gewissermaassen 
die  Ümkehrung  des  anderen  ist.  Setzt  man  nämlich  y  =  q){x)  und 
bezeichnet  F{y)  r=  F[q){x)'\  kurz  mit/(a?),  so  kann  man  entweder 
die  Aufgabe  stellen,  /(«)(a:)  durch  F*{y),  F"{y),  F'"(i/)  etc.  auszu- 
drQcken,  oder  man  kann  umgekehrt  verlangen,  dass  F^^^(i/)  durch 
fi^X  /"(^)>  f"\^)  etc.  ausgedrückt  werde,  wobei  sich  von  selbst  ver- 
steht, dass  unter  allen  Umständen  auch  (p'(x)^  9^"(^)i  <p'"(^)  etc.  in 
die  Rechnung  eingehen  müssen.     Zufolge  der  identischen  Gleichung 

ist  die  erste  Aufgabe  einerlei  mit  dem  Probleme  der  mehrmaligen 
Differentiation  einer  zusammengesetzten  Function,  von 
welchem  in  Thl.  I.  nur  wenige  specielle  Fälle  behandelt  forden  sind. 
Die  zweite  Aufgabe  kommt  auf  die  Yertauschung  der  unabhän- 
kingigen  Variabelen  hinaus;  denn  betrachtet  man  erst  y  als  unab- 
gige  Yariabele  und  führt  nachher  eine  neue  Veränderliche  x  ein,  wel- 
che mit  y  durch  die  Gleichung  y  ■=  <p(x)  verbunden  ist,  so  entsteht 
die  Frage  nach   der   neuen  aus   dieser  Substitution   entspringenden 

Form  von  lfF(i/)  =  F^^'^y).     Wegen 

^y    ^^""     dy^     ~    [d(p{x)\^    ~  [d(p(x)Y 
bnn  man  auch  sagen,  dass  es  sich  im  vorliegenden  Falle  darum  han- 
delt, eine  gegebene  Function  von  x  in  Beziehung  auf  eine  andere 
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4  Die  höheren  Differe«tialquotienten. 

Function  von  x^  letztere  als  unabhängige  Yariabele  betrachtet,  zu 
differenzircn.  Für  beide  Hauptaufgaben  werden  wir  im  Folgenden 
die  Lösungen  geben  und  daran  einige  Anwendungen  knüpfen. 

I.    Die  DifiTerentiation  der  zusammengesetzten 

Functionen. 

Durch  mehrmalige  Differentiation  der  beiden  Gleichungen 

1)  f{x)  =  F{y),        y  =  q>(x) 
gelangt  man  ohne  Mühe  zu  den  Formeln 

fix)  =  J"(y)  tp'ix), 

fix)  =  F'(i,)cp"(x)  +  F"(p)ip'(xy, 

f"'(x)=  F'(y)ip"'(x)+  3F"(p)q>'(x)<p"(x)  +  F'"  (y)  ip' ix)\ 

u.  s.  w. 

und  hieraus  schliesst  man  auf  folgendes  allgemeine  Bildungsgesetz 

2)  /W(x)  =  F'iy)X,  +  F"(y)X,  +  •  •  •  +  ^W(y)Z«. 
worin  Xi,  X2,  .  .  .  X»  gewisse,  vorläufig  noch  unbekannte  variabele 
Factoren  bezeichnen,  die  nur  von  der  Function  9,  nicht  aber  von  F 
abhängen.  Ebendeswegen  kann  irgend  eine  passende  Specialisirung 
von  F  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  X.  dienen ;  am  besten  eignet 
sich  hierzu  die  Substitution  F{y)  =  c^^,  welche  giebt 

Di^y  =  (^Xi  +  ^2X2  +  •  •  •  +  t^'X^^y. 

Multiplicirt  man  beiderseits  mit  e~'J',  differenzirt  h  —  mal  nach  i 
und  setzt  schliesslich  ^  =  0,  so  erhält  man  die  Gleichung 

[Df  (e-*D:  e'<')](,.o)  =  1  •  2 . 3 . . .  Ä  Z, 
und  hieraus  X^.     Um  noch  eine  andere  Form  für  die  linke  Seite  zu 
erhalten,  erinnern  wir  an  den  Satz,  dass  überhaupt 
I>li\>{x^ p)  =  D»  * (a;  +  ())  mithin  Dl  t  (x)  =  [D»  i>(x+  p)]^^ _„ 
ist,  also 

Dl  ^y  =  Dl  e'<P(^>  =  [D^  c'«^^^  +  0\^ „ 0)  • 
Der  Werth  von  X^  gestaltet  sich  hiernach  wie  folgt 

X,  =  -— i \l)]{e-^9^-)m^9i-^Q))\ 

oder  compendiöser,  wenn  zur  Abkürzung 

3)  0  =  q>  {x  -\-  q)  —  (p(x) 
gesetzt  wird, 

4^  X    ::^^  J)*  jyn  ^%  1 

1.2.3...A;L         ^      J«<-o,  p:-o) 
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Durch  Autfuhmng  der  auf  t  bezüglichen  Differentiation  ergiebt  sich 
femer 

5)  Xt  =  — - — ri>"ö*i  >. 

*        1.2.3...^«-^^     Jfo)- 
Setzt  man  zar  Abkürzung 

ü)  U^  =  [1)^0*],,,  =  [B^^i^pix  +  9)  -  <p(x)]X,, 

80  hat  man  statt  der  Gleichung  2)  die  folgende : 

Dieses  Resultat  lässt  sich  auch  durch  Induction  aus  den  drei 
anfanglichen  Formeln  für/'(a;),  f"{x),  f"{x)  ableiten  und  nachher 
mittelst  des  Schlusses  von  n  auf  ti  -\-  1  beweisen. 

Hinsichtlich  des  Werthes  von  ü]t  ist  noch  zu  bemerken,  dass 
er  in  entwickelterer  Form  dargestellt  werden  kann,  wenn  man 
\!9{x-\-  q)  —  ^{^Y  mittelst  des  binomischen  Satzes  in  eine  Reihe 
verwandelt  und  bei  der  Differentiation  der  einzelnen  Reihenglieder 
von  dem  Satze 

Gebrauch  macht;  man  gelangt  so  zu  der  Formel: 

8)  •)     U,  =  (k\J)'J  -  ik\yi)y-'  +  (ky/Dl/-' 

Die  wichtigeren  speciellen  Fälle  der  Formeln  5)  und  6)  sind 
folgende : 

Differentiation  der  Functionen  von  Potenzen. 
a.    Für  y  =  q)(x)  =z  —  hat  man  nach  Nro.  6) 

und  mittelst  der  bekannten  Regel  für  die  Differentiation  der  Pro- 
ducte 


*)  Unter  der  obigen  Form  ist  Ujt  zuerst  von  R.  Hoppe  in  dessen 
.Theorie  der  höheren  Differentialquotienten«  (Leipzig,  1845)  angegeben 
worden:  die  kürzere  Formel  5)  rührt  von  U.  Meyer  her,  der  sie  m 
Grunert's  Archiv  der  Mathematik,  Bd.  9,  mittelst  des  Taylor sclien 
Satzes  abgeleitet  hat.  Die  Formel  4)  und  deren  hier  mitgetheilte  Her- 
leitung findet  sich  in  der  lesenswerthen  Theoria  derivatarum  altiorum 
ordiuMB,  auct.  G.  Steinbrink  (Berol.  1876,  Calvary). 
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\      ^...  ,   1.2...Ä  (-l)"-*7(;(fe+l)(fc  +  2)...(H-l) 
^k  (—  l)'»(n—  l)(n  —  2) Ä; .  (n)* 


1.2.3...Ä;  «"  +  * 

Ordnet  man  die  Glieder  in  umgekehrter  Folge,  indem  man  von 
der  Formel  (n)«—*  =  (^)a  Gehrauch  macht,  so  gelangt  man  zu  dem 
Resultate 

^  («-l)(«.-2)(n),j.,._,yi\  ^  ... 
Hiemach  ist  z.  B.  für  ^(3^)  =  e«y 

b.    Die  Specialisirung  y  =  9(0?)  =  oj^  liefert 
^.  =  K{9*(2*  +  <»)*}](o)=Hl-2.-.*[2>;-*(2a?  +  9)%,. 

— -^—  =  («),&(Ä -  1) (Ä  -  2) . . .  (2fc  -  n  +  1)  (2a;)2*— , 

mithin  ist  hei  umgekehrter  Anordnung  der  Summanden 

9)    D!f  («')  =  (2ä!)''F^"^(a;«)  +  ""^"7  ^\2a;)""''.F<"-'^(a;») 

1 

,    n{n — l)(w  —  2)(n  —  3),^  .      ,_,.     „x/  «x 

So  hat  man  z.  B.  für  JP(3^)  =  e«y 
^       ,        ,^     .        J,    .    w(n— 1)  ,  n(n— l)(n— 2)(^— 3) 

"^   1.2.3.(4aa;2)8   +"j' 

Als  zweites  Beispiel  diene  die  Annahme  JP(^)  =  (1  -f-  o,y)i^ ;  es 
ergieht  sich  dann 
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(1+oa;»)--/*            l    "^i.(tt-.n+l)  4a»« 

.         >i(ii  — l)(fi-~2)(ii-3)       /l  +  axy  \ 

1.2.(fi  — fi  +  l)(|!i  —  n  +  2)V    4ox»  /   "^  j' 
Für  [i  =  n  -\-  l^  a  =  —  1  erhält  man  specieller 

=""+";f;-""-''-'(-.)-(.-.y'{.H-.-»±i|=$=^ii^ 

(n+l)n...(n— 3)/l-xY  _      | 
■^  2.4.3.5        \    X«    /        "  J 

oder  auch,  wenn  n  :=  tn  —  1  gesetzt  wird, 

Mittelst  der  Substitution  x  =  cosu^  wobei  u  einen  Bogen  des 
ersten  Quadranten  bedeuten  möge,  ist  die  eingeklammerte  Reihe  leicht 
zu  snmmiren;  sie  verwandelt  sich  nämlich  in 

und  nach  Thl.  I,  S.  40,  Formel  15)  ist  ihre  Summe  =  sinmu  = 
9in{marcco8x)  also 

lAN*Nnm       1/,  9N*»-2  (—   1)*"-U.3.5...(2W— 1)     .     ,  . 

10)  *)D"»-i(l — X«)      *  =  ^^ -mnimarccosx). 


O.   Die  Specialisirung  y  =  q>(x)  =  yx  liefert 
oder  f ür  9  =  xt,  dQ  ■=  xdt, 

D,  =  al*-[7);(v^rTV-i)%. 

Uro  die  angedeutete  auf  t  bezügliche  Integration  auszuführen,  setzen 
wir  zur  Abkürzung 

^  V^l  +  r  +  1 


*)  Dieses  Resultat  verdankt  man  Jacobi;  s.  Cr  eile's  Journal  fftr 
Matbem.  Bd.  15,  S.  1. 


8  Die  höheren  Diflferentialquotienten. 

und  bemerkjen,  dass 

dt  ~^'  yrr^  ~  '  *  i.  _  1        '^  -  ^ 

T 

mithin 

|T=  (r— T)T' 

ißt.  Diese  Gleichung  multipliciren  wir  mit  T*"^  und  difFerenziren 
das  Product  (n  —  l)mal;  es  wird  dann 

=  t2)«.-*(T*-2T0  4-  (n—  l)2)«-2(T*-2  j^  __  2)«-i(T*-iT') 
und  für  t  =  0 

|[D«-»r*-i](o)=(»— i)[2)«-»(r*-«r)](o)-[D»-'(z'*-*2")](o) 

Da  in  dieser  Gleichung  nur  die  beiden  Difierentialquotienten  D^T^ 
und  2)^— ly*— 1  vorkommen,  so  lässt  sich  der  erste  Differentialquo- 
tient durch  den  zweiten  ausdrücken,  nämlich 

Durch  (Je —  1)- malige  Anwendung  dieser  Formel  erhält  man 

d.  i.  weil  der  letzte  Differentialquotient  unmittelbar  entwickelt  wer- 
den kann 

_  ,^(2n  —  fc  —  1)  (2n— Ä;  —  2) . . .  (2n  —  2 A;  +  1) 
—  f^  2*=i 

(—  i)n~*  1 . 3 . 5  . . .  (2n  —  2  A;—  1) 

Zufolge  dieses  Werthes  ist  weiter 

ük         ^  (-  1)"-* 

(2n~A;— l)(2n— A;— 2)...(2n— 2A;4-l).1.3.5...(2n— 2A;  — 1) 

1.2.3....(Ä;— 1) 

und  wenn  man,  behufs  umgekehrter  Anordnung  der  Summanden, 
Ä  =  n  —  h  setzt,  so  wird 
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1 .  2  . 3 . . .  (n  — •  Ä) 
__      (— ly       (n  +  ^— l)(n  +  A  — 2)....(2A+1).1.3.5...(2^— 1) 
'~2"(V^)"  +  *'  1.2.3....(n  — Ä— 1) 

_      (~1)*       (n4-^--l)(n+A--2).>.(n4-l)n(n— l)...(n~A) 
""(2y^)'*  +  **  1.2.3....Ä 

Hiernach  ergiebt  sich  folgende  Formel 

11)  •)     B'F(Vi)=?^^^  -  <"-^)  F<'-^\\r^) 

11))      -»xJ^^»'^^-(2v^n  1       (2vr;).+i 

(n+l)«(w-l)(n— 2)  J^'-'HV^) 
"•■  1-2  (2V^)"  +  » 

Nimmt  man  beispielsweis  F(j/)  =  (1  +  ^^y)^ **""*,  so  findet  man 

_  (2n— 1)...»    /ad  +aVg")Y~^ |  _ n— 1  1  +  aVä 


+ 


(»— l)(n— 2)  /l+aV. 


(l+aVxV 


1.2  \  2aVx 

Darin  ist  erstens 

(2n— l)(2n~2)...(n  +  l)n  _  1 .  2  .  3  .4....(2w -- 1) 
2»-i  ~"  2»-U.2.3...(w  — 1) 

2.4.6.8...(2n— 2)  ^  ^' 

ferner  lässt  sich  die  eingeklammerte  Reihe  mittelst  des  binomischen 
Satzes  Bummiren,  und  so  entsteht  die  einfachere  Gleichung 

12)     2>«(1  +  aV-xT''  =  ^'^'^''f^-^)  ^  (a^-lX'\ 

2"  Vx  \         «/ 

(L  Will  man  den  allgemeinen  Fall  y  =  <p(x)  =  sc^  betrachten, 
10  ist  es  am  zweckmässigsten,  die  Formel  8)  zu  benutzen  und  dabei 
die  Bezeichnung 


l>]  =  /*(f^ — l)(/it  — 2)...((t  — n  — 1) 
einzuführen;  man  erhält 

DlFix')  ^±,[^F'(x')  +  ^F"{x')  +  ....j, 

worin  Lt  durch  folgende  Formel  bestimmt  ist 

*)  Vom  Verfasser  zuerst  mitgetheilt  in  Crelle's  Journal,  Bd.  82} 
8eite  1. 
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L,  =  {h\[hx]  -  (Ä)i[(Ä-l)A]  +  (ä;)2[(ä;-2)A]  ^ 

In  den  drei  speciellen  Fällen  A  =  —  1,  A  =  2,  A  =  |  lässt  sich 
die  für  Lk  angegebene  endliche  Keihe  summiren ,  und  man  kommt 
dann  auf  die  unter  a,  b,  c  angegebenen  Formeln  zurück. 

Differentiation  der  Functionen  Yon  Exponentialgrössen. 

Für  y  z=.  (p{x)  =z  ^  findet  man  nacn  Nro.  7)  und  Nro.  8) 

13)  BiFie')  =  ^F'{e')  +  ^F"{(f)  + , 

worin  die  Goefficienten  Ei^  E2%  etc.  durch  folgende  Formel  bestimmt 

sind 

U)       E,  =  (k)ok^  ^  (k)i  (k  -  1)«  +  (ä;)^  (ä  -  2)«  — 

Als  Beispiel  diene  die  Annahme 


.  •  •  •  • 


1  +y»' 

woraus  nach  Formel  14)  auf  Seite  273,  Tbl.  I,  folgt 

sin  (&  +  1)  aräan  — 
F»%)  =  (-1)*1.2.3...Ä— i ,  ^•'. 

es  ergiebt  sich  dann 

1  sin  (2  ardan  er') 

„  ^jinjA  aräan  er')    , 
Auf  gleiche  Weise  lässt  sich  der  specielle  Fall 

behandeln,  wenn  man  die  Formel  15)  auf  S.  273,  Thl.  I,  zu  Hülfe 

nimmt;  man  erhält 

e*  ^      cos  (2  arcta/n  er*) 

16)  ^TT^'  =  -^''     Vd+e«')» 

„  ,,, cos (3 grame-') 


co8(4arctan<r-')   , 


•  •  •  • 
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Diese  Formeln  fuhren  n.  A.  zur  independenten  Bestimmung  der 
Tangenten-  und  Secantencoefficienten.  Nach  Formel  11)  auf  S.  277, 
Thl.  I,  ist  nämlich  mit  Rücksicht  auf  Nro.  32)  in  §.  50 

^  +  e"        1  1.2.3      ^  1.2.. .5 

oder 

1 ? =  ^x ^^— aj8  4-  ^ aj* 

^'  +  i         1  1.2.3       ^  1.2. ..5 

mithin,  wenn  n  irgend  eine  ungerade  Zahl  hedeutet, 

and  da  man  die  linke  Seite  nach  Formel  15)  entwickeln  kann,  so 
erhält  man  tf^,  nämlich 

17)       ..=  (_l)i^"->2{^,!^-li^  +  ....). 

Mittelst  desselben  Verfahrens  erhält  man*  die  Secantoncoofßcien- 
ten.     Nach  Formel  13)  Seite  277,  Thl.  I,  ist  zunächst 

^         =2.      ^ 


1.2       ^  1.2.3.4  1.2.. .6       ^ 

mithin  für  gerade  n 


•  •  • 


4^r^L=<-"' 


5% 


1(0) 

d.  L  unter  Anwendung  von  Nro.  16) 

18)      ..  =  (-l)^-^^2{^.£^-^^-^ +  ....). 

Durch  die  Formeln  13)  und  14)  erledigt  sich  zugleich  die  Diffe- 
rentiation beliebiger  Functionen  von  smx,  cosx,  tanx,  etc.  Macht 
man  nämlich  Gebrauch  von  den  Relationen 

coex  = r ,       8tnx  = r-: ,  etc.       (t  =:  V — Ij, 

80  bleibt  immer  nur  eine  Function  von  e*'*  übrig,  die  sich  nach  den 
vorigen  Formeln  differenziren  lässt,  wenn  man  ix  für  x^  mithin  idx 
f&r  dx  setzt. 
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y 


DiffereDtiation  vod  Functionen  des  Logarithmus. 

Die  Methode,  deren  wir  uns  bisher  zur  Bestimmung  von  XJi  be- 
dient haben,  passt  nicht  auf  den  Fall  y  =  g)(a;)  =  Za?,  weil  der  n-te 
Differentialquotient  von  ^  =  (Zrc)*  nicht  unmittelbar  bekannt  ist. 
Wir  schlagen  daher  einen  anderen  Weg  ein. 

Differenzirt  man  JP(Za;)  mehrmals  nach  einander,  so  bemerkt  man 
leicht  folgendes  Bildungsgesetz 

worin  Co ,  Ci ,  C2 ,  etc.  gewisse,  vorläufig  noch  unbekannte  Coefficien- 
ten  bedeuten,  die  übrigens  unabhängig   von  x  sind.     Zu  ihrer  Be- 
stimmung dient  die  specielle  Annahme  JP(^)  =  e"^^ ^  bei  welcher 
alle  angedeuteten  Differentiationen  ausführbar  werden,  nämlich 
D"JP(Zaj)  =  T^x-'^  =  (— l)«A(A  +  l)(A  +  2)..-.(A  +  n— l)a?-^-«, 
jFW(Zir)  =  (—  l)n^x-\ 
Die  übrig  bleibende  Gleichung 
20)  A(i  +  l)(A  +  2)(A4-3)....(A  +  n— 1) 

=  CoA«  +  CiA«-i  +  CsA^-a  H +  Cn-iA 

giebt  zu  erkennen,  dass  man  die  Coefficienten  Co ,  Oi ,  etc.  durch  Aus- 
führung der  angedeuteten  Multiplication  in  combinatorischer  Form 
erhalten  kann;  es  findet  sich 

Co  =  1,     Ci  =  1  +  2  4-  3  H +  (n— 1), 

C2  =  1.2  +  1.3  +  1.4  +  --.  +  l.(n  —  1) 

+  2.3  +  2.4H +  2.  (w~l) 

4-  3  .  4  -f-  .  •  •  +  3  .  (n— 1) 


+  (n-2)(n-l), 

U.  8.  W. 

überhaupt  ist  Ci  die  Summe  der  Zahlen  1,  2,  3,  ...  (n —  1),  C^ 
die  Summe  der  in  ihnen  liegenden  Combinationen  zu  je  zweien  (ohne 
Wiederholungen)  wenn  jede  solche  Ambe  als  Product  angesehen 
wird,  Gz  ist  die  auf  gleiche  Weise  gebildete  Summe  der  Temen 
u.  s.  w.     Nennt  man,  wie  übHch,  den  Ausdruck 

A(A+l)(A  +  2)....(A  +  w-  1) 

eine  Facultät  n-ten  Grades,  so  sind  Ci,  C2,  etc.  die  sogenannten 
Facultätencoefficienten,  welche  zum  Exponenten n  gehören.  Wo 
die  Angabe  des  Grades  nöthig  ist,  pflegt  man 
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H  n  n  n 

Ci,  0-2  ^         03,  ...  .    C«_i 

statt  Ci,  C^j  .  .  .  Cn—i  ZU  schreiben. 

Als  Beispiel  zu  Formel  19)  diene  die  Annahme  F(t/)  =  yP,  wo 
p  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten  soll.     Bei  umgekehrter  Anord- 
nung der  Summanden  ergiebt  sich 
21)  I^(lx)P 

+    Gn-zp(p-l)(p-2)(lx)P-^ }. 

JstnK^p,  so  kommen  in  der  Parenthese  n  Glieder  vor;  im 
Falle  n  "^  p  verschwinden  diejenigen  Glieder,  bei  denen  die  Anzahl 
der  gemachten  Differentiationen  mehr  als  p  beträgt,  so  dass  übrig  bleibt 

=  ^=^{a-ii>(Za:)p-i~  Cn-2i>(p-l)(Za;)P-^  +  - 

+  (_l)i>+iC„«^p(p- l)(^-2)  ...2.1}. 
Daraus  folgt  z.  B.  für  a?  =  1,  wenn  (Ix)p  kurz  mit/(a;)  bezeichnet 


wird 


n 


22)  /(-)(1)  =  (-  1)"+P  Cn-pl .  2 . 3 . .  .p. 

Eine  Anwendung  dieser  Formel  ist  folgende.  Erhebt  man  beide 
Seiten  der  Gleichnng 

1(1+«)  =  \e-  1««  +  le»  -le*  +  ..., 
-  1<«<  +  1, 
auf  die  p-te  Potenz,  so  erhält  man  ein  Resultat  von  der  Form 

=  ÄpiiP  +  ilp  +  i£rP  +  i  +  Äp  +  z^P-^^  + 

und  zufolge  des  Taylor 'sehen  Satzes  müssen  hier,  wenn  f(x)  =  (lx)P, 
X  =  1,  h  =  0  gesetzt  wird,  folgende  Gleichungen  stattfinden 

^'—  1.2...1)'     ^^  +  '  —  1.2. ..(!>  + 1)'  ''•^•'^• 

Mittelst  der  Formel  22)  erhält  man  jetzt 

p+i  P+a 

23)Ra  +JP)>=  CtiZP ^;pp  +  i  4 ^ -;pP+2 . 

^^^    ^  ^-'  ^®  P  +  l  (l>  +  l)(P  +  2) 

^  1  <  £r  <  +  1. 

Hieran  werden  wir  später  die  independente  Bestimmung   der  Facul- 
tatencoefficienten  knüpfen. 
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Differentiation  der  Potenzen  von  Functionen. 

Die  bisherigen  Fälle  hatten  das  Gemeinsame,  dass  die  Function 
y  =  (p(x)  specialisirt  wurde  und  F(;i/)  willkührlich  blieb;  das  Gegen- 
stück hierzu  bilden  die  Fälle,  wo  F{y)  specialisirt  und  y  allgemein 
gelassen  wird.     Als  ersten  derartigen  Fall  betrachten  wir 

F(t^)  =  yP 

und  setzen  dabei  p  als  ganz  beliebige  Zahl  voraus.  Die  Formeln 
5)  und  6)  geben  dann 

jyy  =  (P)i  U,y'-'  +  ip),  V,y'-^  +  •••-!-  {$\uy-\ 
Di  =  (k\V,-  (Ä)i F*_iy  +  (fc), V,-^y*  +  •  •  •  ±  (*)»_! F.y*-', 
wobei  die  Abkürzungen 

^*  =  -»>*.  F,_, = Dy-* ».  s.  w. 

benutzt  worden  sind.  Substituirt  man  die  aus  der  zweiten  Gleichung 
genommenen  Werthe  von  TJi^  ü^j  .  .  ,  t7„  in  die  erste  Gleichung,  so 
kann  man  letztere  leicbt  nach  Potenzen  von  y  ordnen  und  das  Resul- 
tat auf  folgende  Form  bringen 

24)     By  =  A,  V.y"-'  +  Ä^  V.y'-"  +  •  •  •  +  Äjy-\ 

worin  irgend  einer  der  Coefficienten  Äi,  Ä^,  .  ,  .  An  ist 

Ak  =  Qc)o(p)t  —  (Jc  +  l)i(p)jt^i  +  (h  +  2).2(p)k+2 ±(w)«-*CP)n- 

Um  diesen  Ausdruck  zu  vereinfachen,  benutzen  wir  die  Formeln 

(&)o  =  i,  (*  +  i)i  =  *i-L,    (&  +  2),  =  ^±|l|±i2, 

W*+i  -  JT+l  W*'    W*+«  -      (Ä  +  l)(Ä  +  2)     ^^* 

und  erhalten 

Ä,  =  Oph{l   -  (|)-Ä)l    +  (P  —  1C), +  (p  — *),_*}. 

Hier  lässt  sich  die  in  der  Parenthese  stehende  Reihe  summiren,  wenn 
man  die  bekannte  Formel*) 

(«)„(/?),  +  («)»-i(/3),  +  (a)„-2(ßh  +  ••  •  +  («).(/»)«  =ia+ßU 
für  «  =  —  'i-t  ß  =  P  —  k,  m  =  n  —  k  benutzt ;  es  folgt 
At  =  (-  iy-'ip)tiP  - Ä  -  1),_,  =  Op),{n  -p)n-t 


*)  Man  erhält  sie  u.  A.  dadurch,  dass  man  einerseits  die  Reihen  für 
(1-}-^)«  und  (l-\'je;)ß  mit  einander  multiplicirt ,  andererseits  die  gleich- 
geltende Reihe  iiir  [l-}'£!)«+ß  direct  entwickelt  und  schliesslich  die 
Coefficienten  von  z^  vergleicht. 
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oder  aach,  wenn  (n — J)),—»  durch  (» — p)^  ausgedrückt  wird, 

Znfolge  der  Werthe  von  Ai,  Ä^,  etc.  und  Fi,  Fj,  etc.  hat  man  end- 
lich nach  Nro.  24) 

25)    D:y'=p(n-j,).(-^/-i>>+^/-'2>y-...j 

und  es  liegt  hierin  der  hemerkenswerthe  Satz,  dass  die  Differentiation 
jeder  beliebigen  Potenz  einer  Function  auf  die  Differentiation  der 
ganzen  positiven  Potenzen  derselben  Function  zurückkommt. 

Als  Anwendung  der  Formel  25)  wollen  wir  zeigen,  wie  sich  die 
in  Nro.  23)  gegebene  Reihenentwickelung,  welche  dort  nur  für  ganze 
positive  p  bewiesen  wurde,  auf  beliebige  p  ausdehnen  lässt.  Setzt 
man  nämlich 

Hi+x) 

X 

and  bezeichnet  mit  k  eine  ganze  positive, Zahl,  so  ist  nach  Nro.  23) 
k  ff  n 

^        ""^        ÄJ  +  1     ^  -^  ^      ^;  (Ä+l)...(Ä+n)     ^ 

mithin,  wenn  n-mal  differenzirt  und  dann  ^  =  0  gesetzt  wird, 

V^xy  J(o)  —  l-  ^)  (Ä  +  i)(Ä  +  2)...(Ä  +  n)  ^"  ' 

Ans  der  Formel  25)  folgt  nun   für  o;  =  0,  also  y  =r  1,  und  unter 
Benutzung  der  vorstehenden  Formel 


1.2.3...wL    *^J 


(0) 
n+l  «+2 


-l     ^rpyn     p)ny     jp—l   2...(n+l)^j?— 2  3...(n  +  2)  J 


fi+l  fS+2 


_(— l>'i>(n-i))nf  {n)x         Cn  (n)2         C» \ 

■"       1.2...n       1      (w4-l)ii)  — 1  "^  (nH-2)ii)  — 2  ) 

Damit  ist  der  Coefficient  bestimmt,  welchen  x^  erhält,  sobald  y^  nach 
Potenssen  von  x  entwickelt  wird.  Unter  Benutzung  des  abkürzenden 
Zeichens 

n+l  n+a 

^  ^"~     1.2...n   1      (n  +  l),  1)— l^(n  +  2)2i>  — 2 
hit  man  also  folgende  Reihenentwickelung 
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27)        [^^^^^T  =1-Pix  +  P,z^  -  Psa;»  + , 

welche  gleichfalls  an  die  Bedingung  —  1  <  o;  ■<;  +  1  gebunden  ist. 


Differentiation  der  Logarithmen  von  Functionen. 
Ertheilt  man  der  Gleichung  25)  die  Form 

und  geht  dann  zur  Grenze  für  verschwindende  p  über,  so  erhält  man 
28)       D'ly  =  ^D"y  -  -^D»y«  +  ^D»/  - 


•     •     •     • 


Die  Differentiation  des  Logarithmus  einer  Function  reducirt  sich 
demnach  auf  die  Differentiation  der  successiven  ganzen  positiven  Po- 
tenzen derselben  Function.  | 

Mittelst  der  Formel  28)  sind  z.  B.  die  höheren  Differentialqno- 
tienten  von  Icosx  und  Isinx  leicht  zu  entwickeln;  man  würde  näm- 
lich die  Potenzen  von  co$x  und  sinx  nach  den  auf  Seite  261  des 
ersten  Theils  angegebenen  Formeln  in  Cosinus  oder  Sinus  der  Viel' 
fachen  von  x  umsetzen  und  dann  die  auf  der  rechten  Seite  angedeu« 
teten  Differentiationen  ausführen  *). 


n.    Die  Vertauscliung  der  unabMiigigeii  Variabelen- 

* 

Aus  den  im  Anfange  des  ersten  Abschnittes  aufgestellten  For" 
mein  sind  JP'(y),  F"(t/),  F'"(y)  etc.  der  Reihe  nach  leicht  herzu- 
leiten, nämlich 


V»(,A  -  y'(a^)r(a')-y"(a;)/(a;) 


F"'(y) 

_  9>'(c)V"'ix)  -3  9'ix)  9"  (<»)/"(.'!)  +  [3  y"(^)'-  9'(x)  <f/"(x)]f'(x), 

9>'(«)* 
n.  8.  w. 


*)  Die  mitg^etheilten  Anwendungen  der  allgemeinen  Formeln  5)  nnd 
6)  Bind  meistens  von  R.  Hoppe  in  dessen  schon  genannter  Schrift  ent- 
wickelt worden,  cum  Theil  auf  wenigdtr  einfache  Weise. 
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wie  man  auch  durch  successive  Dififerentiationen  und  Divisionen  mit 
^)'{x)  finden  kann.  Um  allgemein  F^^^{y)  zu  entwickeln,  nehmen  wir 
die  Gleichung  5)  fiir  die  Werthe  n  =  l,2,  3,...nin  -Anspruch 
und  eliminiren  aus  den  erhaltenen  n  Gleichungen  die  n  —  1  Func- 
tionen JP'(y),  JP"(y),  .  .  .  JP<»-i)(3^).  Dies  hat  auf  dem  folgenden 
Wege  keine  Schwierigkeit. 

Vermöge  der  Bedeutung  von   ük  sind  die   erwähnten  n  Glei- 
chungen: 

7)2  0  7)2  02 

fix)  =  £^F'(j,)  +  ^F"0,), 

7)3  0  7)3  03  D3  03 

and  darin  beziehen  sich  die  mit  D  angedeuteten  Differentiationen  auf 
die  Yariabele  Q ,  die  nach  Ausführung  jener  Differentiationen  =  0 
m  nehmen  ist.     Wir  setzen  nun  abkürzend 

29)  ß  = ? =  -§-. 

^'  <p(x  +  Q)-  <p(x)         0  • 

moltipliciren  die  obigen  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  den  Factoren 

(n-l)o[i>«-i^](o),  (n-l)i[i)»-2a%),    (n-l)2[i)»-«Ä»](o),... 

(n-l)n-i[a«](o), 
worin  sich  die  angedeuteten  Differentiationen  gleichfalls  auf  q  bezie- 
hen, und  addiren  die  Producte.     Die  entstehende  Summe  lässt  sich 
in  folgender  Form  darstellen 

[   30)    (n  -  l)o[D"-»Ä»](o)/(a!)  +  («  -  1), [i)»-«a«](o)/"(«)  +  • — ' 

+  («-l),.-i[.ß"](o)/<">(x) 

ond  zwar  ist  hier 

a,=(n -  l)„-i[a»]  [D» 0*]  +  (n  -  l)«^2[i)^"]  [D«-! 0*] 

+  (n-.  l)„>3[2)^^"][2>'*-^0']  + 

oder 

a*  =  (n  —  l)o[Ä"]  [i>«0*]  +  (w  —  1),  [2>ß"]  [D"- '  ©*] 

+  (n—  l)2[D2ii«][D«-2  0*]  H , 

wobei  am  Ende  9  =  0  zu  nehmen  ist.     Man  bemerkt  nun  augen- 

SohlOmiloh,  Analysis.  U.  2 
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blicklich,  dass  sich  der  für  a^  gefundene  Ausdruck  sehr  zusammen- 
ziehen lässt,  nämlich  in 

woraus  wegen  Sl&  =  q  wird 

ajt  =  Ä;[i>«-i(9*"^'ß""*  +  ^®0](o). 
Wendet  man  die  Regel  zur  Differentiation  der  Producte  an,  indem 
man  9*'"^  als  den  einen,  ß«— *  +  i@'  als  den  anderen  Factor  betrach- 
tet, so  erhält  man  weiter 

at  =  k  .  (w— l)*-i.  1.2.3... (Ä;-~l)[D«-*(i^»-*+^0')](o) 
oder  för  Ä  =  w  —  h 

''^         1.2.3'^".:?n-70  =  ("-^)'---[^^^*"^®'^<'> 
Nun  ist  zufolge  der  Bedeutungen  von  ®  und  Sl 

1  qSI' 


0  —  -51.       0'  —  _: 

oder,  weil  sich  rechter  Hand  der  erste  Summand  gegen  den  letzten  hebti 
mithin  durch  Substitution  in  Nro.  31) 

....8''::;.-»=-  (»-«--[i^/'^„,- 

Da  im  Allgemeinen  [-^p^^'^^Xo)  ®^^®  bestimmte  endliche  Function 
von  X  bildet,  so  verschwindet  die  rechte  Seite  der  vorstehenden  Glei- 
chung in  Folge  des  Factors  (>  =  0,  vorausgesetzt,  dass  k  nicht =0 
ist;  man  hat  daher 

a„— Ä  =  0 ,    wenn  Ä  >>  0. 
'   Im  Falle  /i  =  0  dagegen  erhält  man  unmittelbar  aus  Nro.  31) 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  30)  reducirt  sich  jetzt  auf  F^'>)(ff), 
und  80  ist  nun 

+  (»-l),[Dp»a-J^„/"(aj)  +  .... 

Man  kann  diese  Formel,  welche  die  vollständige  Lösung,  des  ge» 
stellten  Problems  enthält,  auf  doppelte  Weise  umgestalten,  je  nad^ 
dem  eine  Zusammenziehung  oder  eine  weitere  Entwickelung  dersel» 
ben  wünschenswerth  ist. 
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Für  den  enten  Zweck  dient  die  Bemerkung,  daas 

gesetzt  werden  darf;  es  folgt  dann  ans  Nro.  32) 

¥"'->{},)  =  [jf-'{Siy{x-\rQ)]\, 
nnd  ohne  AbkOrzongen,  wenn  F[q>{x)'\  =f(x)  ist, 

,„  F»'[»<.)) = K'iC(.+;-,w)>'. + .)iL. 

oder,  wenn  ä  +  p  r=  |  gesetzt  wird, 

Um  ferner  die  Gleichung  32)  weiter  zu  entwickeln,  schreiben  wjr 

35)    JTWCy)  =  Poß'KoO  +  (n-  l)ii*i/<"-*K«) 

+  (n-l)aP,/<— «(»)  + 

ood  bemerken,  dass  der  Ansdruck 

mittelst  der  Formel  25)  umgestaltet  werden  kann,  wenn  die  in  letz- 
terer vorkommenden  Grössen  a?,  y,  n,  p  der  Reihe  nach  durch  9, 

— »  Ä,  —  n  ersetzt  werden.     Hiemach  erhalten  wir  zunächst 

und  för  ^  =  0 

(n  +  2)y'-+aL   e\P/J(«)  1 

Die  Differentialquotienten  rechter  Hand  gestatten  noch  eine  Trans- 
formation; wenn  nämlich  die  identische  Gleichung 


(t)  =  *• 


worin  h  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten  möge,  (h  -|-70-nial  diffe- 
raiudrt  und  nachher  ^  =  0  genommen  wird,  so  findet  sich 


aithin 


(»  +  »)..1.2.3...»[D',(|)*l    =[!,■,*'»•] 


L  f\Qj]o»     (k-\-i)(k-\-2)....(k-\-hy 


t* 
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Zur  Abkürzung  sei  endlich 

die  für  Pi  angegebene  Formel  läset  sich  dann  in  folgender  Weise    ' 
darstellen 

37))      P,__„_^[_j-^-^_--^^-^  +  ...j.  . 

Wie  man  aus  den  Formeln  4)  und  5)  verglichen  mit  Nro.  35),  86)  | 

und  37)  ersieht,  haben  die  beiden  in  der  Einleitung  erwähnten  Fun»  ^ 

damentalprobleme  mit  einander  die  Eigen thümlichkeit  gemein,  daas  / 

ihre  Lösungen  zuletzt  auf  die  mehrfachen  Differentiationen  der  Po-  ; 

tenzen  von  &  zurückkommen.  l 

Ein  bemerkenswerthes  Beispiel  zu  Formel  34)  bietet  die  An*    ' 

1 
nähme  ^(x)  =  — ;  man  erhält 

=  (-i)"x-[Dp»{r/'(i)}]^j_,,, 

d.  i. 

oder  auch,  wie  sich  u.  A.  bei  Ausführung  der  auf  der  rechten  Seite 
angedeuteten  Differentiationen  zeigt, 

JF<»>(-1.)  =  i-irx'+'jjrjx'-'Ax)}. 

Bezeichnet  man  fI  —  j  =f(x)  kurz  mit  jBt,  so  kann  man  dieses  Be* 
sultat  in  folgender  Form  darstellen 

*)  Das  Problem  der  Vertauschung  der  unabhängigen  Variabelen  ist 
in  allffemeiner  Auffassung  zuerst  vom  Verfasser  durch  die  Formeln  32) 
bis  37)  geiöst  worden;  siene  die  Sitzungsberichte  der  Königl.  sächsischen 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig,  Jahrg.  1857;  oder  Zeitschrift 
für  Mathematik  u.  Physik,  Thl.  III,  S.  65.  Wie  man  mit  Hülfe  der 
Determinantentheorie  zu  denselben  Formeln  ffelangen  kann,  zeigte 
ß.  Hess  in  der  Zeitschr.  f.  Mathem.  u.  Phys.,  Thl.  Xvll,  S.  1. 

**)  Auf  anderem  We^e  ist  S.  Spitzer  zu  derselben  Formel  gelangt 
und  nat  sie  zur  Reduction  gewisser  Differentialgleichungen  benutzt;  s. 
dessen  Studien  über  die  Integration  linearer  Differential- 
gleichungen (Wien  1860),  pag.  65,  Nro.  131). 
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Die  Differentiation  unentwickelter  Functionen. 

Wenn  zwischen  den  Yariabelen  x  und  y  die  Gleichung 
39)  X  =  <p(:y) 

stattfindet,  so  folgt  daraus  ein  Resultat  von  der  Form 

y  =  *(a?), 
und  irgend  eine  Function  von  y,  etwa/(y),  ist  dann  auch  eine  Funo- 
ttmivon  x^  was  durch  die  Gleichung 

/(y)  =  F(x) 

«^gedrückt  werden  möge.  Nach  dem  Vorigen  hat  es  nun  keine 
Sehwierigkeit,  die  nach  x  genommenen  Dififerentialquotienten  von 
f(y)  =  F(x)  aus  der  ursprunglich  gegebenen  Gleichung  herzuleiten ; 
es  ist  nämlich 

/(y)  =  F{x)  =  F[f(i,)l 

Man  erhält  folglich  den  gesuchten  Differentialquotienten,  wenn  man 
in  Formel  33)  jr  an  die  Stelle  von  x  treten  Hlsst,  also 

'      dar       "a    iVg'Cy  +  9)  -  y(y); -^  ^  ^  %, 

Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Sache  in  dem  häufig  vorkom» 
menden  Falle  /(^)  =  ^,  d.  h.  da,  wo  es  sich  um  die  Dififerentialquo- 
denten  der  inversen  Function  y  =  il)(x)  handelt;  es  ist  dann 


41)        -^  =  D-^  l( ? Y\ 


(0) 

Selbstverständlich  kann  man  die  auf  den  rechten  Seiten  von  Nro.  40) 
Hod  41)  stehenden  Ausdrücke  ebenso  wie  vorhin  weiter  entwickeln, 
wem  man  y  statt  des  früheren  x  schreibt. 


Transformation  der  Potenzenreihe  von  Mac  Laurin. 
Wir  gehen  von  der  bekannten  Gleichung  aus 

wonn 

A;  =  F(0),      Ai  =  F'(0),      Ai  =  F"{0) 
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ist,  und  das  Ergänzungsglied  Bn^i  unter  der«  auf  Seite  434   des 
ersten  Theiles  angegebenen  Form 

t)»F(»+i>(w)(?u 


^^'  =  ThrnJ^'"'^ 


dargestellt  werden  kann.     Mittelst  der  Substitutionen 

y  =  q>{x),      F{y)  =  F[<p  {x)]  =  f{x) 
erbalten  wir  zunächst 

fix)  =  ^  +  A9,(a,)  +  Y^'Pix)^  +  77^  vC«)'  +  •  •  • 

•'•  + 1  9^*   ^y(^)''+^»-i-x. 

und,  wie  unmittelbar  erbellt,  liegt  bierin  die  Entwickelnng  einer 
Function  f{x)  nach  Potenzen  irgend  einer  anderen  Function  ^>{x^» 
Zur  vollständigen  Lösung  dieser  Aufgabe  wird  es  aber  notbwendig, 
sowohl  die  Coefficienten  Äq^  Au^A^  etc.  als  den  Rest  i2n  +  i  durch 
f{x)  und  ^{x)  allein  auszudrücken;  dies  kann  auf  folgende  Weise 
geschehen. 

Bezeichnet  a  einen  Werth  von  der  Beschaffenheit,  dass  g>  (a)  =  0 
ist,  d.  h.  bezeichnet  a  irgend  eine  reelle  oder  complexe  Wurzel  der 
Gleichung  9(0;)  =  0,  so  hat  man  für  x  ^=  a 

/(a)  =  F[ip(a)-\  =  F(0)  =  ^ 

oder  umgekehrt  Aq  =f(a)»     Aus  der  allgemeinen  Formel 

■    r»[.(«)]=pr'j(?(l^^)><ö), 

ergiebt  sich  ferner  für  x  =  a 


(I-*) 


oder 


Was  endlich  den  Rest  B„^i  anbetTiffb,  so  ist  zunächst 

0 
und  daraus  wird  durch  Substitution  von  t«  =  g>(t),  wo  t  eine  neue 
Yariabele  bezeichnet, 

X 

^+'  =  1.2!..«  /[9'('^)-9'(0]"-F^"+"[9>(0]9''(0<i«. 
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doch   ist  zu   bemerken,   dass   den  früheren    Grenzen  u  =  0,  und 
u  =  ^>(x)  nur  in  dem  Falle  die  Grenzen  t  =  a  und  #  =  x  entspre- 
chen, wenn  (p  (t)  von  t  =  a  his  t  =^  x  entweder  nur  wächst  oder  nur 
abnimmt,  weil  diese  Eigenschaft  bei  der  ursprünglichen  Variabelen  u 
Yon  selber  stattfindet.     Setzen  wir  nun  voraus,  dass  a  reell  sei  und 
dass  <p(t)  die  eben  erwähnte  Eigenschaft  besitze,  so  können  wir  auch 
F(»4-i)[qp(^^]  leicht  durch /und  q>  ausdrücken;  das  Gesammtresultat 
besteht  dann  in  folgenden  Formeln: 

42)      /(a;)  =  A  +  ^<p(x)  +  ^tp(xy  + 

•  •  •  +  1  .2  .3'...n''^^''^'  "•■  ^"  +  " 


<3) 


A.=M.  A,  =  v-f^yn,)] 


Wollte  man.  die  unter  Nro.  42)  angegebene  Beihe  ins  Ünend- 

Hdie  fortsetzen,  so  müsste  man  entweder  die  Bedingungen  ermitteln, 

bd welchen  LimBn^i  =  0  wird  (für  n  =  oo),  oder  man  hätte  auf 

aoderem  Wege  die  Grenzen  für  x  zu  bestimmen,  innerhalb  deren  jene 

onendliche  Reihe  convergirt  und/(rc)  zur  Summe  hat.     Es  wird  sich 

später  bei  einer  anderen  Gelegenheit  zeigen,  dass  diese  Grenzen  für 

die  Gültigkeit  der   Entwickelung  unabhängig    von    der   Restunter- 

sachnng,  also  gewisser maassen  a  priori,  gefunden   werden   können, 

nod  es  ist  dies  der  Grund,  warum  wir  den  Oegenstand  vorläufig 

nicht  weiter  verfolgen.     Nur  wollen  wir  noch  zeigen,  wie  sich  die 

Formel  42)  zu  einem  anderen  speciellen  Zwecke  benutzen  lässt. 


Das  Bildungsgesetz  der  Facultätencoefficienten. 

Auf  Seite  12  wurden  die  Facultätencoefficienten  durch  combi- 
natorische  Operationen  bestimmt,  deren  Ausführung  zwar  jederzeit 
möglich,  aber  bei  einigermaassen  grossen  Exponenten  mit  ausser- 
ordentlichen Weitläufigkeiten  verbunden  ist,  Es  entsteht  daher  die 
Frage,  ob  die  angegebenen  Ausdrücke  eine  Vereinfachung  zulassen. 
Bfan  hat  nun  für  den  ersten  Goefficienten 

a=l+2+3  +  .. .  +  («-!)=  £(!iIlJ) . 


24  Die  höheren  Diflferentialquotienten. 

für  den  zweiten 

Q,  =  1  .  [2  +  3  +  4  H +  (w  —  1)] 

+  2.[3  +  4  +  ....  +  (n-1)] 
+  3  .  [4  +  .  .  •  .  -f  (w— 1)] 


•    +  (»--2)(w— 1) 

und  durch  Summirung  der  einzelnen  Horizontalreihen 

-  _      (n  +  l)(»-2)      ,  (n  +  2)(n-3)  ,  ,  («  +  3)(n-4)  . 
Oj  =  l 1-2 1-3' 2 1-- 

■    /        „^  (2n  — 2),1 


•    •    •    • 


2 
Irgend  eines  dieser  Reihenglieder  ist 

worin  q_  die  Werthe  1,  2,  3,  ...  (n  —  2)  erhält;  man  hat  daher 

Ci  =  in(n  —  1)  [1   +2  +3  + +  (w  —  2)] 

—  i[12+  2»+  32  H +  (n--2)2] 

—  i[18+  2«+  38  H +  (w  — 2)8], 

d.  i.  wegen  der  bekannten  Summen  dieser  Reihen  und  nach  gehöri- 
ger Zusammenziehung 

«        w(w  —  1)  {n  —  2)  (3  n  —  1) 

^  = 24 

Schon  beim  dritten  Coefficienten  wird  dieses  Verfahren  sehr  umständ- 
lich, und  wir  gehen  deshalb  einen  anderen  Weg. 

In  der  unter  der  Bedingung  yi^  <^\  geltenden  Formel 

V  p  +  i   t/P  +  ^         P  +  2  t/P  +  2 

P(l  +y)]P  =  Coyo  -  Ci  /j-^  +  CSf  ^ 


1)  +  1    '       '0-l-l)(p-l-2) 
setzen  wir 

^(1  +  2^)  =  ^     also     y  :=.  ^  —  1 
un4  erhalten  dann  die  neue,  furZ2>fl?>  —  00  geltende  Entwi- 
ckelung 

worin  wir  ^  als  ganze  positive  Zahl  voraussetzen  wollen.     Die  näm- 
liche Entwickelung  muss  sich  auch  aus  Formel  42)  ergeben,  wenn 

fix)  =  a;P,     9(3;)  =  e*  —  1 
genommen  wird,  so  dass 
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ist.     Die  Yergleichang  beider  Entwickelimgeii  yon  a^  giebt  erstens 

Jlf^    ^=   JX]    =    ^J    .    •    •    •    •    =    Jx^  —  1    —    U» 

was  aach  sonst  gleich  erhellt;  wenn  man  flu:  t*  die  gewöhnliche  Reihe 
setaEt  und  Alles  nach  Potenzen  von  x  ordnet  Zweitens  folgt  für 
jedes  ganze  positive  k  indosive  h  =  0  ' 

^""  ^^(p  +  l)(p  +  2)...(p  +  Ä)=  1  .  2  .  3  .T.  (7+"*) 
oder 

^*  -  1.2.  3... !»'*'•+* 
d.  L  nach  Formel  43),  wobei  a  r=r  0  zu  nehmen  ist, 

^*         1.2.3...1)  1\C— 1/       ^         /(o)- 

Wendet  man  rechter  Hand  die  Regel  zur  Differentiation  der  Producte 
SB,  10  erhält  man 

oder,  wenn  n  statt  p  '\-  k  und  ^  für  o;  geschrieben  wird, 

45)  ^*  =  (-^)*(»-^)*[^<^!-l)l- 

Der  noch  übrige  Differentialquotient  gehört  zu  der  früher  betrachte- 
ten Form 

ttd  kann  daher  nach  Nro.  37)  entwickelt  werden,  sobald  man 
1=  9>(^)  =  ^  nnd  dann  x=  0  setzt,  wodurch  y'  =  l  wird;  es 
kt  demgemfiss 

:|=— <•+')•  |.-?i«.-^«.+-+(-')'-Äe'! 

nd  darin 

_           [I>*+*(eg -!)*](») 
**        (Ai+l)(fc  +  2) (fc  +  Ä) 


k») 


! 
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Die  noch  angedeutete  Differentiation  ist  leicht  auszuführen,  wenn  man 
(c9 —  1)^  mittelst  des  binomischen  Satzes  entwickelt;  dies  gicbt 

._  (fe)oft*+*  -  Wi(fe-1)*+*  +  (A).(ft-2y  +  * 

^    ^*~  (Ä  +  1)  (Ä  +  2)  (Ä  +  3) (k  +  h) 

mithin  uach  Nro.  46)  und  45) 

48)     C,  =  (-l)*+i«(„— l),(„  +  fc)JÄ-«i ^Q,  + 


m    m 


Hinsichtlich  des  mit  Qji  bezeichneten  Quotienten  ist  noch  zu  bo*i 
merken,  dass  derselbe  gleichfalls  mit  der  Theorie  der  Facult&ten  in? 
gewissem.  Zusammenhange  steht.     Definirt  man  nämlich  die  Facult|fc|r 
als  eine  Function  zweier  Variabelen  [i  (der  Basis)  und  p  (des  £xp(K^' 
nenten),  welcher  die  beiden  Eigenschaften  •  * 

^(fi,0)=  1,      t(ii.p  +  l)  =  Qi+p)tl^((i,p)  £ 

zukommen*),  so  hat  man  einerseits  fiär  p  =  0,  1,  2  .  .  .(»  —  1)     ■ 
^(fi,  1)  =  [1^(11,  0)  =  [i, 
i>((i,  2)  =  ((i+  l)^Oi,  1)  =  ft(/t  +  1), 
^(^,  3)  =  (fi  +  2)  ^(fi,  2)  =  (iQi  +  l)(a  +  2), 


^(^,n)  =  fi(^  +  l)(fi-f  2) (^-l-n— 1), 

andererseits  für  p  =  —  1,  —  2,  ...  —  w, 

^(f^^  0)  =  (f*  —  l)^(fi,  —  1)  oder  ^0*,  —  1)  = 


^(^a,  — l)  =  (f*  — 2)*(ft,  —2)  oder  tpQi,  —  2)  = 


1 


(fi-l)(^-2)? 

.     .  -T] 


g?(^,  —  n)  = 


der  Gonsequenz  wegen  muss  also  der  letztere  Ausdruck  eine  FacultiU'f 
mit  negativem  Exponenten  heissen.     Unter  der  Bedingung  ft  >>  n 
kann  dieselbe  in  eine  nach  absteigenden  Potenzen  von  fi  fortgehende  f|^ 
Reihe  entwickelt  werden,  deren  Coefficienten  wir  nach  Analogie  mit 

— n    — n    — n  * 

Co,  Ci,  Ca  etc.  bezeichnen,  nämlich  { 

^(^,  — n)=  Coft-'»  +  Ciii*-«-i  +  Qiii-^-^  -\ ! 

j 


'*')  Vergleiche  die  Abhandlung  von  Grelle:  Memoire  sur  la  theorie  4 
des  puissances,  des  fonctions  angulaires  et  des  facultes  analytiqnes,  in  { 
Cr  eile 's  Journal,  Bd.  7.  .] 
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Für  fi  =  -r-  wird  noch  unter  der  Bedingung  l  <^  — 
A  n 


(1  — A)(l  — 2A)(1— 3A)  .  .  .  (1— nA) 

=  Co  -f  Q  A  +  '^k^  +  "ci  A3  + 

und  hier  kommt  es  zunächst  auf  die  Bestimmung  der  Goefficienten 
ao.  Man  gelangt  dazu  am  einfachsten,  wenn  man  von  der  identischen 
Gkiehimg*) 

(—  1)"  1  .  2  .  3  .  .  .  .  n  .  A>» 
(1— A)(l— 2A)(1— 3A).  .  .(1  — nA) 

=  (n%  -  (n\  ^  +  (n),  ^-^^  ^  Wa  ^-i^  +  •  •  •  • 

tssgeht,  rechter  Hand  alle  Glieder  nach  steigenden  Potenzen  von  A 
entwickelt  und  das  Resultat  mit  dem  vorigen  vergleicht;  es  ergiebt 
ndi 

49X  TT^  (n)on"+*-  (n)i(^-l)"+*  +  (71)2  (n  -  2)"  ^-^ 

^*  1.2.3 n 

Die  Formel  47)  wird  hiernach  sehr  einfach 


•)  Nach  der  Lehre  von  der  Zerlegung  echt  gebrochener  Functionen 
(TU.  I,  Gap.  IX.)  darf  man 

1 

Ä(a:--l)(a:  — 2)  .  .  .  (a;  — n) 

«0   _i_        %        1^       ^2        i_  _i_       ^ 


^  +  r^  +  :;r^  +  •  •  •  •  + 


aj'a?  —  l'a?  —  2'  'a?  —  n 

•tei ;  multiplicirt  man  beiderseits  mit  x(x  —  1)  .  .  .  {x  —  n)  und  nimmt 
tban  der  Reihe  nach  o;  =  0,  1,  2,  3,  etc.,  so  erhält  man 

1  =  (— 1)«  1.2.3. ..wao  =  (—1)»    '/'x"^go> 

1  =  (-l)-tl.l.2...(n-l)a,  =_(_i).L2iil?„j, 

1  =  (-l)-«1.2.1...(«-2)a,  =  +  (_i).Li^^«„ 

U.    8.    W. 

HierauB   bestimmen   sich  die  Werthe   von  Oq,   a^,  02,  etc.,  und  es  ist 
dann 

1 

a?(a;  —  1)  (a?  —  2)  .  .  .  (x  —  n) 

—  Jrjy    /jWo.  _     (n)i      .      (n)a     _  1 

1.2,..»la:  a:  — l'aj  — 2       '  '  ' 'f^ 

w^moM  for  d;  =:  —  die  obige  Gleichung  folgt. 
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und  demzufolge  geht  die  Formel  48)  über  in 

1^4-1     W*     _^ 


+  (-1) 


(2Ä:)*  w  +Ä: 

wofür  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Summanden  geschrieben  wor- 
den kann 

C*  =  n(n-lMn  +  Ä)*Ä  -%-_% -§L_ 

Ä         V  MV    T    ^*\(2Ä;)*n  +  Ä      (2Ä— 1)^-1  n-f Ä— 1 


"*"(2Ä— 2)*-a  w  +  Ä  — 2  J 


Um  diesen  Ausdruck  möglichst  zu  vereinfachen,  bemerken  vrir  zu- 
erst, dass 

(k)p        _  A;(fe— 1)...(Ä;— j?  +  l),    (k—p)(k--p  —  l)...2.1 
(2*— i?)*-p~  1.2.3...i)  '(2Ä— iJ)(2Ä— i?— 1)...(Ä+1) 

_         1.2.S....1C  2k(2k--l)...(2k—p+l)_(2k)p 

~  2Ä;(2Ä;  — !)...(* +  1)*  1.2...i)  ~(2ÄJ)4 

mithin 

"         n(n-l),(w  +  fe),  f  (2  Ä)o  7^*            (2fe)t     "  <*"" 
^k  = 7:;t\ ITT  ^k r^ 7    ^* 


(2k)t 


2*),     -(»-«)  1 

+  ;r+k—2  ^* ) 

ist  und  dass  noch  folgende  Umwandlung  gilt 

,-   J^l^     /■       ,^       (»  +  *).. .(«  +  1)   (»— l)(n— 2)...(w  — A:) 

_         ,,(«+fe)(n+fc-l)...(«-fc  +  l) 
—  ^"~*^  1.2.3...(2Ä) 

2A;(2A;— 1)...(A;  +  1) 

=  (n  —  Ä)  (n  +  Ä;)2*  (2  fc)*, 
mittelst  deren  die  vorige  Gleichung  die  neue  Form  erhalt 

50)     C,  =  («-.)(n+.)»{^ö;__||)^^-V 

(2fc),     -(*-») 
+  «  +  Ä-2     ^*     ~- 
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Hierin  liegt  der  bemerkenswerthe  SaU,  dass  die  FacnlUtencoeffiden* 
teo  poiiti?er  £iq>oneiiteii  durch  die  Facolt&tencoefficienten  negativer 
Exponenten  aiugedr&ckt,  mithin  auch  independent  berechnet  werden 
können*). 

So  findet  man  z.  B.  für  ib  =  2  aus  Formel  49) 

and  nadiher  ans  Nro.  50) 

.  ä^(.t.).(.-.){;^-7-^)="-"r.7.r-"- 

Arno 


ii 


»    _    n«(n--l)»(n  — 2)(n  — 3) 
^  ~  2.4.6 


n.  8.  w. 

Will  man  för  den  praktischen  Gebranch  der  Facult&tencoef&» 
MBten  eine  Tafel  derselben  entwerfen,  so  thnt  man  besser,  nicht  die 
liriiin  entwickelten  Formeln,  sondern  sogenannte  Recursionsformeln 
anwenden,  bei  welchen  jeder  Facultatencoefficient  aus  seinen  Nach- 
kn  hergeleitet  wird.  Derartige  Formeln  erhält  man  6ehr  leicht 
nf  folgendem  Wege. 

Die  Entwickelung  der  Facultäten  mit  den  Exponenten  —  (n  — - 1) 
md  —  n  liefert  die  beiden  Gleichungen 

1 


(1  —  A)  (1  —  2  A)  (1  —  3  A)  .  . .  (1  —  n  —  U) 

-(n-l)      -(n-1)  -(n-1)  -(n-l) 

=    Ce    +    CiX    +    C,k^    +    ftA«  + , 

1 


(1  —  A)  (1  —  2  A)  .  .  ,  (1  —  n  —  1 A)  (1  —  w  A) 
=  Co  +  CiA  +  cU*  +  CiA«  + ; 


deren  sweite  durch  Multiplication  mit  (1  —  nk)  in  die  erste  über- 
g^en  muss;  die  Yergleichung  der  beiderseitigen  Coefficienten  von  A* 
giebt  daher 

— n  — (n  — 1)  — n 

")  Gt   =    Ct    +    «C*_i. 


*)  Dieses  Resultat  hat  der  Verfasser   zuerst  in  Crelle's  Journal, 
'     H  44,  Seite  344,  unter  etwas  anderer  Form  entwickelt. 
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Da  man  im  Voraus  weiss,  dass  immer 

Co=  1,    c"=i 

ist,  so  erhält  man  aus  Nro.  51)  der  Reihe  nach: 

-2  —8  —4 

Ci  =    3,      Ci  =    6,      Ci  =    10, 

—2  —8  —4 

Cj  =    7,     02=26,      0;^=   65, 

^2  —8  4 

03=15,      (73=90,      Ci=350, 

n.  8.  w. 

Durch  EutwickeluDg  der  Facultäten  mit  den  Exponenten  n  und 
n  -\-  1  hat  man  femer  die  heiden  Gleichungen 

f^(f*  +  l)(f^  +  2) (^  +  n-l) 

^  (^  4- 1 )  (^  +  2)  .  .  .  Oi  4- n  —  1 )  (/x  +  n) 

n  +  l  n  +  l  n  +  1 

=  0)^1«  +  ^  +   Cift«  +   (72^«-^  + , 

deren  erste  durch  Multiplication  mit  (f^  -|-  ^)  ^°  ^i®  zweite  übergehen 
muss;  die  nachherige  Vergleichung  der  Coefficienten  von  n*^"^  gieU 

52)  "a=  h  +  nC*_i. 

Da  man  im  Voraus  weiss,  dass 

Co  =  1,     C,  =  0 
ist,  so  erh&lt  man  aus  Nro.  52)  der  Reihe  nach 

2  8  4 

Ci  =  1,       Gl  =  3,       Gl  =   6, 

8  4 

C2  =  2 ,       C2  ^=  11, 

4 

Cs  =   6, 

U.  8.  W. 

Die  Recursionsformeln  51)  und  52)  sind  übrigens  nicht  wesent- 
lich verschieden,  denn  die  zweite  verwandelt  sich  in  die  erste,  so- 
bald man  —  n  an  die  Stelle  von  n  treten  lässt. 

Wegen  späterer  Anwendungen  mag  hier  noch  eine  kleine  Tafel 
der  Facultätencoefficienten  Platz  finden. 
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DIE   FUNCTIONEN 


COMPLEXER    VARIABELEK 


SchlOmiloh,  Analysis.    n. 


Die  Functionen  complexer  Varrabelen. 


Bereits  in  Cap.  YIII.  des  ersten  Theiles  wurde  über  die  Func- 
tionen complexer  Yariabelen  eine  Untersuchung  angestellt,  jedoch 
%lieb  letztere  auf  die  sogenannten  einfachen  Functionen  beschränkt, 
md  es  handelte  sich  dabei  nur  um  die  genaue  Bestimmung  des 
Suies,  welchen  man  mit  den  Symbolen  zh^  a',  loge^  sine^  cose^  .  •  . 
ifCMHjr,  arccosz^  ...  in  dem  Falle  zu  verbinden  hat,  wo  e  eine  com- 
pleia  Yariabde  bedeutet.  Im  Folgenden  soll  diese  Untersuchung 
rater  geführt,  d.h.  auf  beliebige  Functionen  ausgedehnt  werden; 
fttis  besondere  Aufmerksamkeit  verdienen  hierbei  die  Fragen  nach  den 
Büfarentialquotienten  und  den  Integralen  solcher  Functionen,  weil 
Iflbkere,  sobald  js  =  x  -\-  iy  gesetzt  wird,  eigentlich  als  Functionen 
twer  unabhängigen,  wenn  auch  auf  bestimmte  Weise  mit  einander 
itthrndenen  Yariabelen  x  und  y  zu  betrachten  sind. 

Bevor  wir  uns  auf  eine  Untersuchung  von  Functionen  der  com- 
llosen  Yariabelen  jg  =  x  -{-  iy  einlassen,  wird  es  aber  zweckmässig 

diese  Yariabele  selber  einer  genaueren  Discussion  zu  unterwerfen« 


I  Die  geometrisolie  Bedeutung  der  complexen  Zahlen. 

Ans  den  Elementen  der  analytischen  Geometrie  ist  hinreichend 

Mmmt,  dass  eine  geradlinige  Strecke,  deren  absolute  Länge  r  heis- 

'ßm  möge»  mit  4*  *"  ^^^^  "^  ^  bezeichnet  werden  muss,  je  nachdem 

'A  vom    Goordinatenanfange   aus  auf  der  positiven  oder  negativen 

tae  der  Abscissenachse  abgeschnitten  worden  ist.    Denkt  man  sich 

3* 
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die  erste  Lage  als  die  ursprüngliche,  die  zweite  mittelst  einer  Dreh 
um  180^  aus  jener  entstanden,  so  kann  man  auch  sagen :  die  abso 
Länge  r  erhält  bei  ihrer  Anfangslage  den  Factor  •\-  1,  nach  e 
Drehung  von  180^  dagegen  den  Factor  —  1,  und  in  sofern  die  1 
toren  -f-  1  und  —  1  die  Richtung  von  r  oder  die  Ablenkung  d< 
von  der  o;- Achse  bestimmen,  ist  es  vielleicht  nicht  unpassend,  sie  R 
tnngscoefficienten  oder  Ablenkuugsfactoren  zu  nennen.  Diese  ßei 
kung  führt  zu  einer  allgemeineren  Frage.  Bezeichnet  man  näm 
mit  Tq  eine  Gerade,  deren  Länge  r  ist,  und  deren  Richtung  mit 
Richtung  der  positiven  x  den  Winkel  d  einschliesst,  so  hat  mau  i 
dem  Vorigen  ro  =  r(-f- 1)»  **7r  =  *"( —  1)»  und  man  kann  daher 
warten,  dßss  im.  Allgemeinen  eine  Gleichung  von  dei:  Form 

1)  ro  =  r/(ö) 

stattfinden  werde,  worin  /(Ö)  eine  noch  unbekannte  Function  vo 

ist,  welche  den  Ablenkungsfactor  für  eine  Ablenkung  =  (i  darst 

Um  die  Function  /(Ö)  zu  bestimmen,  denken  wir  uns  zwei  i 

Coordinateuanfang  0  ausgehe 
Gerade  OF  =  OQ  =  r,  di 
erste  mit  dem  positiven  Theile 
a:- Achse  den  Winkel  FOX  = 
und  deren  zweite  mit  OX 
Winkel  QOX  =  ö  +  i?  ( 
Bchliessen  möge  (Fig.  1);  es 
dann  0  Q  mit  rß  ^  ^  zu  bezei 
nen  und 

2)  ro^n  =  rf(d  +  ri). 

In  so  fem  aber  die  Gerade  »"^  + 1?  ibrer  Richtung  nach  um  den  Win 
fj  von  rß  abweicht,  gilt  auch  die  Gleichung 

wobei  rß  als  die  ursprüngliche,  rß^^i  als  <ii0  abgelenkte  Gerade 
trachtet  wird.     Setzt  man  hier  statt  rß  seinen  Werth  aus  Nro.  1), 
folgt 

rö+,  =  r/(Ö)/(7?); 
durch  Vergleichung  mit  Nro.  2)  ergiebt  sich  nun  für  die  mit  / 
zeichnete  Function  die  Bedingung 

3)  .  /(Ö  +  i?)=/(Ö)/(ij). 

Ebenso  leicht  erhält  man,  entweder  analytisch  aus  der  vorstehen 
Gleichung  oder  durch  m  nach  einander  folgende  Drehungen  um 
Winkel  öl,  Ö2,  .  .  .  ö;„ 

/(Öl  +Ö2    +   .  •  -  +  0«)  =/(Ö,)/(Ö2)  .  .  ./(Öm) 
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und  specieller,  wenn  diese  Winkel  gleich  geDommen  werden, 

4)  f{m())  =  [/(</)]". 

Diese  Gleichung  liefert  erstens  für  d  =  1 ,  wobei  die  constante  Grösse 
/(l)  zur  Abkürzung  G  heissen  möge, 

5)  /(w)  =  O, 

and  es  ist  hiermit  die  Form  der  Function  /  für  den  speciellen  Fall 
bestimmt,  dass  die  Yariabele  eine  ganze  positive  Zahl  ist.     Nimm# 

man  ferner  in  Nro.  4)  ö  =  -=-- ,  m  =  a  und    versteht  unter  « ,  a 

ganae  positive  Zahlen,  so  erhält  man 

/« = [/(f  )]• 

oder 

Zufolge  der  Bemerkung,  dass  Irrationalzahlen  mit  jedem  beliebi- 
gen Genauigkeitsgrade  durch  rationale  Brüche  (Decimalbrüche)  dar- 
gestellt werden  können,  schliesst  man  aus  Nro.  6)  für  jedes  positive  0 

m  =  CO- 

Setzt  man  endlich  in  Nro.  3)  )y  =  —  0  und  beachtet  die  unmit- 
telbar bekannte  Gleichung  /(O)  =  1 ,  so  findet  man 

1  =  /(ö)  /(-  0)  oder   /(_  fl)  =  ^  =  G-d, 

^  es  ist  demnach  für  jedes  reelle  0 

•)  f(0)  =  ce. 

^^  die  Function  /(fl)  ihrer  Natur  nach  durchaus  stetig  sein  muss, 
80  mosB  auch  G  durchaus  denselben  Werth  haben,  und  es  kann  daher 
i^end  eine  Specialisirung  des  0  zur  Bestimmung  von  G  benutzt  wer- 
den,   püj.  ö  =  5P  ist  aber  /(n)  =  —  1 ,  mithin 

—  1  =  Cf^   oder  C  =  (—  1)^ , 
«öd  nach  Nro.  7) 

/(ö)  =  (-l)^» 
^  !•  zufolge  der  Lehre  von  den  Potenzen  complexer  Zahlen 

f(fl)  =  eoskO  +  isinlcd, 
^onn  Ä  eine  positive  oder  negative  ungerade  Zahl  bezeichnet.     Die- 

^ibe  bestimmt  sich  durch  die  Specialisirung  Ö  =  — ,  welche /(—) 

^  ^  1  giebt.  Setzt  man  nämlich  fest,  dass  /(ö)  erst  dann  =  —  1 
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werde,  wenn  0  in  n  übergegangen  ist,  so  moss  k  =  1  genommen 
werden,  und  man  hat  definitiv 

8)  r^  =  r(cosd  +  isinO)  =  refi- 

In  dem  speciellen  Falle  ö  =  |3r  ergiebt  sich  r,  =  tr;  dem- 
nach bedeutet  ir  eine  Gerade ,  welche  die  Länge  r  besitzt  und  mit 
der  a;- Achse  einen  rechten  Winkel  bildet. 

Setzt  man  in  der  Formel  8)  rcosO  =  x,  rsinO  =  y,  wo  a;und 
y  die  gewöhnlichen  rectangulären  Coordinaten  des  Punktes  P  sind, 
so  folgt 

9)  rß  =  X  -[-  iy\ 

die  complexe  Zahl  x  -^  iy  wird  also  geometrisch  durch  den  Com- 
plex  der  rechtwinklig  zu  einander  liegenden  Strecken  0  M  und  MF, 
d.  h.  durch  die  gebrochene  Linie  OMP  dargestellt*). 

Hiernach  lassen  sich  auch  die  vier  Grundoperationen,  nämlich 
die  Addition,  Subtraction,  Multiplication  und  Division  complexer 
Zahlen  auf  folgende  Weise  geometrisch  darstellen. 

In  Fig.  2  sei  OM  =  x^  ON  =  y,  mithin  x  -f-  iy  durch  den 


Fig.  2. 


Punkt   P    repräsentirt ,     dessen 
Coordinaten  x  und  y  sind ;  ebenso 
möge  Xi  -f-  iyi  durch  den  Punkt 
X\yi  oder  Pj   repräsentirt  sein; 
der  Samme  X  -\-  iy  -\-  Xi  +  t  jd 
=zx  -\-  Xi    +   Hy  -{■  yi)    ent- 
spricht dann  derjenige  Punkt  Pj, 
dessen  Coordinaten  x  -\-  Xi  und 
y  -\~  yi  sind.  Aus  einfachen  geo- 
metrischen Gründen  bildet  nim. 
P2  die  vierte  Ecke  des  aus  dec». 
Seiten    OP  und  OPi   gebildeten 
Parallelogrammes ,    demnach    kann   P2   unmittelbar   aus   P  und  i^:a 

*)  Die  obige  geometrische  Deutung  der  complexen  Zahlen  ist  schon. 
1750  von  H.  Kühn  (Novi  commentarii  Academ.  Petropol.    ad   annnnci 
1750)  angeregt,  aber  erst  1831  von  Gauss  begründet  worden  (Göttingör 
gelehrte  Anzeigen  vom  Jahre  1831,  Seite  64).    Den  im  Texte  gegebenej^ 
rein  mathematischen  Beweis  nebst  einer  Geschichte  aller  hierher  gehö- 
renden Arbeiten  verdankt  man  Drobisch  (Berichte  über   die  Verhand- 
lungen der  Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften,  Bd.  2,  S.  l7l)» 
Später  hat  Möbius  gezeigt,  wie  man  mittelst  jener  Construction  Eig^^' 
Schäften  von  Punkten  in  einer  Geraden  auf  Punkte  in  einer  Ebene  üb^^' 
tragen  und  damit  zu  neuen  Verwandtschaften  zwischen  Punktesystenc»*^ 
gelangen   kann  (Berichte  der  Königl.  Sachs.   Gesellschaft   der  Wiss^^' 
Schäften;  mathem.-phys.  Classe,  Jahrg.  1852,  S.  41,  und  Jahrg.  1853,  S,t^'' 
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durch  Construction  hergeleitet  werden,  ohne  dass  es  vorher  der 
Aufsachnng  von  x,y,  Xi^yi  bedarf.  Ebenso  leicht  kann  die  Diffe- 
renz zweier  complexen  Zahlen  construirt  werden;  es  sind  dann  P^ 
und  Pi  gegeben ,  ans  denen  P  durch  eine  leicht  aufzufindende  Con- 
straction  hergeleitet  wird. 

Handelt  es  sich  um  die  Multiplication  zweier  complexen  Zahlen, 
80  denke  man  sich  dieselben  durch  Modulus  und  Amplitude  aus- 
gedrfickt,  nämlich 

X  -\-  iy    =  r  (cosO    4"  isind  ) 
^i  +  «yi  =  ri(cosOi  4-  isindi) 
mdnehmeinFig.3:  OP  =z  r,  Z.  POX  =  e,  OPi  =  r„  Z  P,  OXi 
=  8i,  so  dass  die  gegebenen  complexen  Factor en  wieder  durch  die 
hnkte  P  und  Pj  repräsentirt  sind.     Wegen 

(«  +  iy)  (X,  +  iyO  =  rri  [cos(d  +  ö,)  +  isin  (ö  +  Öi)] 
wird  nun  das  Product    durch  einen  Punkt   dargestellt,  dessen  Mo- 
dulus =  rri ,  und   dessen    Amplitude 
=  ö  +  ö]    ist.     Um  vorerst  rri  als 
Linie  zu  construiren,  nehmen  wir  auf 
der  aj- Achse  die  Strecke  OA  gleich  der 
Längeneinheit,  ziehen    AP  und  con- 
struiren ein  dem  Dreiecke  OAP  ähn- 
liches Dreieck   OP1P2,  der  Art,   dass 
OA    und   OPi    entsprechende    Seiten 
^^  AOP  und  Z.  P1OP2  gleiche,    in 
derselben    Drehungsrichtung     genom- 
mene Winkel  sind.     Die  Proportiona- 
lität der  einschliessenden  Seiten  giebt 
nun  OP2  =  rri,  mithin  ist  OP2,  we- 
tilgsienB  der  Grösse  nach,  der  Eadiusvector  des  gesuchten  Punktes. 
'Ik  aber  zugleich   Zl  P2  OX  =  ö  4"  öi  ist,    so  stellt  der  Winkel 
PfOX  die  Amplitude  des  gesuchten  Punktes  dar,  mithin  ist  P2  der 
fiepräsentant  des  Productes.      Die  Multiplication  der  beiden  gege- 
benen complexen  Factoren  besteht  also  darin ,  dass  der  Modulus  r 
im  Verbältnisse  von  1 :  ri  vergrössert  und  gleichzeitig  die  Amplitude 
6  vasi  Ol  vermehrt  wird.     Auf  analoge  Weise  lässt  sich  der  Quotient 
zweier  complexen  Zahlen  construiren. 

Bei  allen  folgenden  Untersuchungen  denken  wir  uns  dici  com- 
plexe  Variabele  x  -|-  ^y  immer  als  stetig  veränderlich,  d.  h.  wir  be- 
trachten jede  einzelne  der  beiden  reellen  Variabelen  als  continuirlich. 
Dorchläoft  nun  x  -{-  iy  stetig  ein  bestimmtes  Intervall,  etwa  von 
*•  +  •^  bis  X  +  «  ^>   so  beschreibt  der   die  complexe  Variabele 
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darstellende  Punkt  P  irgend  einen  Weg ,  dessen  Anfangspunkt  die 
Coordinaten  x^^^  yo,  und  dessen  Endpunkt  die  Coordinaten  X^  Y  be- 
sitzt. Dieser  Weg  ist  zufolge  der  Willkührlichkeit  des  x  und  y  ein 
ganz  beliebiger  und  völlig  regelloser;  er  kann  aus  irgei^  welchen 
geraden  oder  krummen  Linien  zusammengesetzt  sein,  nur  muss  er 
zwischen  den  gegebenen  Endpunkten  einen  ununterbrochenen  Zog 
bilden.  Man  ersieht  hieraus  einen  der  wesentlichsten  Unterschiede 
zwischen  reellen  und  complexen  Variabelen;  während  nämlich  eine 
reelle  Yariabele  x  nur  auf  dem  einen  Wege  der  Abscissenachse  von 
X  =  Xq  bis  4?  =  X  gelangen  kann,  sind  bei  einer  complexen  Va- 
riabelen z  unendlich  viele  Wege  von  e  •=::  Xq  -{-iyo  bis  ;?  =  X  +  «T 
möglich. 

n.  Darstellung  der  Functionen  complexer  Variabelen. 

Eine  Function  der  complexen  Variabelen  x  -\-  iy  ist  im  Allge- 
meinen wieder  eine  complexe,  jedoch  abhängige  Variabele ,  d.  h.  es 
existirt  im  Allgemeinen  immer  eine  Gleichung  von  der  Form 

f(x-{-iy)  =  (p(x,  y)  +  ii\f{x,  y), 
wofür  wir  zur  Abkürzung 

fix  -\-  iy)  z=  u  -\-  iv 
schreiben  werden.     Auch  hiervon  lässt  sich   eine  geometrische  Dar- 
stellung geben,  wenn  man  u  und  v  in  einer  neuen  Ebene  uv  als  Coor- 
dinaten eines  beweglichen  Punktes  construirt;  jedem  willkührlich  jt 
gewählten  Punkte  xy  entspricht  dann  ein    bestimmter   Punkt  uv^, 
und  einem  willkührlichen  Wege  des  Punktes  xy  entspricht  eine  be- 
stimmte vom  Punkte  uv    beschriebene  Curve.      Diese    verläuft  in,j 
einem  ununterbrochenen  Zuge,   sobald  w  und  v  stetige  Function 
von  X  und  y  sind;   wir  nennen  dann/(a:  -1-  iy)  gleichfalls  eine  con« 
tinuirliche  Function  von  x  -j-  iy. 

Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  hierbei  die  schon  aus  d 
Algebra  bekannte   Thatsache,    dass  es   zweierlei  Functionen  gie 
nämlich  einmal  solche,  bei  denen  jedem  individuellen  Werthe 
Variabelen  nur  ein  einziger  Function swerth  entspricht,  andererseit^^^ 
solche,  bei  denen  zu  jedem  individuellen  Werthe  der  Variabelen  zwri 
oder  mehrere  Functionswerthe  gehören.     Eine  Function  der  ersten 
Art,  wie  z.  B.  a  +  /3^  +  y^e?^,  c^,  cosz,  sine  etc.  nennt  man  ein- 
deutig (monodrom),  Functionen  der  zweiten  Art  heissen  mehr- 
deutige; so  ist  z.  B.  yz  —  c  zweideutig,  yz-—-c  dreideutig,  logM. 
unendlich  vieldeutig  (Thl.  I,  §.  56).     In  Beziehung   auf  die  mehr*. 
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denüg^en  Functionen  muss  noch  hervorgehoben  werden,  dass  es  spe- 
cielle  Werthci  der  Variabelen  geben  kann,  für  welche  zwei  oder  meh- 
rere jener  im  Allgemeinen  verschiedenen  Fnnctionswerthe  zusammen- 
&neii;  so  sind  z.  B.  die  beiden  Werthe  von  Vz  —  c  im  Allgemeinen 
von  einander  verschieden,  nur   für  z  =  c  werden  sie  gleich,   mnd 
zwar  beide  =  0.     Um.  dies  graphisch  darzustellen,  denken  wir  uns 
eine  stetige    Function    der  Variabelen  z  =  x  -\-  iy  bo  beschaffen, 
dass  un    Allgemeinen  jedem  z  zwei    verschiedene   Fnnctionswerthe 
u  -^^  iv   und  XJ  +  «F  entsprechen,  welche  nur  in  dem  speciellen 
YaUe  ß  =  c  =  a  4"  *^  den  gemeinschaftlichen  Werth  a  -^  iß  er- 
halten  mögen.      Jedem  Punkte  xy  oder   P  in  Fig.  4  entsprechen 
dum  zwei  in  endlicher  Entfernung  liegende  Punkte  Q  und  1?,  deren 
enter  die  Coordinaten  m,  v,  und  deren  zweiter  die  Coordinaten  CT,  V 
besitzt.      Laset  man  P  irgend  einen  Weg  PP  durchlaufen,   so  wer- 
dsn    Q  und  JR  gewisse  Curven  Q  Q*   und  BP!  beschreiben,  welche 

Fig.  4. 
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fardi  die  Natur  des  Weges  PP*  vollkommen  bestimmt  sind.  Hier- 
Wi  bedarf  es  der  Unterscheidung  zweier  Fälle.  Geht  nämlich  der 
Wieg  PF'  nicht  durch  den  Punkt  C,  dessen  Coordinaten  a  und  h 
nad,  so  wird  niemals  a;  =  a  und  zugleich  y  =  b  oder  niemals 
f  =r  e,  mithin  tritt  auch  der  Fall  1^=^«==«,  Y  ■=  v  •=  ß  nicht 
«B,  d.  h.  die  Curven  QQ'  undi222'  haben  keinen  gemeinschaftlichen 
Ptakt.  Wenn  dagegen  der  Weg  PP  durch  den  Punkt  G  hindurch- 
ftlirt^  so  wird  einmal  17=:«  =  «,  V  •=^  v  =  ß,  und  die  Curven 
Q(/,  RBf  besitzen  dann  gemeinschaftlich  den  Punkt  D,  dessen 
Coordinaten  cc  und  ß  sind.  Den  Punkt  C,  welchem  die  Verzwei- 
gung in  D  entspricht,  pflegt  man  einen  Verzweigungspunkt  zu 
■ennen;  man  hat  daher  den  Satz ,  dass  die  Curven  Q  ^  und  BP! 
einen  oder  keinen  gemeinschaftlichen  Punkt  besitzen,  je  nachdem 
jlfr  Weg  von  z  durch  den  Verzweigungspunkt  geht  oder  nicht.  — 
IKfls  lÄBst  sich  noch  auf  eine  andere,  des  Folgenden  wegen  be- 
Hikenswerthe  Weise  ausdrucken.    Unter  allen  Umständen  nämlich 
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kann  eine  zweiastige  Curve  als  eine  Zusammensetzung  zweier  ein- 
astigen  Curven  betrachtet  werden,  und  zwar  ist  dies  nur  auf  eine 
einzige  Art  möglich,  sobald  die  letzteren  Curven  nirgends  zusammen- 
treffen; haben  aber  dieselben   einen  gemeinschaftlichen  Punkt  wie 
in  Fig.  4,   so  darf  man   ebensowohl  QDQ'  und  BD  Bf  wie    auch 
QDB!  und  BDQ'  als  die    einzelnen  Zweige  betrachten,  denn  die 
einzig  vorhandene  Bedingung  der   Continuität  verlangt   nur,  dass 
jeder  Zweig  ununterbrochen  verlaufe.     Eine   zweideutige  Function 
kann  demnach  für  eine  Zusammensetzung  zweier  eindeutigen  Func- 
tionen gelten,  und  zwar  ist  dies  auf  eine  oder  auf  zwei  Arten  mög- 
lich, je  nachdem  der  Weg  der  unabhängigen  Variabelen  am  Ver- 
zweigungspunkte vorbei  oder  durch  ihn  hindurchfiihrt.  Mit  geringen, 
leicht  aufzufindenden  Modificationen  gelten  diese  Bemerkungen  aucli 
für  mehrdeutige  Functionen  mit  mehreren  Verzweigungspunkten. 

Wir  untersuchen  nun  den  Einfluss,  welchen  eine  Verlegung  des 
Weges  von  8  auf  die  Werthe  von /(^r)  ausübt.  Es  sei  zunächst /(^) 
eine  stetige  und  eindeutige  Function,  worin  sich  z  von  dem  Anfangs- 
werthe  ^r^  =  rc^  -j-  %y^  bis  zu  dem  Endwerthe  äTj  ==  rci  -\-  iyi  con- 
tinuirlich  ändern  soll;  die  entsprechenden  Werthe  Yonf{z)  mögen. 
/{Zq)  =  t^  +  ivq  und/(£ri)  =  Wj  -f  ^^i  heissen.  Der  Punkt  x^ 
oder  P  in  Fig.  5  durchläuft  dann  irgend  einen  Weg   zwischen  dexÄ 
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Fig.  5, 
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festen  Punkten  a?oyo  oder  Po  und  Xiyi  oder  Pi,  und  diesem  WegT® 
entspricht  eine  gewisse,  vom  Punkte  uv  oder  ^beschriebene  Curv'O 
§0  Q\»  Lässt  man  ein  zweites  Mal'P  wiederum  von  Pq  bis  Pi  g^ 
hen ,  aber  auf  einem  anderen  Wege ,  so  beschreibt  Q  eine  ander® 
Curve,  welche  gleichfalls  in  Qo  anfangt,  aber  auch  in  Qi  endiget 
muss;  denn  im  entgegengesetzten  Falle  müssten  dem  Werthe  Zi  ^^ 
Xi  -f-  «2^1  zwei  verschiedene  Werthe  von  f(zi)  =  Ui  -f"  ivi  en^ 
sprechen ,  was  gegen  die  Voraussetzung  der  Eindeutigkeit  von  /W 
streiten  würde.  Mit  anderen  Worten,  bei  jeder  eindeutigen  Functi^i^ 
ist  der  Endwerth  /(^i)  unabhängig  von  dem  Wege ,  auf  welchen^  ^ 
nach  Zi  gelangt.  —  Durchläuft  nun  der  Punkt  xy  eine  geschlos»^^® 
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Carye,  so  erhält  B  am  Ende  seinen  Anfangswerth  wieder;  dasselbe 
gilt,  detn  soeben  Gesagten  znfolge,  auch  von/(£f),  mithin  besteht 
das  Bild  von  f{z)  gleichfalls  aus  einer  geschlossenen  Curve. 

Bei  einer  zweideutigen  Function  bedarf  es  der  Unterscheidung, 
ob  der  Weg  von  e  keinen  Verzweigungspunkt  trifft  oder  durch  einen 
Bddien  hindurchgeht.  Im  ersten  Falle  entsprechen  dem  Wege  Po  P\ 
iwei  Curven  Qq  Qi  und  Uo  i?i ,  welche  keinen  gemeinschaftlichen 
Funkt  besitzen  (Fig.  6).    Deukt  man  sich  den  Weg  -Po-Pi  geändert, 

Fig.  6. 
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od  zwar  vor  der  Hand  nur  unendlich  wenig,  so  erleiden,  wegen 

fe  Torausgesetzten   Continuität,  Qo  Qi   nnd  BqHi    gleichfalls   nur 

ttendlich  kleine  Aenderungen;    die   beiden    Zweige    befinden  sich 

fÜBift  in  endlichen  Entfernungen  von  einander,  es  ist  daher  bei  jener 

inendlich  kleinen  Aenderung  nicht  möglich,  die  beiden  Zweige  mit 

onander  zu  verwechseln,  d.  h.  aus  einem  Zweige  in  den  anderen  zu 

|Q»Üien.     Dui'ch  eine  unendliche  Menge  solcher  unendlich  kleinen 

Aanderungen,  d.  h.  durch  stetige  Aenderung  lässt  sich  der  ursprüng- 

Ue  Weg  zwischen  Po  und  Fi  in  jeden  anderen  überführen*),  und 

tBBn  keiner  von  allen  möglichen  Zwischen  wegen    einen  Verzwei- 

gingsponkt  trifft,  so  gilt  für  jeden  einzelnen  Zweig  der  zweideutigen 

j^ction  alles  Das,   was   vorhin  für  eine  eindeutige  Function  be- 

viesen  wurde.     Man  hat  daher  auch  folgenden  Satz :  Wenn  P  eine 

geschlossene  Curve  durchläuft,  in  deren  Innerem  kein  Yerzweigungs- 

pankt  liegt,   so  beschreibt  jeder  der  Punkte   Q  und  B  gleichfalls 

eine  geschlossene  Curve. 

Diese  Schlüsse  verlieren  ihre  Bj'aft,  wenn  einer  der  Zwischen- 
wege von  P  durch  einen  Verzweigungspunkt  G  führt,  welchem  der 


♦)  Han  kann  sich  diesen  Uebergang  durch  die  Vorstellung  eines  ab- 
solut biegsamen  und  dehnbaren  Fadens  versinnlichen,  welcher  in  den 
Funkten  Pq  Pi  befestigt  ist  und  daher  die  Form  jeder  beliebigen  Curve 
swischen  jenen  Punkten  annehmen  kann. 
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Durchschnitt  D  entsprechen  möge  (Fig.  7).     Ist  nämlich  P  von  Po 
bis'C,  mithin  Q  von  ^o  bis  D  gegangen,  so  liegt  keine  Nothwendig- 

Fig.  7. 


<.' 


keit  vor,  dem  ferneren  Wege  CPi  die  Curve  DQi  entsprechen  zu 
lassen,  vielmehr  steht  es  frei,  Q  durch  D  Ri  zu  führen,  so  dass,  wenn 
P  auf  anderem  Wege  nach.Po  zurückkehrt,  Q  von  JRi  nach  i?o  kommt. 
Ebenso  könnte  man  R  die  Curve  RqDQiQq  beschreiben  lassen. 

Wenn  demnach  P  einen  geschlossenen  Weg  durchläuft,  der 
einen  Yerzweigungspunkt  enthält,  so  ist  es  nicht  nothwendig,  dass 
Q  und  R  gleichfalls  geschlossene  Curven  beschreiben,  oder,  was 
dasselbe  ist,  dass  die  Function  am  Ende  wieder  ihren  Anfangswerth 
erhält.  Selbstverständlich  gilt  dieser  Satz  ebenso  für  mehrdeutige 
Functionen  mit  mehreren  Verzweigungspunkten. 

Um  diese  allgemeinen  Erörterungen  durch  ein  Beispiel  zu  er- 
läutern, betrachten  wir  die  doppeldeutige  Function 

10  =  V~z. 
Setzt  man  wie  bisher 

g;  =z  X  -^  iy  =  r{cosd  +  isinß)  = 

80  sind  die  beiden  Werthe  der  Function 


re 


iO 


"Sid 


i.Ö 


z  =  -\-  (Vr)e        und    w  =  —  (Vr)  e     , 

worin  (Vr)  den  absoluten  Werth  von  yr  bezeichnet;  für  e  =  ^ 
fallen  beide  Fuuctionswerthe  zusammen,  mithin  ist  ;ef  =  0  der  V^^' 
Zweigungspunkt.  Wir  denken  uns  um  denselben  mit  einem  belL  ^' 
bigen  Radius,  z.B.  mit  r  =  1,  einen  Kreis  beschrieben,  welcher  d^^ 
Abscissenachse   in  Ä  und  B  schneidet,  und  untersuchen   nun,  w^^^ 

sich  die  Function  +  {yrje  ändert,  wenn  z  einmal  auf  det^ 
oberen  Halbkreise  ÄCB,  das  andere  Mal  auf  dem  unteren  Hall^  " 
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kreise  Ä  DB  von  ir  =  —  1  nach  £f  =  -f  1  übergeht  (Fig.  8).  In 
Fig.  8.  beiden  Fällen  bleibt  r  constant  =  1, 

auf  dem  ersten  Wege  nimmt  6. von  n 
bis  0  ab,  und  die  erwähnte  Function 
gelangt 

\in 
von  e       =  -|-  t  zu  e^    =  +  1 ; 

auf  dem  zweiten  Wege  wächst  0  von 

n  bis  29r,  und  die  Function  gelangt 


i'" 


in 


von  e  =:  -|-  *  zu  e""  =  —  1, 
der  Endwerth  ist  hier  also  ein  anderer. 
Lässt  man  e  einen  vollen  Umlauf  machen,  etwa  BCÄDB,  so  ist 
der  Endwerth  von  z  identisch  mit  dem  Anfangswerthe ;  dagegen 
erhält  die  Function  den  Anfangswerth  c^  =  +  1  und  den  End- 
werth e*^  =  —  1,  welcher  ihrem  Anfangswerthe  gerade  entgegen- 
gesetzt ist.  Das  letztere  Resultat  bleibt  ungestört,  wenn  man  sich 
den  Radinsvector  r  variabel  denkt,  d.  h.  den  Kreis  durch  eine  be- 
liebige geschlossene  Curve  BCf  A*jy B  ersetzt*). 


in.    Die  Difi^rentialquotienten  der  Functionen 

complexer  Variabelen. 


Wenn  z  eine  reelle  Variabele,  w  eine  eindeutige  Function  von 

f  bezeichnet,  so  ist  der  Differentialquotient  — —  eine  ganz  bestimmte, 

gleichfalls  eindeutige  Function  von  z,  für  welche  es  ganz  gleich- 
gAltig  bleibt,  auf  welche  Weise  man  sich  dz  als  unendlich  abneh- 
mendes Increment  denken  will.  Ob  diese  Eigenschaft  des  Differen- 
tialqnotienten  auch  bei  complexen  z  gilt,  bedarf  deswegen  einer  be- 
sonderen Untersuchung,  weil  z  -=:  x  •\-  iy  zwei  von  einander  un- 
abhängige Yariabele  enthält  und  daher  in  der  Gleichung 

w  =  f{z)    oder    u  •\-  iv  =^  f(x  +  iy) 
%  und  V  Functionen  von  x  und  y  sind. 


♦)  Wie  Puiseux  gezeigt  hat,  entspricht  einer  jedesmaligen  Um- 
kreisung eines  VerzweiguDgspunktes  eine  Vertauschung  der  Wurzeln 
algebraischer  Gleichungen;  siehe  die  Abhandlung  Recherches  sur  les 
fbnctions  algebriques  (Liouville,  Journal  de  mathematiques ,  tom.  XV, 
pag.  365),  oder  deren  Uebersetzung  von  H.  Fischer  (Halle  1861). 
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Wir  betrachten  zunächst  den  allgemeinen  Fall,  wo  sowohl  u 

als  V  eine  ganz  willkührlich  gebildete  Function  der  beiden  Yaria- 
belen  x  und  y  ist ,   etwa  w  =  9  (rc,  y) ,    t;  =  ^  (o;,  jjf) ,  und  setzen 

u  -{-  iv  =z  w.     Lassen  wir  nun  x  und  y  sich  gleichzeitig  ändern, 

so  dass  dz  =^  dx  •}-  idy  ist,  so  erhalten  wir  als  totales  Differential 

von  fo 

dto  =  diu  +  iv)  =  (^^dx  +  ^dy^  +  f  (|lda;  +  ^d8f) 


mithin  als  Differentialquotienten 

du 
dw 
dz 

oder  auch 


(■ 


i)"  +  ( 


du        .  dv 
dy  "^  *"8^ 


)dy 


l 


P 


.  !£ 


dx  -f-  idy 


dw 


/du    ,    .  dv 


xJ^Kdy   +*  dy) 


dy 
dx 


1  + 


dx 


Hieraus  ersieht  man  sofort,  dass  -r-  von  dem  Verhältnisse  -7-  d.  h. 

dz  dx 

von  der  Richtung  abhängt,  nach  welcher  der  Punkt  xy  in  der  El 

xy  verschoben  wurde;    diese  Richtung  ist  aber  ganz  willkührlic 

dw 
mithin  -=—  unendlich  vieldeutig.    Diese  Unbestimmtheit  verschwiB-j 

det  nur  in  dem  einen  Falle,  wo 

,^.  du  dv        ,  /du        .  dv\ 


,dy 


ist,  weil  sich  dann  1  +  f  -7—  hebt.  Die  vorstehende  Gleichung  zer- 


fällt in  die  beiden  folgenden 

.  du dv^        9i? 

^  ^~^'       dx 


du 


und  diese  sind  nun  die  Bedingungen  dafür,  dass  der  Differential- 
quotient -r—  sowohl  von  der  Grösse  als  von  der  Richtung  der  Ver- 
schiebung des  Punktes  xy  unabhängig  ist.  Was  endlich  den  ge» 
suchten  Differentialquotienten  betrifft,  so  hat  man  dafür 

dw 8w    ,     .  dv 

dz        Sa?    '       dx 
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oder  auch 

dw  dv         ,du 

dz         dy  dy 

Zu  den  Bedingungsgleichungen  11)  gelangt  man  auch  bei 
einer  anderen  Grelegenheit,  nämlich  durch  folgende  Betrachtung. 
Jede  Function  von  x  +  iy  hat  zwar  die  Form  u  -{-  iv,  aber  um- 
gekehrt ist  nicht  jedes  u  +  iv  eine  Function  von  x  -{-  iy,  wie 
man  z.  B.  an  a?^  +  y*  +  2ixy  ==  (aj  +  ^VY  +  2y*  sehen  kann. 
£s  entsteht  daher  die  Frage  nach  den  Bedingungen,  welchen  u  und  v 
genügen  müssen,  wenn  die  Gleichung 

u  4-  «V  =f(x  +  iy) 

bestehen  soll.     Aus  dieser    folgen  durch  partielle  Differentiationen 

die  zwei  Gleichungen 

du  dv  _  df(x  +  iy)  _ 

8a;  +  *  07  -  8^         -•^^*  +  **'^' 

du     ,      dv  _  df(x  +  iy)  _.f,(^,i„) 

deren  rechte  Seiten  bis  auf  den  Factor  t  übereinstimmen.    Es  muss 
daher 

*\Öa?  '^  ^dx)~J^  ^^  dy 
Min,  welche  Gleichung  mit  Nro.  10)  identisch  ist  und  daher  wieder 
aof  die  unter  Nro.  11)  entwickelten  Bedingungen  führt. 


Durch  Zusammenfassung  der  vorigen  Ergebnisse  gelangt  man 
n  folgendem  Satze:  wenn  w  =  u  -{-  iv  nicht  ein  blosser  Complex 
irillkührlicher  Functionen  von  x  und  «/,  sondern  eine  eigentliche 
Fvnction  von  x  -}-  iy  ist,  so  gelten  immer  die  in  11)  aufgestellten 

Bedingungen ;  dann  ist  aber  --= —  auch  nicht  unbestimmt  vieldeutig, 

dz 

dy 
wndem  eine  ganz  bestimmte ,  von  dem  Verhältnisse  — —  unabhän- 

ax 

pge  Grösse*). 


♦)  In  seinen  Exercices  d'analyse  et  de  physique  mathematique,  tome 
I?,  p.  346,  nennt  Cauchy  den  Ausdruck  u  +  iv  monogen,  sobald  u 
ind  V  den  erwähnten  Bedingungen  genügen ;  dem  Obigen  zufolge  ist 
diese  Benennung  überflüssig,  und  braucht  man  nur  in  diesem  Falle 
u  •\-  iv  schlechthin  eine  Function  von  e  zu  nennen,  wie  es  Riemann 
in  seiner  Inauguraldissertation  (Grundlagen  für  eine  allgemeine  Theorie 
^  Functionen  einer  veränderlichen  complexen  Grösse,  Göttingen  1851, 
8)  zuerst  gethan  hat. 
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In  den  erwähnten  Bedingungsgleichungen  können  übrigens  die 
Variabelen  u  und  v  gesondert  werden.  Differenzirt  man  nämlich 
die  erste  nach  x,  die  zweite  nach  y  und  subtrahirt  beide  Ergeb- 
nisse, so  erhält  man 

wird  dagegen  die  erste  nach  y,  die  zweite  nach  x  differenzirt,  k^ 
giebt  die  Addition 

''^  8^+8^  =  ^- 

Demnach  genügen  u  und  v  einer  und  derselben  partiellen  Differea«. 

tialgleichung  zweiter  Ordnung. 

Der  vorhin  erwähnte  geometrische  Sinn  der  Bedingungen  11^ 
lässt  noch  eine  bemerkenswerthe  Kelation  zwischen  den  Figuren  er- 
kennen, welche  entstehen,  sobald  einerseits  der  Weg  der  Variabelen 
e  in  der  Ebene  xy,  andererseits  der  Gang  von  w  r=f(is)  in  der 
Ebene  uv  constrnirt  wird.  Ertheilt  man  nämlich  der  Variabelen  s 
zwei  unendlich  kleine,  nach  verschiedenen  Eichtungen  gehende  Zu-  ; 
nahmen,  deren  Grössen,  der  Unterscheidung  wegen,  mit 

dz(i)  =  dx(;i)  -f-  idy^i)    und    diS(^)  =  dX(i)  -+-  idy(2) 
bezeichnet  werden  mögen,  so  erhält  man  in  der  Ebene  xy  drei  un- 
endlich nahe  an  einander  liegende,  im  Uebrigen  aber  ganz  belie 
Punkte  P,  Pi,  Pq,  Fig.  9,  mit  den  Coordinaten 

(ß,y\    «  +  äxa),  y  +  dy^^iy,    X  +  da?(a),  y  +  dy^iy. 
Diesen  entsprechen  in  der  Ebene  uv  drei  gleichfalls  unendlich  nabi 
liegende  Punkte  Q,  Qi,  §2»  deren  Coordinaten  sind 

u,v;     w  +  dU(i)y  V  +  dvci)',    u  +  du(2h  ^  +  ^^(a)i 
und  da  der  Differentialquotient 

dw   du  -\-  idv 

dz         dx  ■{■  idy 
unabhängig  von  der  Eichtung  der  Verschiebung  des  Punktes  P  ist^ 
so  hat  man 


14) 


dwjxi dw(^) 


dZ(^)         dz(2) 
Mittelst  der  Substitutionen 


dz(i)  =  PFi=ri(cos Ol  +isin OiX  dZ(2)=PP2=r2 (cosO^-}- isinO^\  ! 
dw^i)=QQi=Si{cosrii  +isin7jj),dw(2)'=QQ2  =  S2(cosfi2  +«st»ij2) 
erhält  man  aus  Nro.  14) 

■^[cos(rii  —  0i)  +  isin  (1^1  —  0i)]  =  J-  [co$(ri2  ~  O2)  +  isin  (1^3 — ö«)l 
Ti  r2 
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mithin 


ÖS 


oder 


Vi  Si 


Die  unendlich  kleinen  Dreiecke  PPiPj  und  ^^i  Q2  haben  also  das 
gleiche  Seitenverhältniss  PPq  :  PPi  =  QQ2'QQi  ^^^  gleiche  Zwi- 

Fig.  9. 
V 


0 


0 


ü 


Bchenwinkel  PiPP^  =  QiQQi]  sie  sind  demnach  ähnlich.  Da  dies 
?on  je  drei  unendlich  nahe  liegenden  nnd  einander  entsprechenden 
Punkten  beider  Ebenen  gilt,  so  kann  man  sagen :  irgend  eine  in  der 
Ebene  xy  gezeichnete  Figur  ist  auf  der  Ebene  ut;  so  abgebildet,  dass 
die  entsprechenden  kleinsten  Theile  beider  Figuren  ähnlich  sind*). 
Als  Beispiel  hierzu  betrachten  wir  die  Function  w  =  tan  e  oder 

u  '\-  iv  =z  tan  (x  +  iy) , 
worin  nach  Formel  3)  auf  Seite  265  des  ersten  Theils 

.  28in2x  e^v  —  g-^y 

15) 


u 


V 


e«y  +  2co82x  +  e~2y»  g2y  _^  2cos2x  +  e-2y 

ist,  welche  Ausdrücke  den  Bedingungen  2)  genügen.  Lassen  wir 
ninächst  den  Punkt  xy  auf  einer  in  der  Entfernung  h  parallel  zur 
^Achse  liegenden  Geraden  fortrücken,  so  ist  y  conetant  =  h,  da- 
gegen X  als  Yariabele  zu  betrachten ;  die  Gleichung  der  entsprechen- 
den, Yom  Punkte  uv  durchlaufenen  Curve  findet  sich  dann  aus  den 
Gleichungen  6),  wenn  y  =  b  gesetzt  und  x  eliminirt  wird.  Man 
I  trhält  so 


*)  Die  Aufgabe,  derartige  Abbildungen  herzustellen,  löste  zuerst 
Gauss  in  einer  von  der  Eopenhagener  Akademie  gekrönten  Preisschrift 
(liehe  Schumacher's  Astronomische  Abhandlungen;  Heft 3,  S.  5 bis 30). 
Die  hierauf  sich  gründende  Verwandtschaft  derCurven  behandelte  Sie- 
beck in  Crelle's  Journal  (Bd.  55,  S.  221). 

SchlOmiloh,  Analysis.  II.  .  j 
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u^  +  v^^2ßv  +  1=0,  ß  =  ^2&_e-a>? 

die  Curve  ist  demnach  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  B  um  ß  vom 
Coordinatenanfang  entfernt  auf  der  v-Achse  liegt,  und  dessen  Radins 
=  Yßi  —  1  ist  (Fig.  10).    Wenn  femer  der  Punkt  xy  eine  in  der 

Fig.  10. 


P2I 


Entfernung  a  parallel   zur  ^- Achse  liegende  Gerade  durchläuft,  so 

beschreibt   der  Punkt  uv  eine  Curve,   deren  Gleichung  aus~Nro  15) 

für  X  =  a  und  durch  Elimination  von  y  folgt,  nämlich 

u^  +  v^  +  2au  —1=0,         a  =  cot2a. 

Diese  Curve  ist  gleichfalls  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  Ä  um  — «  : 
vom  Coordinatenanfang  entfernt  auf  der  w-Achse  liegt  und  dessen 

Halbmesser  =  y  a^  -\-  1  ist.  Dem  Durchschnitte  P  der  beiden 
Parallelen  in  der  a;  «/-Ebene  entspricht  in  der  uv-Waene  derjenige 
Durchschnitt  Q  beider  Kreise,  dessen  Coordinaten 


2  sin  2  a 


.26  p—ib 


c2*  +  2  cos  2  a  +  e-3ft'     ^20  _|_  2  cos  2  a  +  c-^ft 

sind;  der  unendlich  kleinen  geradlinigen  Strecke  PPj  entspricht 
der  unendlich  kleine  Kreisbogen  Q  Qu  ebenso  der  Strecke  PPj  der 
Bogen  QQi*  Da  die  Dreiecke  FiPP^  und  Q1QQ2  ähnlich  sind,  so 
müssen  sich  die  Kreise  rechtwinklig  schneiden,  was  mittelst  ihrer 
Gleichungen  leicht  verificirt  werden  kann.  Einem  gitterformigen 
Systeme  von  Parallelen  zu  den  Achsen  der  x  und  y  entspricht  über- 
haupt (w  =  tanis  vorausgesetzt)  ein  System  von  Kreisen,  deren 
Mittelpunkte  auf  den  Achsen  der  i*  und  v  liegen,  die  sich  rechtwinklig 
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meiden  und  dabei  unendlich  kleine  Rechtecke  bilden,  welche  den 
chtecken  in  der  a;j^- Ebene  ähnlich  sind. 


IV.    Die  Integrale  synektischer  Functionen. 


Bei  einer  reellen  Variabelen  z  wird  das  zwischen  den  Grenzen 
=  j?o  nnd  z  •=.  Z  genommene  Integral  von  f{e)dz  bekanntlich 
tf  die  Weise  gebildet ,  dass  man  zwischen  Zq  nnd  Z  eine  beliebige 
eihe  von  Werthen  des  z  einschaltet,  etwa 

ie  Prodacte 

/(^o)(^l    —   ^o),  fM(jSf2   —  Zil f(Zn^i)(Z  —    Zn^i) 

Idirt  und  von  der  Summe  den  Grenzwerth  für  unendlich  wachsende 
ind  gleichzeitig  unendlich  abnehmende  Zi  —  Zq,Z2  —  Zi,,,,Z —  Zn-~i 
Ifinicht.  Diese  Definition  behält  auch  dann  noch  eine  klare  Be- 
intang,  wenn  f(z)  innerhalb  des  Integrationsintervalles  mehrmals 
jundlich  oder  discontinuirlich  wird.  In  dem  speciellen  Falle,  wo 
'(»)  Yon  £f  =  Zo  hiB  z  =  Z  endlich  und  stetig  bleibt,  kann  man 
kigens  statt  der  allgemeinen  Gleichung 

z 

»)  f  fip)äz 

^lAm lf(zo) (zi  - zo)  +f(z,) (z,  -zd  +  '-  +  /(^n-l) {Z -  Zn^i)] 

Be  kürzere 

z 

17)  f  f{e)de  =  F  (Z)  —  Fi^z^) 

knatzen,  worin  F{z)  das  unbestimmte  Integral  YOuf(z)dz  bedeu- 
0t  Die  inNro.  16)  angegebene  Definition  des  bestimmten  Integrales 
Rdlen  wir  auch  bei  complexeu  z,  Zq  und  Z  unverändert  beibehalten. 
bt  der  Natur  einer  solchen  Veränderlichen  folgt  dann  sogleich,  dass 
■  einen  wesentlichen  Unterschied  macht,  ob  man  ein  Integral  zwi- 
Aen  reeUen  oder  zwischen  complexen  Grössen  nimmt.     Während 

4* 
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nämlich  ein  reelles  z  nur  auf  einem  Wege  von  jer  =  £0  nacli  £r  =  ^ 
übergeführt  werden  kann,  ist  dies  bei  einem  complexen  B  auf  uneiid« 
lieh  viele  Arten  möglich;  ein  bestimmtes  Integral  mit  complezei; 
Grenzen  rauss  also  vor  der  Hand  als  unendlich  vieldeutig  gelten, 
jedenfalls  bedarf  es  einer  Untersuchung  des  Einflusses,  den  verscUd*] 
dene  Wege  des  z  auf  den  Werth  des  Integrales  haben  können. 

Da  es  sich  hierbei  (wegen  z  =  x  -\-  iy)  um  Integrale  mit 
unabhängigen  Variabelen  handelt,  so  schicken  wir  erst  eine  Bemw^l 
kung  über  gewisse  Dopp.elintegrale  voraus.     Es  bezeichne  nfiml 
0(xjy)  eine  reelle  Function  der  beiden  Variabelen  x^  y,  und  di 
selbe  sei  endlich,  stetig  und  eindeutig   für  alle  x  und  y,  welche, 
rechtwinklige   Coordinaten    betrachtet,  Punkte   innerhalb   einer 
stimmten  geschlossenen  Gurve  charakterisiren;  ferner  möge  das 
pelintegral 

d0(x,y) 


SW9t} 


ff 


dy 


dxdy 


auf  alle,  jenen  Contour  nicht  überschreitenden  x  und  y^  d.  h.,  kuis 
ausgedrückt,  auf  die   geschlossene  Fläche  bezogen  werden*).     Inte^ 

grirt  man  zuerst  in  Beziehung 


Fig.  11. 


auf] 

^,  80  hat  man  als  Integratioiu^, 
grenzen  für  y  die  zur  Abscisse  $ 
gehörenden  Ordinalen  iP©  =Jb» 
LPi  =  Y  (Figur  11),  wobei  wir 
voraussetzen,  dass  eine  Parallele  zur 
^ -Achse  den  gegebenen  Umfang 
nur  zweimal  treffe;  die  Integra- 
tionsgrenzen für  X  sind  die  Eni* 
fernungen  OLq=Xo  und  OLl=X^ 
in  welchen  die  beiden  parallel  zur 
^-Achse  an. den  Gontour  geleg- 
ten Tangenten  die  Abscissenachse 


schneiden.     Nach  diesen  Bemerkungen  ist  das  obige  Doppelintegral 
X         r  X 


Xo 


J         dy  J 

Ji.  Xq 

=    I  0(x,  Y)dx  -\-     I  O(x,yo)dx. 


^0 


*)  Setzt  man   ^  ^^^  ^^  =  z,  und   betrachtet  Z  als  dritte   Coordi- 

nate,  so  kann  man  das  Integral    durch  ein   Volumen  veransohaoliclieB 
(Tbl.  L,  §.  95). 
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rate  Integral  recliter  Hand  bedeutet  die  Summe  aller  Producte 
ler  Form  0(x,y)dXy  wenn  x  von  o^o  bis  X  geht  und  statt  y 
seit  die  Ordinate  des  Zweiges  AoPiÄi  genommen  werden,  d.  h. 
T,  das  erste  Integral  bezieht  sich  auf  den  Fall,  wo  ein  ver- 
licber  Punkt  xy  den  Zweig  AoPiÄi  durchläuft.  Im  zweiten 
ral  geht  x  rückwärts  von  X  bis  o^oi  statt  y  sind  die  Ordinaten 
Iweiges  AiPqÄq  zu  nehmen;  das  Integral  entspricht  also  dem 
,  wo  der  Punkt  xy  den  Weg  AiPqAq  zurücklegt.  Beide  Inte- 
zusammen  geben  mithin  die  Summe  aller  Producte  von  der 
i  0{x^y)dx  für  den  Fall,  dass  der  Punkt  xy  den  ganzen  Con- 
in der  Richtung  Ai^PiAiP^iA^  einmal  durchläuft.  Demnach 
bt  die  Gleichung 

t  sich  links  die  Integrationen  über  alle  Punkte  der  geschlosso- 
'*läche  erstrecken,  wähi*end  sich  die  Integration  rechts  nur  auf 
Jmfang  derselben  Fläche  bezieht. 
Eäne  ganz  analoge  Behandlung  gestattet  das  Integi^al 

für  welches  der  Spielraum  des 
xy  derselbe  wie  vorhin,  und  in- 
nerhalb dessen  '1^(0;,  y)  gleichfalls 
endlich,  stetig  und  eindeutig  sein 
möge.  Integrirt  man  zuerst  in 
Beziehung  auf  x  und  setzt  in 
Fig.  12  MQ,  =  ^^,MQ,  =Ä, 
OM^  =  rjo,  OMi  =  r,  so  er- 
jT    hält    man    statt    des    genannten 

Doppel  integrales 
Y 

^^^dx  =  fdy[W{S.  y)  -  ^(&,  y)] 

Vo 

V  n 

=  J  W(S,  y)dy  +  J'Pik,.  y)dy. 

fnie  Integral  rechter  Hand  entspricht  dem  Wege  Bq  QiBi,  das 
e  dem  Wege  BiQqBq^  ihre  Summe  dem  ganzen  Umlaufe 
BiQoBof  man  hat  daher  analog  Nro.  18) 
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und  zwar  beziehen  sieb  die  Integrationen  links  auf  alle  Punkix 
Fläche,  die  Integration  rechts  auf  die  Punkte  des  Umfanget,  " 
letzterer  in  der  Richtung  J?6  Oi-^iCo-^e  durchlaufen  wird.  J 
Richtung  ist  der  früheren  AqPiÄiFqAq  geiWe  entgegengesetzt; 
man  daher  in  beiden  Integralen  rechter  Hand  die  nämliche  Rieh 
haben,  so  muss  man  dem  einen  das  entgegengesetzte  Yorzeichei 
ben  *);  es  ist  demnach*  präciser 

**^  ff^^dx'^^ dx dy  =  -  fv(x,  y)äy. 

Aus  den  Gleichungen  18)  und  19)  erhält  man  durch  Subtraction 
umgekehrter  Anordnung  in  kürzerer  Schreibweise 

20)  fm.  +  ^äy)  =  //(ij  -  ^^ä.äy, 

von  welcher  Gleichung  wiV  sogleich  Gebrauch  machen  werden. 
Wie  früher  setzen  wir 

w  =  f{e)    oder    u  -{-  iv  =  f(x  +  iy), 

und  beschäftigen  uns  mit  der  Aufgabe,  den  Werth  des  Integrale! 

f(z)  dz 

für  den  Fall  zu  bestimmen,  dass  e  oder  der  Punkt  xy  eine  gesel 


J' 


Fig.  13. 


*)  Für  einen  kreisförmigen  Umfang 
man  z.  B.,  wenn  a  und  h  die  Mittelpoi 
coordinaten,  r  den  Radius,  Q  den  yerai 
liehen  Centriwinkel  bedeutet, 


/ 


^»(äj,  y)äx  = 


rcosO,  b-\-r  sin  6)  r  sin  d  di 


I  V'{x,  y)dy  =   j  V'(a  —  r  cosd,  b  +  r  sind)  r  cosd  dd 

271 


271 


=  —    /  V'(a  —  rcose,  h-\'r8ind)rco8ede. 

0 

Die  Integrationsgrenzen  0  und  2n  bleiben  aber  dieselben,  wenn  r  i 
bei,  d.  h.  eine  Function  von  6  wird. 
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seno  Corre  durehlanfl,  innerhalb  deren  f{e)  endlich,  stetig  und  ein- 
deatig^  bleibt.    Vermöge  der  Werthe  von  f{e)  and  B  ist  nun  zunächst 

=    I  (udx  —  vdy)  +  i  I  (vdx  +  udp), 

worin  sieb  die  Integrale  rechter  Hand  auf  den  gegebenen  Gontour 
bezieben.  Da  nach  den  gemachten  Voraussetzungen  u  und  v  reelle, 
endliebe,  stetige  und  eindeutige  Functionen  sind,  so  lässt  sich  jedes 
der  einfachen  Integrale  mittelst  der  Formel  20)  in  ein  Doppelinte- 
gral umwandeln,  mithin  ist  auch 

Gleicbzeitig  hat  man,  weil  u  -{-  iv  eine  Function  von  x  -f  *y  be- 
deutet» 


8u    ,   ^ dv^ 

dy  '^  dx~    '      dy 


du 


die  vorigen  Doppelintegrale  verschwinden  also,  und  es  bleibt 

Jf{z)dz=0, 

d.  b.  wenn   der  Integrationsweg  der  complexen   Yariabelen  e    aus 

einer    geschlossenen   Curve   besteht,    innerhalb    deren  f{z)  endlich, 

„,  stetig  und   eindeutig   bleibt,    so 

hat  das  Integral  von  f{si)  de  im- 
mer den  Werth  Null. 

Mittelst  dieses  Satzes  lässt 
sich  unsere  eigentliche  Aufgabe 
sofort  lösen.  Bezeichnen  wir  nftm- 
lich  das  Integral  von/(^)  dz  kurz 
mit  J(s),  sobald  die  Curve  B  den 
Integrationsweg  von  z  darstellt, 
so  haben  wir  nach  dem  Vorigen 
J(^o-Pi^i-Po^o)  =  0  oder 
I{AoPUi)  +  I(APo^o)  =  0. 
Im  zweiten  Integrale    lässt  sich 

die  Bewegongsrichtung  umkehren,  wenn  gleichzeitig  das  Vorzeichen 

umgekehrt  wird;  es  ist  also 

I{A,P,Ai)  -  I{Ä^PUi)  =  0 
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und  hieraus  folgt 

I(AoPiÄO  =  I^ÄoPoÄ,). 
D.  h.:  durchläuft  die  Yariabele  jsi  in  gleichem  Sinne  zwei  yerschiedene 
Wege  von  Zo  bis  Z,  so  erhält  das  zwischen  diesen  Grenzen  genom« 
mene  Integral  von  f(ß)äz  in  beiden  Fällen  denselben  Werth,  vor- 
ausgesetzt, dasB  f[z)  sowohl  im  Inneren  als  auf  dem  Umfange  des 
von  beiden  Integrations wegen  eingeschlossenen  Eaumes  stetig,  end- 
lich und  eindeutig  bleibt.  Noch  kürzer  lässt  sich  dies  ausdrücken, 
wenn  man  eine  Function  synektisch  nennt,  sobald  sie  die  eben- 
genannten Eigenschaften  besitzt;  der  Satz  lautet  dann:  das  Integral 
von  f{z)  de  ist  so  lange  unabhängig  von  den  verschiedenen  Integra- 
tionswegen, als  f{z)  zwischen  jenen  Wegen  synektisch  bleibt  *). 

Wir  geben  im  Folgenden  einige  Anwendungen  dieses  Theoremes, 
namentlich  um  zu  zeigen,  wie  dasselbe  zur  Ermittelung  der  Werthe 
von  bestimmten  Integralen  dienen  kann. 

a.    In  Fig.  15  nei  AOBG  ein  Rechteck  aus  den  Seiten  OA^=a 
Fig.  16.  "^^  0J5  =  b;  als  Integrationsweg  möge 

einmal  die  gebrochene  Linie  OAG^  das 
andere  Mal  die  gebrochene  Linie  OBG 
benutzt  werden.  Im  ersten  Falle .  geht  z 
erst  von  0  bis  a,  dann  von  a  bis  a  +  tb; 
im  zweiten  Falle  geht  0  erst  von  Obis  ih$ 
dann  von  ih  bis  tt  +  a,  mithin  ist,  wenn  f(z) 
innerhalb  des  Rechtecks  synektisch  bleibt, 

a  a-\-ib  ib  ib-^a 

ffiis)dz  +  Jmdz^  j'mdz  +  Jfiz)de. 

u  a  0  ib 

Im  ersten  Integralid  schreiben  wir  x  statt  z\  im  zweiten  Integrale  hat 
z  die  Form  a  •\-  iy  ^  wo  ^  von  0  bis  h  geht;  im  dritten  Integrale 
kann  z  =  iy  gesetzt  werden,  wenn  y  von  0  bis  2)  wächst;  im  letzten 
Integrale  ist  z  von  der  Form  ih  -{-  x^  iro  x  von  0  bis  a  geht.  Diese 
Substitutionen  geben  zusammen 


b  b 


Jf{x)  dx  +  ijfia  +  iy)  dy  =  ijf{iy)  dy  +  J f{ih  +  x)  dx 

0  0  0  0 

'*')  Dieser  Fundamentalsatz  ist  zuerst  von  Cauchy  bewiesen  worden 
in  dem  Memoire  sur  les  integrales  definies  prises  entre  des  limites  ima- 
ginaires.  Paris  1825.  Die  Benennung  „synektisch^*  hat  Cauchy  später 
eingeführt  in  der  Abhandlung:  Sur  les  rapports  differentiels  des  quan- 
tites  geometriques  etc.  (Comptes  rendus,  1855,  p.  447).  Unter  den  verschie- 
denen Beweisen  des  Theoremes  zeichnet  sich  der  obige,  aosRiemann's 
Inauguraldissertation  entnommene,  durch  Eleganz  und  Strenge  aus. 
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'  bei  anderer  Anordnong 


J'fix+iV) dx  —  ffix)  dx  =  i ^f/ia  +  iy)  dy  -  Jfiiy) d,}> . 

0  0  0  0 

Hiernach  ist  z.  B.  fur/(jer)  =  e~*',  wenn  sowohl  die  reellen  als 
imaginftren  Theile  beiderseits  verglichen  werden 

a  ah 

0  0  0 

a  b  b 

«*■   f  er-'*sin2bxdx=   j  e^^dy  —  c-«'  j  e^*co8  2aydy. 

0  0  0 

I  unendlich  wachsenden  a  nähern  sich  die  Producte 

6  b 

^— a«  I  eß^sin2aydy  und  e-^*  j  &f*cos2aydy 

0  0 

r  gemeinschaftlichen  Grenze  Null,  weil  jedes  der  beiden  integrale 

wo  endlichen,  zwischen 

b  b 

+    fev^dy  und  —    j&^dy 

0  0 

Agenden  Werth  besitzt;  man  erhält  demnach 

/OD 
€r'*cos21)xdx  =  e-*'  j  er'^dx  =  |V^e-*", 

0  0 

OB  ^■- 

I)        I  e-'^8in2lxdx  =  e-**  f  e^dy. 

b.  In  demselben  Rechtecke  wie  vorhin  nehmen  wir  erst  die  Dia- 
Müde  0  Cy  nachher  die  gebrochene  Linie  OA  G  als  Integrationsweg. 
B  den  geradlinigen  Gang  des  Punktes  xf  =  x  -\'  iy  auszudrücken, 
Mi  in  dem  Integrale 

a-\'ib  o  +  fft 

ffie)  de  =   ff{x  +  iy)\dx  +  i  dy) 

0  0 

=  —  X  gesetzt  und  x  von  0  bis  a  ausgedehnt  werden ;  das  Inte- 
a 

ad  verwandelt  sich  damit  in 


0+*t)/^(^+'t^)'^- 
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Die  Integration  längs  der  gebrochenen  Linie  OA  (7  wird  ebenso  wie  bei 
der  vorigen  Anwendung  ausgedrückt,  und  daher  gilt  die  Gleichung 

a  ab 

^^~^f'^(rT^^y''  =  ff{x)dx  +  ij  f{a  +  %y)dy. 

0  0  0 

Substituirt  man  noch  a  =  uy^h  =  ßy^  linker  Hand  x  =  a^  nnlj 
rechts  y  =  yiy,  so  erh&lt  man 

/«y  ß 

0  0  0 

Hiemach  ist  z.  B.  für /(fr)  =  c~**,  wenn  die  reellen  und  ima-j 
ginären  Bestandtheile  beider  Seiten  verglichen  werden, 

0  0 

«y  ß 

0  0  • 

/J  y  e-<«'-^5«cos(2a/S|2)^|  _  a  Je-^^'-ß^^8tn(2aß^^)di 

0  0 

_  ye-««y«   /  ey*ri*cos(2ayi]^)di^. 

0 

Jedes  der  auf  17  bezüglichen  Integrale  hat  einen  zwischen 

I  ^ß'(+l)dri  =  +  ßeß^r 
0 

und    /  ey*/»*(-~  l)dri  =  ^  ßeß'y^ 
0 

liegenden  Werth,  und  daher  sind  die  letzten  Ausdrücke  beider  Glei- 
chungen unter  der  gemeinschaftlichen  Form 

enthalten,  wo  b  zwischen  —  1   und  -{~  I  Hegt.     Vorausgesetzt,  di 
«^  >  /3^  ist,  convergirt  dieses  Product  gegen  die  Null,  wenn  y 
endlich  wächst,  und  es  bleibt  dann 

a  y  e-<«*-/»*>^'cos(2a/J  S^)  di^-ßje-<^ß^^^sin{2aßi;^)di=\y%^ 
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V  0 

woraoB  folgt 


«'  >  ß*. 


«*  +  ^»    J 

Für  a*  —  /^^  =  Ä»  2a/S  =  5,  wo  a  nothwendig  eine  positive  Cou- 
stante  sein  moss,  erhält  man  noch 


25)  re-^^casmd^  =  YA/'YZ±^±±^ 

J  y  ^^    ^  2    y        a^  +  h^       ' 

0  ' 


+ 


wofOr  kürzer 


/ 


2Va  +  *5 


geschrieben  werden  kann,  falls  Va^^ih  eindeutig  genommen  wird*). 


V.  Die  Integrale  asynektisoher  Functionen. 

Das  Fundamentaltheorem  des  vorigen  Abschnittes  gilt  zwar  nicht 
mehr,  wenn  der  Integrationsweg  des  0  durch  einen  Punkt  geht  oder 
einen  Punkt  einschliesst,  in  welchem  /(<er)  mehrdeutig,  unendlich  oder 
discontinuirlich  wird,  es  kann  aber  dazu  dienen,  um  gewisse,  im 
Folgenden  näher  bezeichnete  Punkte  dieser  Art  zu  umgehen.  Die 
Eindeutigkeit  einer  Function  /  (js)  wird  nämlich  dadurch  nicht  ge- 
stört, da8s/(jer)  sich  an  irgend  einer  Stelle  sprungweis  ändert  oder 
unendlich  wird,  wie  z.  B.  der  Bruch  1  :  (c  —  xr),  bei  welchem  für 


♦)  Die  Formeln  21),  24)  und  eine  Reihe  ähnlicher  Bind  zuerst 
von  Cauohy  entwickelt  worden.  Siehe  dessen  Memoire  sur  les  inte- 
grales definies  (Memoires  presentes  ä  l'academie  des  soiences.  Tome  I, 
1827),  sowie  die  Abhandlung  Recherche  d'une  formale  generale  qui  four- 
nit  la  valeor  de  la  plupart  des  integrales  definies  connues  et  celle  d'un 
grand  nombre  d'autres  (Annales  de  Gergonne,  T.  XVI  et  XVII), 
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e  =  C  beide  Fälle  zugleich  eintreten.  Wir  wollen  daher  künftig  vor- 
aussetzen, dass  f{e)  innerhalb  bekannter  Grenzen  eindeutig  bleibe, 
aber  innerhalb  derselben  Grenzen  beliebig  vielmal  discontinuirlich 
oder  unendlich,  oder  beides  zugleich  werden  könne;  die  Punkte,  in 
denen  solche  Fälle  eintreten,  mögen  Ausnahmepunkte  heissen. 

Wie  die  Integrale  solcher  asynektischer  Functionen  zu  behan- 
deln sind,  wird  die  folgende  Untersuchung  zeigen;  sie  theiH  sich  in 
zwei  verschiedene  Discussionen ,  je  nachdem  die  vorkommenden 
Ausnahmepunkte  auf  dem  Integrationswege ,  oder  innerhalb  eines 
geschlossenen  Integrationsweges  liegen. 

A.     In  Fig.  16  Q&i  ABCä  ein  in  sich  zurücklaufender  Inte- 


Tig.  16. 


oder 


grationsweg,  auf  welchem  ein  ein- 
ziger Ausnahmepuukt  T  liegen 
möge;  mittelst  einer  beliebigen,  in- 
nerhalb des  Contours  A  B  CA  gezo- 
genen Linie  TJVW  lässt  sich  nun 
leicht  ein  neuer  Integrationsweg 
ABCWVTJ herstellen,  bei  welchem 
der  Punkt  T  so  umgangen  wird, 
dass  derselbe  ausgeschlossen  bleibt. 

Für  diesen   neuen  Integrationsweg 

gilt  das  Fundamentaltheorem  des 
Abschnittes  IV,  es  ist  also 

I(UABGW)  +  I{WVU)  =  0 

liUABCW)  =  I(UVW). 


Man  kann  nun  den  Integrationsweg  ÜVW  dem  Ausnahmepunkte  T 


Fig.  17. 


beliebig  nahe  kommen  lassen,  und 
dann  nähert  sich  der  Integrations- 
weg UABCW  mehr  und  mehr 
dem  gegebenen  Integrationswege 
TAB  CT]  das  gesuchte  Integraler- 
scheint jetzt  als  der  Grenz werth,  ge- 
gen welchen  das  Integral  1(UVW) 
convergirt,  sobald  der  Weg  ÜVW^ 
wofür  man  einen  aus  dem  Mittel- 
punkte T  beschriebenen  Kreisbogen 
wählen  kann,  unendlich  abnimmt. 

Als  Beispiel    diene    das  Integral 
(Fig.  17) 

—  dz, 


/■ 


Die  Ftmctionen  complexer  Vaxiabelen. 


61 


und  xwBT  bestehe  der  Integrationsweg  ans  einem  mit  dem  Radios 
OJB  =  h  ans  dem  Coordioatenanfange  beschriebenen,  nur  positive 
X  enthaltenden  Halbkreise  ABC  nebst  dem  zugehörigen  Dorch- 

mesBcr  CA.     Da  die  Function  für  jet  >  0  und  beliebige  posi- 

tive  X  synektisch  bleibt,  dagegen  für  jbt  =  0  unendlich  und  zu- 
gleich discontinuirlich  wird,  so  ist  der  Coordinatenanfang  der  einzig 
Yorhandene,  auf  dem  Integrationswege  'liegende  Ausnahmepunkt. 
Zur  Umgehung  desselben  wählen  wir  einen  mit  dem  Radius  OU=r 
beschriebenen  Halbkreis  und  erhalten 

I(ABC)  +  I(CW)  +  I(WVÜ)  +  I(UÄ)  =  0 
oder 

I(ABC)  +  I(GW)  +  I(UÄ)  =  I(UVW). 
hn  ersten   Integrale  substituiren  wir  z  ==  &e*^,  im  zweiten  und 
dritten  M  =  ty,  im  vierten  r  =  re*^;  dies  giebt 


-1« 


—  r 


-\« 


vnd  bei  yerschwindenden  r 


-I* 


+  6 


womit  der  Werth  des  Integrales,  bezogen  auf  den  gegebenen  Inte- 
grationsweg, bestimmt  ist.  Durch  Yergleichung  der  imaginären  Be- 
rtandtheile  findet  man  noch 

siny 


-\n 


f  e-'^^^co8(hsind)ds  —  f  — 
oder,  wie  leicht  zu  sehen  ist 


—6 


y 


dy  =  —  X, 


\n 


2    C  fü?!?.  dy  =  n--2j   e-^<^»^eos{}>sin6)de. 

o  o 

Lässt  man  h  unendlich  wachsen  und  berücksichtigt  die  für  positive 
n  geltende  Relation 
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e-"  =  —  < 


1  +1«*« 


80  gelangt  man  zu  der  Formel 
27) 


/       y         ^         2 


Fig.  18. 


Die  an  dem  vorstehenden  Beispiele  gezeigte   Operation  lässt 

sich  folgendermaassen  auf  das  all- 
gemeine Integral  /  ßß)  de  anwen- 
den. In  Fig.  18  bedeute  T  den 
einzigen  ,  auf  dem  Integrationi- 
wege  AB  CA  liegenden  Ausnahme- 
punkt,  dessen  rechtwinklige  Coor- 
dinaten  |  und  ri  heissen  mögen;  in 
T  sei  eine  Tangente  ST  an  den 
Integrationsweg  gelegt  und^  TSX 
=  r,  endlich  sei  mit  dem  Kadios 
TF=r  um  T  ein  Halbkreis  be- 
schrieben ,  welcher  die  Tangente 
S  T  in  :F  und  2>  schneidet.  Zieht 
man  noch  die  Linien  AF  und  DO, 
so  erhält  man  einen  neuen  Contour  ABGDEFA ,  welcher  den 
Punkt  T  ausschliesst  und  mittelst  hinreichend  kleiner  r  immer  so 
construirt  werden  kann,  dass  er  keinen  etwa  sonst  noch  vorhandenen 
Ausnahmepunkt  enthält.     Wie  früher  ist  nun 

I(FAB  CD)  =  I(FED) 

oder,  wenn  für  irgend -einen  Punkt  des  Halbkreises 

Ä  =  I  +  rcos%'y     y  z=  ri  ■{■  rsin%^^ 
mithin 

e=:x  +  iy  =  ^  +  i^  4-  re'^  =  £  +  re*^ 
gesetzt  wird, 

I(FABCJD)=  iffit  +  re^^)re''^  dd-. 

T+n 
Bei  unendlich  abnehmenden  r  wird  sich  nun  in  manchen  Fällen  dos 
Product 

einer  bestimmten  Grenze  nähern,  welche  A  heissen  möge ;  die  vorige 
Gleichung  geht  dann  in  die  folgende  über 
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I{TABCT)  =  %  I  Id^ 
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T+TT 


imd  wenn  überdiess  X  unabhängig  von  ^  ist,  so  wird 

Um  dieses  Resultat  in  einer  Formel  darstellen  zu  können ,  wollen 
wir  mit 


(1) 


mde 


rmn  Integral  bezeichnen,  auf  dessen  geschlossenem  Integraüonswege 
[cni  einziger  Ausnahmepunkt  vorkommt;  wir  haben  dann  die  Formel 

I f(js)ds  =  -  inX,    k  =  Um\8f{t  +  Ä)], 

I worin  znr  Abkürzung  re*^  =  d  gesetzt  worden  ist. 

Dieses  Besultat  lässt  sich  leicht  auf  den  Fall  ausdehnen,  wo 
|adirere  Ausnahmepunkte  Ti,  T2,...Tn  auf  dem  Integrationswege 
[fii^eii.     Bezeichnet  man  das  betreffende  Integral  mit 

ff{z)dB 

[ud  wiederholt  die  vorige  Betrachtung    für  jeden    einzelnen  Aus- 
'Bahmeponkt,  so  erhält  man 


/ 


f{z)dz  =  —  tÄ(Ai  +  A2  H 1-  A„), 

worin  die  einzelnen  Grenzwerthe  durch  die  Formel 

Xu  =  üm[ö/(g*  +  «)] 
bsstimmt  werden. 

B.     Ist  zweitens  T  in  Fig.  19  ein  Ausnahmepunkt,  AB  CD  ein 


Fig.  19. 


um  denselben  herumgehender  Inte- 
grationsweg von  der  Beschaffen- 
heit, dass  weder  im  Inneren  noch 
auf  der  Peripherie  von  AB  CD  ein 
zweiter  Ausnahmepunkt  und  eben 
so  wenig  ein  Verzweigungspunkt 
liegt,  ist  ferner  Ä B'  C D*  ein  an- 
derer lutegi'ationsweg  von  derselben 
Eigenschaft,  so  kann  man  mittelst 
der  beiden  Verbindungslinien  AA' 
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und     CG'    zwei     neue    geschlossene    Curven     ABCC'B'A! 
ABGO'D'A*  herstellen,  von  denen  keine  den  Ausnahmepmikiij 
enthält.     Es  gilt  daher,  wenn  diese  beiden  Gunren  als  Integraiu 
wege  genommen  werden,  die  Gleichung 

I{ABGG'B'Ä')  =  I{ADCG'D'A'), 

aus  welcher  durch  Zerlegung  folgt 

liABG)  4-  I(CC/)  +  1{G'B'A!)  +  I{A' A) 
=  I(ADG)  +  I(GG')  +  I(G'B'A')  +  J(i4'^); 

nach  Hebung  der  beiderseits  vorkommenden  Integrale  I(CC') 
I(A!  A)  hat  man  auch 

I{ABC)  —  lUJ^C)  =  —  I{G[B'A)  +  I(G'D'A') 

oder,  wenn   im  zweiten  Integrale  links  und  im  ersten  rechts 
Kichtung  des  Weges  entgegengesetzt  genommen  wird, 

.I(ABG)  4-  I(GBA)  =  I(A'B'C')  +  I(C'D'A') 
d.  i. 

I(ABCDA)  =  I{A'B'G'B'A'). 


Fig.  20. 


Die  Integration  längs  AB  CDA  liefert  also  den  nämlichen  Wi 

wie  die  Integration  längs  A'B'  C'D\ 
falls  f{z)  auf  und  zwischen  beic 
Wegen  synektisch  bleibt. 

Mittelst   dieses  Satzes     kann 
einen  gegebenen   Integrationsweg 
einen  kleineren,  z.  B.  auf  einen  nn< 
lieh  kleinen ,  aus  dem  Mittelpunkte 
beschriebenen  Kreis  zurückfahren. 
Als  Beispiel  diene  das  Integral 

J  a  —  z 
worin  a  eine   reelle  positive  Constani 
bezeichnen  möge.  Der  Ausnahmepnnl 
T  liegt  hier   auf  der  o?- Achse    in  d< 
Entfernung  OT  =  a  (Fig.  20); 
alle  übrigen  positiven  x  und  beliebi( 
y  bleibt  die  unter  dem  Integralzeich< 
stehende  Function  synektisch ;  das  In«^ 
tegral    erhält   also    denselben     Wertb,, 
wenn  man  erst  einen  aus  dem  Mittelpunkte  0  mit  einem  beliebigen 
Radius  h^a  construirten  geschlossenen  Halbkreis  als  Integrationa-  \ 
weg  nimmt ,    und  nachher  s  einen  vollen ,  aus  dem  Mittelpunkte  T  ' 
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beschriebenen  Kreis  darchlaafen  lässt,  dessen  Halbmesser  r<Ch — a 
Min  mnss.     Dies  giebt  zunächst 

I(ÄB)  +  I(BCÄ)  =  I{A'B'eA'); 

.    im  ersten  Integrale  setzen  wir  js  =  iy,  im  zweiten  e  ==  he^f^^  im 
dritten  e  z=  a  —  rc~^^  und  erhalten 


•/ -dy+    / ^—^^-—^hi^8ine  +  icosO)dO 

J  a — %y  J  a  —  h  (cos  0  +  181110) 


I» 


27r 


=  •  A^"- 


rco*^  +  fr«m^)^^ 


Diridirt  man  mit  i  und  vergleicht  dann  beiderseits  die  reellen  Theile, 
fo  findet  man 


b 

/acosy  +  ysiny  ^ 
a9    A.    y2 


_  fbe-^^e[(a^hcose)cos(e — bsin  ö) — 1>  sind  sin  {6—1  sin  0)] 


«2  — 2tt6cosÖ+b2 
+  C-«  /  e''*^*^cos{rsin^)d%' 


dO 


\wti  hieraus  wird  für  h  =  co  und  r  =  0 


«) 


j 


*  acosy  ■\-y8iny 
a2  +  y2    . 


dy  =  2  7te~'\ 


Bezieht  man  in  dem  analogen  Integrale 


/ 


a  +  ier 


(2ier 


Integration  auf  denselben  Halbkreis  wie  vorhin,  so  ergiebt  sich, 
hier  kein  Ausnahmepunkt  vorkommt,  dass  der  Integralwerth 
shwindet;  es  ist  daher  auch  für  &  =  00  der  reelle  Theil 


m 


•       f  acosy— -ysiny 

—00  "^ 


Sehlömiloh,  Analyiis.    IL 


•X 
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Aas  den  Gleichungen  28)  und  29)  folgt  uoch 

Ja^J^y'^^^         2«^      '7a^  +  y^^        2^ 

0  ^  0  '      ^ 

worin  a  eine  positive,  die  Null  übersteigende  Constante  sein  mosi. 
Die  zweite  Formel  giebt  übrigens,  wie  man  aus  Nr.  27)  ersieht,  auch 
für  a  =  0  ein  richtiges  Resultat. 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  die  an  dem  vorigen  Beispiele  ge-' 

zeigte  Operation   zu  verallgemeinem.      Ist  nämlich   T  der  einzige] 

Fig.  21.  Ausnahmepunkt    innerhalb    der    beiden  ge-! 

schlossenen   Integrationswege   A  B  CD  und 
A'B'C'D'  (Fig.  21),  mithin 

I(ÄBCD)  =  lU'B'G'jy), 
so  nehme  man  für  letzteren  einen  aus  T 
dem  Radius  r  beschriebenen  Kreis  von 
reichender  Kleinheit,    und   transformire 
zweite   Integral    in   Polarcoordinaten. 
rechtwinkligen  Coordinaten  von  T  mögen 
und  ri  heissen;  für  alle  Punkte  'des  Kreisel] 
^'J5' CD' ist  dann 

a?  =  I  +  rcosd",    y  =  ij  -|-.  rsm^   ~\ 
oder,  wenn  a?  +  *J/  =  ^»  ^  +  *^  =  S  gesetzt  wird, 

-er  =  5  +  re*^, 
mithin 

I(ÄBCB)  —  i  ffil  +  re<^)re^^d^, 

worin  O'o   den  Anfangs werth  von  %"  bezeichnet.     Bei  unendlich  sb»j 
nehmenden  r  wird  hieraus,  wenn  man  die  in  A  eingeführte 
Zeichnung  beibehält 

I(ABCD)  =  i  fud^  =  i.27cX. 

Um  dieses  Resultat  durch  eine  Formel  darstellen  zu  können,  wollen 
wir  ein  Integral,    welches  sich  auf  einen  geschlossenen,   nur  einen j 
Ausnahmepunkt  enthaltenden  Integrationsweg  bezieht,  mit 

f/(z)dz 

(Ol) 

bezeichnen;  wir  haben  dann  die  Gleichung 

/(;?)  djs  =  2  inX,        X  =Lim  [«/(g  +  Ä)]. 
(Ol) 


ß 


I 


J 


^ 
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Dieses  Ergebniss  lässt  sich  mit  Leichtigkeit  auf  den  Fall  aus- 
Fig.  22.  dehnen,   wo    innerhalb    des   ge- 

schlossenen- Integrationsweges 

B  zwei  Ausnahmepnnkte  Tx  und  T-i 

y^^ ^   ^\  vorkommen,    welche    durch    die 

Goordinatencomplexe^i  =  |i  +ti?i 
und    5«  =  I2   ~f"  *^2   bestimmt 
sein  mögen.     Eine  Querlinie  A  C 
theilt      nämlich      den      Umfang 
AB  CDA  (Fig.  22)  in  zwei  ge- 
.X      schlossene  Curven,  und  es  ist  da- 
bei  inuner    möglich,  ^C  so   zu 
9g^  dass  der  eine  Theil  AB  CA  nur  den  einen  Ausnahmepunkt  T^ 
}»  aadeire  GDAC  nur  den  Punkt  T2  enthält.     Für  die  einzelnen 
rbeOe  ist  nnn  nach  Nro.  32) 

I{ABCA)  =  2i7cXi,      I{CBAC)  =  2inh\ 
idiererseits  hat  man  durch  Zerlegung 
J(ABCDA)  =  I(ABCA)  +  I(ACDA) 

=  J(ABC)  +  I{CA)  +  7(^0)  +  I{CDA)) 
faiweite  und  dritte  Integral  rechter  Hand  heben  sich,  und  für  die 
ttrigia  kann  man  ihre  vorhin  bestimmten  Werthe  setzen,   wodurcli 
esMaht 


/• 


f{e)de  =r  2in(Xi  -f-  ^2)« 

Inf  gleiche  Weise  erhält  man  die  allgemeine  Formel  *) 

f{e)dB  =  2t;r(A,  -|- A2  +  •  •  •  •  +  A„) 

fo.) 

A,  =  Xtw[Ä/(e,+d)]. 
Als  Beispiel  hierzu  betrachten  wir  das  Integral 


/ 


dz^ 


1   +  ir2g 

rin  p  und  q  ganze  positive  Zahlen  bedeuten  mögen  und  e  einen 
er  der  a; -Achse  liegenden  geschlossenen  Halbkreis  durchlaufen  soll, 
Ken  Mittelpunkt  der  Coordinatenanfang  und  dessen  Radius  7^  >>  1 
Die  eindeutige  Function 

•)  Diesen  Satz  hat  Cauchy  gefunden  und  unter  etwas  anderer  Form 
iem  schon  erwähnten  Memoire  sur  les  integrales  definies  dargestellt. 


68  Die  Functionen  complexer  Variabelen. 

wird  80  oft  unendlich  und  zugleich  discontinuirlich ,  als  der  Nenner 
durch  Null  hindurchgeht;  im  Ganzen  existiren  demnach  2q  Aus* 
nahmepunkte,  deren  g  die  Werthe  von  y —  1  sind,  nämlich  (Theil  L, 
Seite  257) 

^'  =  '""  21  +  ^^'^Y^'    ^'  =  '^'2?  ■•■  *"***  2? 

*  2g 


%sin 


22 
3« 


23"  •• 
>     (2g-l)«        .  .   (2g-i)«      1 

Von   diesen   2  g  Ausnahmepunkten    liegen    die  g  ersten    über,    ^\ 

q  übrigen  unter  der^ 
AbscissenachBe;     die 
letzteren  fallen  ausser- 
halb  des  vorhin  aoge»! 
gebenen  Integrations* 
Weges   und  kommen 
daher    nicht    in  Be* 
tracht  (Fig.  23  zeigt 
die  oberen  Ausnahmen 
punkte  für  den  Fall 
q  =  4).     Das  Inte- 
gral besteht  nun  am.] 
den    beiden    Theileni 

l(ÄOB)  und  I(BCA)\  im  ersten  schreiben  wir  x  für  js^  im  zweite 

Bubstituiren  wir  ja  =  Re*^  und  erhalten 


/t 


x^p 


n 


dx  +  * 


/JJ2p  +  lgi(2p  +  l)ö 
1  +Ä2ge«2.d^^ 


+  05^^'"^     '        J     1    + 
— Ä  0 

=  2i7t(ki+L,  +  A3  +.  ..  +  ^,). 
Nennen  wir  5   irgend  eine  der  Wurzeln  fi,  52»  •  •  •  5g»  so  gehört 
dazu  der  Grenzwerih 


oder  wegen  £*  =  —  1   und   nach  Hebung  von  S  im  Zähler  und 
Nenner 

(2a),5«->  ~        2^' 


A  = 
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gieEl,  wenn  zur  Abkürzung  ^ =  ß  gesetzt  wird, 

^1  +  ^  +  ^3  +  •  '  •  +  ^g 
= ^Uß  +  ^*ß  +  e^*ß  +  •  •  •  +  e^^^-^>^ß 

^    1  —  e^^^ß 

~  ~   2ci   '  1  —  e^^ß  * 

\s,ie^^*ßz=:zco82q^ß -\-is%n2ciß=cos{2p+  \)n  -\-isin{2p-\-  \)n, 
—  1,  folglich 

^1  H"  ^8  4"  ^3  +  •  •  •  +  ^9 

1  cos/J  +  isinß  1  cosß  •\-  isinß 

q       1  —  cos2ß  —  isin2ß  g       2  sinß.(smß  —  t  cos/J) 

1«  • 

t  t 


2sinß 


^       .    (2p +  1)71 


23 


hat  demnach  die  Integralformel 


— Ä  0  ' 


TT 


(2i>  +  l);r 


2a 

man  i2  ins  Unendliche  wachsen  und  setzt  2p  •\-  1  <i2ci  Tor- 
oonvergirt  das  zweite  Integral  linker  Hand  gegen  die  Null, 
bleibt 


7 

—  00 


a^p 


1  +  a;2« 


dx=^ 


% 


{2p  +  \)n 


q^^m 


Jtti^^^''  = 


H 


« 


.      .   (2j)  +  l)«' 
2äs»n  — 


2p  +  l<  2a. 


22 


der  Sabstitutionen 


jvviei  t^9  im  absoluten  Sinne  zu  nehmen  ist,  erhält  man  noch  die 
fTtmel 
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wird  80  oft  unendlich  und  zugleich  discontinuirlich ,  als  der  Nenner 
durch  Null  hindurchgeht;  im  Ganzen  existiren  demnach  2q  Aus- 
nahmepunkte,  deren  e  die  Werthe  von  y-— 1  sind,  nämlich  (Theil  I., 
Seite  257) 

2g     '  2g  2a  2g 

.  (2g— 1)ä    ,    .   .  (2g  —  l)n 


% 


% 


Fig.  23. 

T 


2q,  '    -'-"         2g 

.                (2g--l)3r        .  .   (2g  — 1)ä 
e,^  =  C08^   %^         -  fstn^- 2^. 

Von   diesen   2  g  Ausnahmepunkten    liegen    die  g  ersten    über,    di^ 

g  übrigen  unter  der 
Abscissenachse;  die 
letzteren  fallen  au8se^ 
halb  des  vorhin  ange* 
gebenen  Integrations- 
weges und  kommen 
daher  nicht  in  Be- 
tracht (Fig.  23  zeigt 
die  oberen  Ausnahme 

punkte  für  den  Fall 
g  =  4).  Das  Inte- 
gral besteht  nun  au 
den    beiden    Theilen 

l(ÄOB)  und  I(BOA);  im  ersten  schi*eiben  wir  x  für  ä,  im  zweiten 

Bubstituiren  wir  z  =  JRe^^  und  erhalten 


A         \  /         X 


\ 


R 


x^p 


n 


dx  +  i 


e^(2j)  +  i)d 


iie 


— Ä  0 

Nennen  wir  %   irgend  eine  der  Wurzeln  ?i,  Sa»  •  •  •  Sg»  so  gehört 
dazu  der  Grenzwerih 


i+(S  +  d)-^^  i4-S^+(2g)ig^-^ö4-(2g)a&'-^Ä«+- 

oder  wegen  S*  =  —  1   und  nach  Hebung  von  8  im  Zähler  und 
Nenner 

(2g)xt«-i^  2F' 


A  = 
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/, 


(^  -  5)* 


==  2  inptP-K 


,IKe  Grösse  von  r  bleibt  hier  ganz  willkürlich;  das  Resultat  gilt  da- 
Inr  auch  für  verschwindende  r. 

W^en  einer  späteren  sehr  wichtigen  Anwendung  betrachten  wir 
noch  die  Integrale 

r^^'K.  rjM-A.   rjM-ri. 

H  der  Integrationsweg  eine  geschlossene  Curve  sein  möge ,  auf 
wad  innerhalb  welcher  F(z)  synektisch   bleibt     Das  erste  Integral 
^iidet  keine  Schwierigkeit,  weil  sich  hier 

icr  endlichen  bestimmten  Grenze  JP(S)  nähert;  es  ist  daher 


\n) 


f-f^äe  =  2ixF(t)- 


Im  zweiten  Integrale  tritt  der  vorhin  erwähnte  Ausnahmefall 
^Ai;  man  kann  ihn  aber  leicht  dadurch  vermeiden,  dass  man  erst  das 
fategral 

■FW 


A 


dz 


iwinushtet  und  nachher  ^i  in  £  übergehen  lässt.  Als  Werth  des  vor- 
jUienden  Integrales  findet  man  nach  der  bisherigen  Methode  oder 
fadi  Zerlegung  in  Partialbrüche 

F(ti)  -  F(t) 


2in 


[il»  ftlr  f,  =  g  +  Ä 

-FW 


fl 


bei  verschwindenden' A 


Si-g 


dz  =  2i« 


F{%  +  Ä)  -  FiS) 


/ 


^^^dz  =  2inF'{X). 


Dieses  Verfahren  lässt  sich  ohne  Mühe  verallgemeinem  und 
ftirar  giebt  dasselbe,  falls  £»  ^i»  £3}  •  •  •  Sn  von  einander  verschieden 
Ibd, 
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wird  80  oft  unendlich  und  zugleich  discontinuirlich ,  als  der  Nenner 
durch  Null  hindurchgeht;  im  Ganzen  existiren  demnach  2q  Aus- 
nahmepunkte,  deren  e  die  Werthe  von  y  —  1  sind,  nämlich  (Theil  1.^ 
Seite  257) 

2q   ^  2g  •    ^  2a  2g 

.   .   (2g  —  1)« 


,  (2g— 1)^    ,     .   . 

f-  =  co8^   \^ — h  tsm 

2g 


)7 


2g 
e,+i=«>s— -tsm— ,    e,^a  =  cos— -  »sm— ,  . 


?2o  =  C08 


(2g--l)Ä        .  .   (2g  — i)Ä 


—  tstn 


'«  2g  '""  2g 

Von   diesen   2  g  Ausnahmepunkten    liegen    die  g  ersten    über,    di»; 

Yig,  23.  «  übrigen  unter  d« 

Abscissenachse;  die 
letzterenfallen  au88e> 
halb  des  vorhin  ange- 
gebenen Integrations- 
weges  und  kommen 
daher  nicht  in  Be- 
tracht (Fig.  23  zeigt 
die  oberen  Ausnahme 

punkte  für  den  Fall 
g  =  4).  Das  Inte- 
gral besteht  nun  ans 
den    beiden    Theilen 

l(ÄOB)  und  I(BOA)\  im  ersten  schreiben  wir  x  für  ä,  im  zweiten 

Bubstituiren  wir  jg  =  Be*^  und  erhalten 


/t 


x^p 


n 


dx  ■\-  i 


g/(2p  +  l)ö 


de 


==  2tÄ(Ai  4-  A3  +  A3  4.  .  .  .  4.  A,). 

Nennen  wir  5    irgend  eine  der  Wurzeln  ?i,  Sa»  •  •  •  Sg»  80  gehört 
dazu  der  Grenzwerih 

■~H-(£+d)-^'~i+e'+(2a)ig'-»ö+(2a),  &«-««»+••• 

oder  wegen  S*  =  —  1   nnd  nach  Hebung  von  d  im  Zähler  und 
Nenner 

j  =      S'"       _  __  £'"+' 
(2a),t«-i  2a 
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Als  Integrationsweg  nehmen  wir  zuerst  die  Curve  A B  CDECFA^ 
Fig.  24.  welche  sich   in  G  selber  schneidet  und  den 

Ausnahmepunkt  T  zweimal  umkreist  (Fig.  24). 
Zieht  man  die  beiden  Verbindungslinien  AD 
und  ^^  so,  dass  der  Raum  ADE  den  Aus- 
nalimepunkt  T  nicht  enthält,  was  auf  unend- 
lich viele  Arten  möglich  ist,  so  lasst  sich  der 
von  D  bis  E  reichende  Theil  des  ganzen  In- 
tegrationsweges durch  den  Weg  DAE  er- 
setzen, man  erhält  daher  als  gesammten  neuen 
Integrationsweg  die  Curve  ABCDAECFA, 

jhe  in  die  beiden  einfachen  Curven  AB  CDA  und  AECFA  zer- 

.    Nun  ist 

liABGDAECFA)  =  I(ABGDA)  +  I(AEGFAy, 

s  der  Integrale  rechter  Hand  reducirt  sich  wie  früher  auf  das 

gral  längs  eines  unendlich  kleinen  um  T  beschriebenen  Kreises, 

hat  den  Werth  2i7cX\  der  Werth  des  ganzen  Integrales  ist  da- 

=  4i9rA,  da  beide  Umläufe  nach  derselben  Richtung  vor  sich 

SU. 

Auf  ähnliche  Weise  lässt  sich  ein  dreimaliger  Umgang  ABGDEFG 

fif.  25)  in  den  Doppelumgang  ABGDEA  und  in  den  einfachen 

Pig,  25.  Umgang  AFGA  zerlegen;   der  Werth 

des  Integrales  ist  dann  QiTcL  Ueber- 
haupt  entspricht  einem  n- maligen  Um- 
gange der  Integralwerth  2ni7tk  oder 
—  2ni7ck,  jenachdem  der  Umgang  in 
der  positiven  oder  negativen  Drehungs- 
richtung erfolgt  ist. 

Hieran  knüpft  sich  eine  allgemeine 
Bemerkung  rücksichtlich   des  zwischen 
ibenen   Ghrenzen  z  z=:  z^  und  z  =■  Zi  genommenen  Integrales 


f{z)dz 


«ü 


ien  FaU,  d&SB  f(z)  bei  irgend  welchen  Werthen  von  z  discon- 
rlich  oder  unendlich  werden  kann.  Ist  nämlich  nur  ein  Aus- 
lepunkt  für  z  =  ^  vorhanden  und  sind  die  Punkte  A^  H^  Tdie 
isentanten  der  Werthe  z  =  Zo,  z  =  Zu  ^  =  i  (Fig.  26  a.f.S.),  so 
bt  die  allgemeinste  Art  des  Ueberganges  von  A  nach  H  in  der 
Ignng  einer  Curve,  welche  von  A  ausgeht,  den  Punkt  T  mehrfach. 
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wird  80  oft  unendlich  und  zugleich  discontinuirlich ,  als  der  Nenner 
durch  Null  hindurchgeht;  im  Ganzen  existiren  demnach  2g  Aus- 
nahmepunkte,  deren  z  die  Werthe  von  y  —  1  sind,  nämlich  (Theil  I^ 
Seite  257) 

^^  =  '""  2i"  +  *'*'*"27'    ^'  =  '^'27  ■•■  *^**^'  •  •  •  • 

.   .   (2g  — 1)« 


2  g 


7t 


»7 


e,+i=c<'s— -<««2^, 


22 
>  3«     . .  3« 


Fig.  23. 

T 


2g        2a"" 

^  (2  2—1)«         .  .   (2g— i)g     j 

Von   diesen   2  g  Ausnahmepunkten    liegen    die  g  ersten    über,   ^ 

g  übrigen  unter  der 
Abscissenaohse;  die 
letzteren  fallen  au8se^ 
halb  des  vorhin  ange*  .j 
gebenen  Integrations- 
weges und  kommen 
daher  nicht  in  Be- 
tracht (Fig.  23  zeigt 
die  oberen  Ausnahme 
punkte  für  den  Fall 
g  =  4).  Das  Inte- 
gral besteht  nun  aas 
den    beiden    Theilen  ' 

l(ÄOB)  und  I(BOA)\  im  ersten  schreiben  wir  x  für  jer,  im  zweiten 

Bubstituiren  wir  a  =  JRe*^  und  erhalten 


^■-M 


--:>J, 


•■  •  ••"  n  \ 


0 


B 


x^p 


n 


dx 


+  VTT: 


g/(2p  +  l)ö 


dd 


+  ipa«""^    '    ' J    1  +  Ä2gef2gö 
— Ä  0 

==  2in{ki  4.  A3  +  A3  +  ...  4.  A,). 

Nennen  wir  5    irgend  eine  der  Wurzeln  Si»  Sai  •  •  •  Sg,  so  gehört 
dazu  der  Grenzwerth 


l+(S  +  d)''^      '^''"l+S^+(2g)i5«-^ö  +  (2g),g^-aÄ3+. 

oder  wegen  S^  =  —  1   und  nach  Hebung  von  8  im  Zähler  und 
Nenner 

(2g)it«-i  ^  2i"' 


A  = 
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lere  den  zweiten  Ausnahmepunkt  mehrfach  umkreist,  und  in  die 
Fi^.  27.  '  £»erade  Linie  AH,  Das  all- 

gemeine Integral  besteht 
daher  aus  drei  Theilen ;  die 
beiden  ersten  Theile  ent- 
sprechen beliebig  vielen  Um- 
läufen in  Elementarkreifien 
um  die  Ausnahmepunkte; 
der  letzte  Theil  ist  das  ge- 
radlinige Integral  zwischen 
den  gegebenen  Grenzen.  Bei 
umgekehrter  Anordnung  hat 
man  demnach,  wenn  Ui  und 


/. 


ümlaufszahlen  bedeuten, 

f{z)dz  =    jif{e)dz  -f"  2iÄ(+niAi +W2A2). 

ann  sich  auch  vorstellen,  dass  der  Integrationsweg,  von  A  aus- 
l,  zunächst  den  ersten  Ausnahmepunkt  j9-mal  umkreise,  dann 
reiten  Ausnahmepunkt  n2-mal,  hierauf  wieder  den  ersten  ^-mal 
an  erst  dem  Punkte  H  zulaufe.  Dies  ändert  aher  nichts  an  der 
Formel.  Wie  leicht  zu  sehen  ist,  besteht  das  Integral  in  die- 
ille  aus  vier  Theilen;  die  ersten  drei  sind  +  2i;rpAi,  +  2iÄ«2 ^a» 
r^Ax,  den  letzten  bildet  wieder  das  geradlinige  Integral.  Durch 
menziehung  von  i  1?  i  3  ^n  +  Wi  erhält  man  wieder  die  vo- 
leichung. 

ind  überhaupt  li  Ausnahmepunkte  vorhanden,  so  gilt  die  allge- 
Formel 


r 


«1 
f(ßf)ds  •=    fjfiß)dz  +  2ix(J2niXi  +  n2A2  +  •••in^Ai), 


'0 


l  =  Lim[öf(t-\-S)], 

ist  dabei  gleichgültig,  in  welcher  Reihenfolge  die  Umläufe  um 
Bnahmepunkte  gedacht  werden.  Nur  mag  noch  einmal  daran 
t  sein,  dass  die  ganze  Betrachtung  eine  monodrome  Function 
»raussetzt,  weil  im  Gegenfalle  die  vorgenommenen  Wegever- 
m  (z.  B.  EAF  statt  EF  in  Fig.  23)  nicht  erlaubt  sein  würden. 

B  erstes  Beispiel  nehmen  wir  die  Function 
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welche  nur  einen  Ausnahmepunkt  für  ^  =  0  besitzt.  Hier  ist  k 
mithin  für  ^e^o  =  1  und  »i  z=  e 

I  —  de  =    I — fie  +  2inn.  I 

1  1 

• 

Das  Integral  rechter  Hand  ist  der  eindeutige  Logarithmus  von 

d.  h.  derjenige  Logarithmus  von  ^,  welcher  für  z  ^=:  \  verschwind 

das  Int.egral  linker  Hand  ist  der  allgemeine  Logarithmus  von  xr, 

wir  mit  Lz  bezeichnen  und  durch  die  Gleichung  e^*  =z  definii 

Die  Formel  lautet  demnach 

35)  Lz  ^=  lz  +  2in7C, 

und  enthält  den  bekannten  Satz  von  der  unendlichen  Vieldeutig] 

des  allgemeinen  Logarithmus.     Wäre  diese  Function  nicht  schon 

der  Algebra  bekannt,  so  würde  man  sie  durch. die  Integralrechni 

kennen  g'3lernt  und  mittelst  der  Gleichung 


Lz 


-fi 


dz 


definirt  haben;  diese  Definition  hätte  dann  auch  die  Vieldeutig! 
yon  Lz  gezeigt,  sobald  nur  alle  möglichen  Integrationswege  zwit 
z  =  1  und  z  =  z  berücksichtigt  wurden. 
Ein  zweites  Beispiel  liefert  die  Function 

/(^)  =  rr^' 

welche  zwei  Ausnahmepunkte  an  den  Stellen  z  =  -{-  i  und  £r  =  — 1 
besitzt.     Es  ist  hier 


kl  =  Lim 


A2  =  Lim 


1  +(i+sy 

ö 


=  ^'^2iT^=+rv 


1  +(-i  +  8)^ 
mithin  für  üq  ^  0,  ;?!  ::=  e. 


=  Lim 


—  2«4-d 


2t 


0  0 

wobei  +  %  +  ^2  zu  einer  beliebigen  ganzen  positiven  oder  nega- 
tiven Zahl  n  zusammengezogen  werden  kann.  Das  lutegral  rechter  1 
Hand  ist  =  arctan  z  in  dem  gewöhnlichen  eindeutigen  Sinne,  wonacli 
arctanO  verschwindet;  das  Integral  linker  Hand  bezeichnen  wir  mit 
Arctan  z  und  verstehen  darunter  irgend  einen  Bogen,  der  z  zur  Tan^ 
gente  hat.     Die  Gleichung 
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Ardanz  =  arctanz  +  «ar 
.  nun  den  bekannten  Sats,  dass  einer  gegebenen  Tangente  nn- 
i  viele  Bögen  entsprechen,  die  nm  je  %  von  einander  diffe- 


ine  etwas  andere  Behandlung  verlangt  die  Function 

1 


/w  = 


|iig.  2a 


f 


Vi  -  ^«' 

weil  dieselbe  nicht  mono» 
drom  ist  und  für  £r  =  + 1 
sowie  für  jer  =  —  1  gleich- 
zeitig Ausnahmepunkte  und 

Yerzweigungspunkte  be- 
sitzt, welche  in  Fig.  28  mit 
Fl  und  F^  bezeichnet  sind. 
Analog  dem  vorigen  Bei- 
spiele soll  hier  der  Werth 
des  allgemeinen  Integrales 


dz 


Vi  —  £r2 


len  ganz  beliebigen  Integrationsweg  untersucht  werden,  oder, 
tsselbe  ist,  man  verlangt  alle  möglichen  Werthe  von  ArcsinZf 
mter  diesem  Zeichen  irgend  ein  Bogen  verstanden  wird,  der  z 
HUB  hat. 

em  Werthe  jer  =  0  entspricht  der  Anfangswerth  /(O)  =  i  1 ; 
se  Doppeldeutigkeit  zu  vermeiden,  wollen  wir  /(O)  =  +  1 
1,  also  nur  den  einen  Zweig  der  Gurve  beachten.  Ferner  sei 
nkt  P  der  Repräsentant  der  oberen  Integrationsgrenze  z\  wir 
dann  wieder  zu  untersuchen,  welche  Werthe  das  vorige  Inte- 
inimmt,  wenn  der  Integrationsweg,  von  0  ausgehend,  die  Punkte 
.  F2  mehrfach  umwindet  und  in  P  endigt. 
issen  wir  zunächst  die  Yariabele  z  von  0  aus  die  geschlos- 
irve  OMiNiO  durchlaufen,  welche  den  Punkt  JPi  einmal  um- 
so können  wir  wie  früher  diesen  Weg  mittelst  zweier  Hälfs- 
auf die  Gerade  OAi,  den  Kreis  ÄiBi  Gi  und  die  Gerade  AiO 
f&hren.  Bei  einer  monodromen  Function  würde  der  Werth, 
i)  im  Anfangspunkte  Ai  des  Kreises  hat,  derselbe  sein,  wie  der 
rth,  den  f(z)  nach  Durchlaufung  des  Kreises  bei  der  Rückkehr 
erhält;    bei  der  vorliegenden  Function  verhält  sich  aber  die 

gerade  umgekehrt,  weil  Vi  —  z^  beim  umlaufe  um  den  Ver- 
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Zweigungspunkt  sein  Vorzeichen  ändert  (Seite  45).     Die  Functij 
ist  daher  positiv  auf  dem  Hinwege  0-äi,  negativ  auf  dem  Rü< 
Äi  0,   und  wenn  0  wieder  nach  0  zurückgelangt  ist,  hat  f(z) 
Werth  —  1  angenommen.     Dieser  Umstand  influirt  wesentlich 

das  Integral  ff{z)dz^  wenn  dasselbe  längs  der  Curve  OJMiJÖTiOi 
nommen  wird;  in  der  Gleichung 

I{OM,N,  0)  =  1(0 Äi)  +  I(ÄiBi  GiÄO  +  J(Äi  0) 
heben  sich  nämlich  die  Integrale  I{OAi)  und  I{Ai  0)  nicht 
vielmehr  geben  sie  zusammen   2I{0Ai).     Setzen  wir  AiFi 
schreiben  im  ersten  und  letzten  Integrale  x  statt  xr,  substituir^ 
zweiten  Integrale  z=.\  — rc*ö  und  bezeichnen  den  absoluten  Wi 
von  Vi  -r72  mit  (Vi  —  ^2) ^  so  haben  wir 

I{OMiNiO) 

J    +(Vl— a;2)  J   y^H^Q  l^r-(Vl~«»)' 

Durch  Uebergang    zur   Grenze  für  unendlich  abnehmende  r 
hieraus 

J(OJIfiiViO)  =  jr. 

ßei  einem  zweiten  Umlaufe  um  J\  bleibt  diese  Betrachtung  im 
sentlichen  dieselbe,  nur  ändert  sich  das  Vorzeichen,  weil  jetzt 
mit  dem  vorhin  erwähnten  Endwerthe  —  1  anfängt  und  mit  dem 
werthe  -|-  1  zurückkehrt;  für  den  zweiten  Umlauf  gilt  also  der 
tegralwerth  —  %,     Bezeichnet  Inißx)  den  Werth,  welchen  das 
tegral  nach  n  Umläufen  um  J]  erhält,  so  ist 

J2(F,)  =  0,    13(^0  =  ^.    74(^1)  =  0,    J5(-Pi)  =  ^,  ... 
Eine  gerade  Anzahl  von  Umläufen  giebt  demnach  Dasselbe  wie 
Umlauf,  und  wenn  daher  überhaupt  von  Umkreisungen  des  P 
Ji  die  Kode  sein  soll,  so  muss  deren  Anzahl  eine  ungerade  Zahl 
machen. 

Nach  einer  solchen  Eeihe  von  Umläufen  ist  z  wieder  zu  Ni 
f{£)  zu  —  1  geworden,  und  man  kann  jetzt  zu  Umläufen  um 
übergehen.  Durch  eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  wie  vorhin 
giebt  sich  hierbei,  wenn  für  das  Integral  längs  des  Kreises  A^B^  Gi, 
die  Substitution  z  -=  —  \  -\'  re^^  benutzt  wird, 

— (1— r)  271  0 


und  bei  verschwindenden  r 


+(Vi-«») 

— (l-r) 
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fi  diesem  Umgange  hat  die  Function  den  Werth  4*  ^  erhalten, 
lier  dem  Anfangswerthe  entgegengesetzt  ist.     Geht  man  wieder 
diesem  Werthe  aus,  so  findet  man  für  den  zweiten  Umlauf  den 
hftegralwerth  —  3r,  folglich 

li(F2)  =  0,    IsiF2)  =  tit,    74(^2)  =  0,    I,(F2)=^n, 

Der  allgemeinste  Integrationsweg  zwischen  /s  =  0  und  z  =^  z 
it  nun  darin,  dass  man  erst  a-mal  den  Punkt  J^i  umkreist,  dann 
rittl  den   Punkt  J2,  hierauf  wieder  y-mal  um  JPi,  ö-mal  um  F2 
%i  und  zuletzt  längs  der  Geraden  von    0  nach  P  geht.     Der 
des  allgemeinen  Integrales  ist  hiernach  gleich  der  Summe  von 

/«(J^i)  +  iß{F,)  +  iyiF{)  +  i<r(F,)  +  •  •  •  • 

Pvmehrt  um  das  geradlinige  Integral  zwischen  0  und  ;er.  Hierbei  sind 
zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Hört  man  mit  Umkreisungen  des 
tes  JP3  auf,  so  enthält  die  vorstehende  Reihe  der  I  eine  gerade 
von  Summanden,  deren  letzter  Zu  (JP2)  ist  und  wobei  a,  /3, 
ft  ungerade  Zahlen  bedeuten,  weil  sonst  die  betrefifenden  Um- 
gar  nicht  zu  rechnen  wären;  als  Summe  der  obigen  Reihe  hat 
kHü  jetzt  2nn^  wo  n  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.  Nach  diesen 
fakafen  kommt  f{z)  mit  dem  Werthe  /(O)  =  +  1  ^^^  0  an,  mit- 

/T/ — dz  =  2n7C-{-     I  — .  ,  .  dz. 

man  dagegen  mit  Umgängen  um  F\  auf,  so  enthält  die  Reihe 
/eine  ungerade  Anzahl  von  Summanden,  deren  letzter  Iy{FCi 
die  Summe  beträgt  daher  (2w  +  1)tc.  Dann  kommt  aber  f{z) 
dem  Werthe /(O)  =  —  1  in  0  an  und  es  wird 

/Tj= dz  =  {2n\\)7i-^    I — ..  .dz, 

0     Vl  —  z^  //—(Vi -^2) 

Zn  untersuchen  ist  nur  noch,  wie  sich  die  Sache  gestaltet,  wenn 
umgekehrt  verfahrt,  d.  h.  mit  /(O)  =  +  ^  anfangend ,  zuerst 
It  dann  F\^  dann  wieder  F^  u.  s.  w.  umkreist,  so  dass  die  Reihe 
/lautet 

Ia{F,)  +  Iß{F,)  +  lyiF,)  +  Ism  +  .  .  .  . 

\m  findet  nun  leicht  J(Oilf2^2  0)  =  Ii  (F2)  =  —  7C  und  ersieht 
fenis  ohne  Rechnung,  dass  es  in  den  obigen  Gleichungen  nur  einer 
tieichenfinderung  bedarf,  um  sie  dem  jetzigen  Falle  anzupassen. 
Alles  Bisherige  zusammen  fQhrt  zu  den  zwei  Formeln 
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•"^T)  Aresin  jg  =  +  2wjr  +  aresin  jb, 

«^S)  Ärcsin/s  =  +  (2w+  l)7t  —  aresin  0, 

welche  sich  in  die  eine  Gleichung 

39)  Aresin z  ■=\nip  (\jt  —  aresinz)  +  2m7t 

zusammenziehen  lassen. 

An  diese  Beispiele  knüpft  sich  noch  eine  allgemeine  Bemwl 
Man  sieht  nämlich,  dass  das  Integral  einer  Function,  die  Ausnahi 
punkte  oder  Yerzweigungspunkte  enthält,  im  Allgemeinen  tmenc 
vieldeutig  ist  und  dass  sich  die  verschiedenen  Werthe  desselben 
Vielfache  einer  gewissen  Constanten  unterscheiden.     Bei  Lz  ist  2i 
diese  Constante,  bei  Areian  z  ist  sie  ^,  bei  Aresin  z  beträgt  sie  %i 
Betrachten  wir  überhaupt  das  Integra] 


2 


f{z)  dz 
als  Function  seiner  oberen  Grenze  z  und  setzen  demgemäss 


z 

I 


f{z)dz=  (p(z), 


nennen  wir  femer  w  den  Werth  des  geradlinigen  Integrales  xsüf\ 
jene  Constante,  so  ist  bei  geradliniger  Integration 

(p{z)  =  w, 
dagegen  hat  man  als  allgemeinen  Werth  des  Integrales 

{p(z)  =  w  +  ny. 

Hieraus  folgt  eine  bemerkenswerthe  Eigenschaft  der  inversen 
tion  von  97,  d.  h.  derjenigen  Function  ^,  welche  entsteht,  wenn 
die  Gleichung  q)(z)  =  t  nach  z  auflöst,  was  ein  Resultat  von 
Form  z  =  tlj(t)  giebt.     Man  erhält  nämlich  für  den  Fall  der  g< 
linigen  Integration 

z  =  ^(^(w) 

dagegen  im  Allgemeinen 

z  =  ilf(w  +  ny), 

mithin,  weil  z  als  obere  Integrationsgrenze  in  beiden  Gleichonj 
dasselbe  ist, 

ilf(w  +  ny)  =  f(w). 

Diese  Relation  zeigt,  dass  die  Function  ^  immer  wieder  diesell 
Werthe  bekommt,  sobald  die  Variabele  w  um  y,  2y,  3y,  etc. 
oder  abnimmt,  dass  also  iff  eine  periodische  Function  von  w  n 
Die  Constante  y  heisst  dann  der  Index  (auch  Modulus)  derPeriod 
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it  Demnach  muss  z.  B„  wenn  Lz  =  w  gesetzt  wird,  die  inverse 
nction  z  =  e*"  als  periodisch  gelten,  und  zwar  ist  hier  der  Perio- 
aiätsindex  y  imaginär  =  2i7t.  Ebenso  führt  die  Gleichung 
ttane  ==  ir  zu  der  inversen  Function  tanw  mit  der  Periode  ^, 
flidi  giebt  Aresin z  =  tv  die  Function  sinw,  deren  Periodicitäts- 
lez  =  2^  ist.  Wir  kommen  später  auf  diese  Betrachtungen  zurück. 

Vn.    Die  Poteiizenreilien. 

\  Ene  unendliche,  nach  Potenzen  der  complexen  Variabelen 
=  ^  -{-  iy  fortschreitende  Keihe,  also  eine  Heihe  von  der  allge- 
emen  Form 


•  .  .  •  • 


0  Co  +  Giz  +  C^z^  +  Q,z^  + 

nnen  wir  convergent,  wenn  sowohl  ihr  reeller  als  imaginärer  Theil 
r  sich  eine  convergirende  Keihe  bildet.  Diese  beiden  Bestandtheile 
li  leicht  zn  sondern  mittelst  der  Substitutionen 

Cn  ==  Kn{cosyn  +  ^siny^^    z  =  r(cosd  +  isinO), 
n welchen  die  erste  selbstverständlich  nur  für  den  Fall  gilt,  dass 
b  CoefiGlcienten  complexe  Zahlen  sind;  die  erwähnte  Keihe  wird  dann 
»  folgenden 

*     Ko  +  Kircos(Yi  +  6)  +  K2rHos(Y2  +  2Ö)  + 

+  i{Kirsin(yi+e)  +  K2r^sin(y2  +  2Ö)  + }. 

man  leicht  bemerken  wird  (vergh  Bd.  I,  §.  40),  convergirt  jede 
Beihen  unter  der  Bedingung  Lim{KnT^)  =  0,  welche  sicher 
ist,  wenn  die  Keihe 

*).    Dazu  gehört  nach  Bd.  I,  Seite  173,  dass 

1^  Efl  möge   hier   folgende  allgemeinere  Bemerkung  Platz   finden. 
len  fo,  fi,  ^29  •  •  •  reelle  positive  Zahlen,  welche  eine  conver* 
ie  Reihe 

und  femer  Aq,  A^,  Aq,  .  .  .  positive  echte  Brüche,  so  bildet  der 
sk 

ifVmction  von  n,  welche  gleichzeitig  mit  n  fortwährend  wächst,  aber 
kleiner  als  T  bleibt;  dies  beweist,  dass  die  Keihe 

^)*o  ~f"  *i*i  +  *2*a  "f"  •  •  •  • 

*  Torig^en  zugleich  convergirt.    Sind  ferner  ^o,  /Uj,  f^2i*"  irgend 

ik  tlieils  positive,  theils  negative  echte  Brüche,  so  bilden  nach  dem 
fgiUk  die  positiven  Glieder  der  Reihe 

ibietnfloh,  AnftlysiM.   n.  (^ 
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r  <;  Lim      ** 

ist;  die  anfangs  erwähnte  Reibe  convergirt  demnach  nnzwe 
und  zwar  stärker  als  eine  geometrische  Progression,  wenn 

modz  <^  mod  ( Lim      "    ) 
genommen  wird.     Setzt  man  zur  Abkürzung 


mod  ( lAm  ^  "    )  =  Ä, 


•  •  • 


•  « '  •  • 


so  kann  man  auch  sagen:  die  fragliche  Reihe  convergirt  für 
deren  entsprechende  Punkte  innerhalb  eines  mit  dem  Halbm* 
beschriebenen  Kreises  liegen.  Diesen  Kreis  pflegt  man  den  G 
genzkreis  der  Reihe  zu  nennen. 

Mittelst  der  soeben  benutzten  Schluss weise  ergiebt  sie 

dass  die  Reihen 

f  1  Ci  +  2  Oj^  +  3  08^2  4.  4  c^^3  + 

^^^   I  1.2  Oj  +  2.3  Ca^f  +  3. 4  04^^2  _|_ 

u.  s.  w. 
convergiren,  sobald  die  entsprechenden  Reihen 

lÄi  +  2K2r  +  SJTsfS  +  4.K^r^  + 

1.2Äi  +  2.3jr3r2  +  3.4J5[ir2  + , 

u.  s.  w. 
die  nämliche  Eigenschaft  besitzen;  nach  einer  bekannten  Conv 
regel  ist  dies  unter  der  gleichen  Bedingung 

r  <  Umr^ 

-fl^n  +  i 

der  Fall,  mithin  convergiren  die  Reihen  40)  und  41)  innerhal 
und  desselben  Convergenzkreises. 

Definirt  man  die  Functionen /(^),  fi(jsi),  f^iß^)^  etc.  als  S 
der  vorigen  Reihen,  nämlich 


•     •     • 


für  sich  genommen  eine  convergirende  Reibe;  dasselbe  gilt  1 
negativen  Gliedern,  mithin  convergirt  auch  die  ganze  Reihe  ui 
unbedingt,  weil  die  Convergenz  ungestört  bleibt,  wenn  statt  der 
ren  ^o>  A'i»  ^2  ®*^-  ^^^^^  absoluten  Werthe  genommen  werden.  '. 
folgt  noch,  dass  die  Convergenz  der  aus  positiven  Gliedern  bestt 
Reihe 

die  Convergenz  der  complexen  Reihe 

nach  sich  zieht,  falls  alle  fi  und  v  zwischen  —  1  und  -\^  1  enthalt 
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f{z)  =-  0)  +  C,z  +    C,^2  +       03^3  4. 
)  {  f,{z)=  lOi     +20,^    +     303^^  + 

Me)—  I.2C2      4-2.303^?    +- 


•  •  'f 


sind  dieselben  innerhalb  des  Convergenzkreises  endliche  Functio- 
II  von  e\  dass  sie  auch  eindeutig  sind,  versteht  sich  von  selbst, 
fl  eine  convergirende  Eeihe  nicht  zwei  verschiedene  Summen  haben 
UL  Wohl  aber  bedarf  es  einer  speciellen  Untersuchung,  ob  jene 
toctionen  stetig  und  monogen  sind.     Dieser  Discussion  wollen  wir 

öne  Bemerkung  voranschicken. 

Bei  ganzen  positiven  m  hat  man  nach  dem  binomischen  Satze 

rin  zur  Abkürzung 
lg-1    ,    tn-~2^.        (^-2)(m~3)/^A« 
^^        3         e    ^  3.4  \z )    ^ 

^z 

worden  ist.     Nennt  man  p  den  Modulus  von ,  wonach 

^  z 

dz 

=  Q (cosd-  -p  isind) 

z 

iB5ge,  so  erhält  S  die  Form 

S=  ü  +  iV=  P(co8ö  +  isinö) 

fsvar  ist 

1    H g QCOSd"  +  ^- -^^- 'Q'^C082d'  + , 

— ^ — psm^  +  i ^^ '-Q^stn2d'  + 

Werth  von  U  betragt  weniger  als 
m  —  2  (m  —  2)  (m  —  3)    „    ,  „.so 

— 3—  9  + ' — 3^;^^^ — ^Q'  H <  (1  ^-^)'»-^ 

[liat  folglich 

172  <  (1  +  ^)2«-*. 

betragt  der  absolute  Werth  von  F  weniger  als  (l-h^)"*"* —  1 
ist 

Dt  der  Torigen  Ungleichung  zusammen 
TP  +  F»  <  2(1  4-  p)2'*-*  —  2(1  +  p)— *  +  1. 

leicht  bemerkt,  gilt  für  jede  reeUe  Zahl  g,  wenn  sie  mehr 
Mgty  die  Ungleichang  6^ 

r 
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23^-  2g  +  1  <|g^ 
daher  ist 

172  4.    72  <^  1(1  +  p)2m-4 

oder,  wenn  die  Wurzel  ausgezogen  wird, 

■P<|(l+9)"-'. 
Man  darf  daher 

P=  2A(l+9)'»-2 

setzen,  wo  X  einen  positiven,  weniger  als  |  betragenden  echten 
bezeichnet.     Hiernach  ist 

S  =  2  A(l  -f  ^)'»--2 ^cosö  + « smö) 
und 

43)  (^4-^ier)"»— ^"»=m;8r"»-M£f4-m(m--l)£r'"-2^;gf2A(l+p)« 

In  der  Gleichung 

44)  f{0)  =  Co  +  Ciz  +  Ca^  +  0,1!»  + 

ertheilen  wir  nun  der  Variabelen  ß  einen  Zuwachs  ^e  von  sei 
I^leinheit,  dass 

mod —  =  o  <; 1 

ß  T 

ist,  was  immer  geschehen  kann,  weil  r  <^'R  vorausgesetzt  wi 
daher 1  einen  positiven  die  Null  übersteigenden  Weiih 


•  •  • 


Es  ist  dann 


d{ß  +  /Hz)  =  mo6?| ;8rf  1  -] J I  =  moäz  .  modi  1  -}- 

=  rVl  +  29Cös^+  ^2<;  r(l  +  9) 
mithin  um  so  mehr 

demzufolge  liegt  z  •\'  /iz  noch  innerhalb  des  Gonvergenzkreisei^l 
es  gilt  daher  die  Gleichung 

/(ä4-z/^)=  Co  +  Oxiz-^/lz)  +  C^{z^/izY'  +  .- 

Diese  giebt  in  Verbindung  mit  Nro.  44)  und  unter  Anwendui 
Hülfssatzes  in  Nro.  43) 

/(^  +  ^^)  -  fiß) 
=  Jz[lGi  +  202^  +  SCsz'^  +  4:04Z^  + ] 

+  Jz'^[02+2. 3  C3 XiZ(l  +  9)e«<^i  +3.4 G^X^z'^il+gy^^^  + 

worin  Aj ,  A2 ,  •  .  •  positive  echte  Brüche,  (>i ,  ^2 1  •  •  •  irgend 
Bögen  bedeuten.     Die  erste  der  obigen  Reihen  convergirt  und 


N 


•    •    • 


•    •    •    • 
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>eBtiiDmte  endliche  Summe,  die  schon  mit/i(£r)  bezeichnet  wo]> 
}t     In  der  zweiten  Reihe  kann  man  den  allgemeinen  Term 

n(n  4- 1)  C„  +  2A„;6r«(l  +  QYicosön  +  isinö„) 

I  Einführung  der  Werthe 

+  2  =  K„  +  2(cosyn^2  +  «'^^^»  +  2)1    ^  =  r(co$d  +  isinO) 
rmen;  derselbe  erhält  idann  die  Gestalt 

n(n+l)Kn^.2[r(l+  Q)yK  {cos  r«  +  i  sin  r„) , 
i  es  auf  den  Winkel  r„  nicht  weiter  ankommt.  Die  zweite  Reihe 
jetzt 
0-2  4-  2 . 3  JTs  r(l  +  q)  Aj  (costi  -f-  isinti) 
+  3 .  4^*3  [r(l  +  Q)YX2(cost2  +  isint2)  + 
air(l  +  (>)  <C  -R  convergirt  die  Reihe 

2  .  SlTsrO  +  p)  +  3  .  4iE,[r(l  +  p)p  + 
ia  sich  die  vorhergehende  nur  durch  die  echt  gebrochenen  Fao- 

Ai  cos  Vi ,     Aj  sin  ti ,     A2  cos  X2 ,     Aj  sm  r.2 ,  .  .  .  . 
D  unterscheidet,  so   convergirt  auch  jene  Reihe.     Nach  diesen 
temngea  kann  man 

f{z  +  ^z)  ~  f{z)  =  /i  [z)  Jz  +  T7^-^» 
B,  WO  fi  (z)  und  W  endliche  Grössen  sind,  so  lange  z  +  ^z 
riialb  des  Gonvergenzkreises  liegt. 

Die  vorstehende  Gleichung  lehrt  Zweierlei  Einmal  folgt  dar- 
Gfar  unendlich  abnehmende  d  und  8 

Limlf(z  +  d)  -/(^~£)]  =  0; 

hmction  f(z)  ändert  sich  demnach  stetig  für  alle  innerhalb  des 
lergenzkreises  liegenden  z.  Zweitens  ergiebt  sich  bei  unendlich 
bnenden  ^z 

"^ ^Fz —         —'^^^^^  '®^®^    ""dz     ~'^^^^' 

Lotion  besitzt  demnach  einen  eindeutigen  Differentialquotien- 

L  h.  sie  ist  monogen. 

Die  bisherigen  Untersuchungen  beweisen  zusammen,   dass  die 

le  einer  unendlichen  Potenzenreihe  eine  synektische  Function 

Variabelen  ist,  so  lange  die  letztere  innerhalb  des  Convergenz- 

s  bleibt. 

Heran  knüpfen  sich  noch  zwei  andere  Bemerkungen.   Die  Reihe 

(z)  war  aus  den  Differentialquotienten  der  Reihenglieder  von 

gebildet;  nachher  fand  sich,  dass  fi{z)  der  Differentialquotient 

[jp),  also  =f*(z)  ist,  mithin  besteht  der  Differentialquotient  von 
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der  Summe  einer  Potenzenreihe  aus  der  Summe  von  den  Diffei 
quotienten  der  einzelnen  Glieder.    Kürzer  heisst  dies,  eine  Gle 

von  der  Form 

darf  ohne  Weiteres  dififerenzirt  werden,  und  es  ist 

f\z)  =      1  Oi  4-      2  Ca;?  +      3  03^2  _! , 

dann  wieder 

f{z)  =  1.2  Ca  +2.3  03^  +  3.4C4^2  ^ , 

u.  s.  w. 

Geht  man  umgekehrt  vom  Diflferentialquotienten  f(js)  zu  /( 
rück,  so  folgt,  dass  eine  Potenzenreihe  ohne  Weiteres   zwische 
chen  Grenzen  integrirt  werden  darf,  die  innerhalb  des  Conve 
kreises  liegen;  der  Integrationsweg  bleibt  dabei  willkürlich 
halb  des  Convergenzkreises. 

Wir  discutiren  noch  die  verwandte  Frage,  ob  ein  Integri 
der  Form 


worin  F(z)  eine  synektische  Function  bedeuten  möge,  auf  die  £ 
von  den  Integralen  der  einzelnen  Glieder  zurückkommt,  ob  i 
der  Heihe 

CofF(z)d0+  GiJF{z)zdz  +  G^  fF{z)z'^dz  +  • 

Xq  Zq  Zq 

gleich  gesetzt  werden  darf;  wobei  natürlich  anzunehmen  ist,  dt 
Integrationsweg  innerhalb  des  Convergenzkreises  liegt.  Noch 
meiner  wird  diese  Untersuchung,  wenn  man  sich  statt  der  Pot 
reihe  irgend  eine  andere  Keihe  denkt,  etwa 

-Zi)  +  ^1  +  -2^2  +  Z3  +  •  •  •  •, 

welche  innerhalb  eines,  den  Integrationsweg  einschliessenden  E 
convergiren  möge.     Zerlegt  man  die  vorliegende  Reihe  in 

Zo  -|-  -Zi  -|-  iZ^  -f-  Zj  -|-  •  •  •  • 

=  Zo    +   ^    +   ^2    +   •   •  •    +   ^n-l    +   iJn, 

worin  selbstverständlich  E„  =  Z«  +  Z»  ^.  1  4*  ötc.  ist,  so  erfi&l 
durch  Integration  der  einzelnen  Ausdrücke  rechter  Hand 
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/ 


rc^)  {Zo  +  Zi  +  z,  +  ■■  •)  dz 


I 


F(z)Bnd£f 


^ 


=   j  F{z)Z^dz  +  j¥(z)Zidz  +  •  •  •  +  j F{z)Zn--idz. 

der  Gleichung 
R,=  Zo  +  Zi.  +  Z,  + (Zo+Zi+---+  Z„-0 

nun,  mreil  bei  unendlich  wachsenden  n  der  Subtrahend  densel- 
nnd  zwar  endlichen  Werth  erlangt,  welchen  der  Minuend  schon 
tzty  JüimUn  =  0;  es  kann  daher  auch  das  Product  aus  der  end- 
bleibenden  Function  F{z)  und  der  unendlich  abnehmenden  Grösse 
beliebig  klein  gemacht  werden.  In  Folge  dieses  Umstandes  ist 
ler*) 

J  F(z)Rndz\  =  0, 


[zo 


^  Um  jedem  etwaigen  Zweifel  an  diesem  Schlüsse  zu  begegnen,  fü- 
wir  noch  folgende  Erläuterung  bei.    Es  sei  z  =z  x  '\-  iy,  F(z)Bn 


j  F(z)  Bn  dz  =   j(Un  +  ivn)  {dx  +  idy) 


«0 


=      I  UndX  -\-  i  I  VndX 

+  i  J  Undy  —     I  Vndy, 


hierin  sind  Un,  Vn  Functionen  von  x,  y,  n,   welche  für  unendliche 
ren  die  Null  convergiren.    Zufolge  des  gegebenen  oder  willkürlich 
Lten  Integrationsweges  kann  man  sich  ferner  y  als  Function  von 
jUen,  etwa  yz=zq){x),  und  diesen  Werth  im  ersten  Integrale  rech- 
Iland  Bubstitulren;  letzteres  erhält  dann  die  Form 


I   Undx 


darin  ist  Un  nur  von  x  und  n  abhängig.    Dass  nun  dieses  Integral 
Bchzeitig  mit  Un  gegen  die  Null  convergirt,  folgt  sehr  leicht,  namentlich 
in  man  sich  das  Integral  als  Fläche  einer  Curve  denkt.  Für  das  nächste 
*al  gelten  genau  dieselben  Schlüsse.    Bei  den  letzten  zwei  Integra- 
bedarf  es  nur  der  kleinen  Modification,  dass  man  umgekehrt  x  durch 
r  aasdrückt,  also  auch  u»  und  Vn  als  Functionen  von  y  und  n  darstellt. 
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und  es  gilt  demnach  die  Gleicbung 


46) 


/ 


F(z){Zo  +  Zi+  Zi  +  Z3  +  ••   \dz 


=/ 


«0 


/ 


F(z)Zodis  +  jF(ß)Zid&  +    /  F(z)Z2dz  + 

^  tQ  Xq 

vorausgesetzt,  dass  der  Integrationsweg  innerhalb  des  Convergc 
raumes  der  Keihe  Zq  ■\-  Zi  -\-  etc.  liegt,  und  dass  F{z)  innerl 
des  Integrationswoges  synektisch  bleibt. 

Die  vorigen  Betrachtungen  lassen  sich  mit  geringen  Modü 
tionen  auf  solche  Reihen  ausdehnen,  welche  nach  absteigenden 
tenzen  von  e  fortschreiten,  d.  h.  auf  Keihen  von  der  Form 


Gl 


a 


a 


^0  "i"  —  "f"      o 


3 


+  ^  + 


Zunächst  ündet  man  leicht,  dass  die  vorliegende  Reihe  unter  der 
dingung 


modß  >  mod 


(^7&) 


convergirt,  dass  sie   also   ausserhalb  des  Kreises  convergent  bl 
innerhalb  dessen  die  frühere  Reihe  convergirte.  Setzt  man  —  =1 


so  sind  F 


(i) 


für  ;ef  >  22,   sowie  F(u)  für  w  <  22   gleicl 


synektisch,  und  es   reicht  diese  Bemerkung  aus,  um   die  früherflj 
Sätze  auf  den  gegenwärtigen  Fall  zu  übertragen. 

Um  nun  die  allgemeinen  Bedingungen  zu  erhalten,  unter  wd* 
eben  eine  Function  F(i3)  in  einer  Potenzenreihe  entwickelbar  ist,  «M 
innern  wir  an  die  am  Ende  des  Abschnittes  Y.  bewiesenen  Formebj 
22)  und  24).  Bleibt  nämlich  die  Function  F(jsi)  synektisch  innerl 
eines  bestimmten  Raumes  und  wählt  man  femer  als  Integrationsweg' 
für  js:  eine  innerhalb  desselben  Raumes  liegende  geschlossene  Cun%j 
welche  den  Punkt  ^  einmal  umkreist,  so  hat  man  die  beiden  Formeln] 

F^-Hi)         ^     1      r     F{z) 
1  .  2  .  3  .  .  .  n         2inJ  (^  — g)«  +  i      ' 

und  wie  leicht  zu  sehen  ist,  enthalten  die  Gültigkeitsbedingungen  de^ 
selben  keine  überflüssige  Einschränkung.  Wenn  nun  F{z)  synektisch 
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ibt  für  jedes  jer,  dessen  Modulus  weniger  als  eine  bekannte  Grösse 
beträgt,  und  wenn  zugleich  mod^  <^  i2  ist,  so  kann  man  als  In- 
p*ationsweg  einen  um  den  Coordinatenanfang  beschriebenen  Kreis 
Men,  dessen  Radius  >>  mod^  aber  <Z  B  ist;  dieser  E^reis  um- 
lüesst  den  Punkt  ^,  und  für  alle  Punkte  seiner  -  Peripherie  \&i 
)iz  >>  mod^.  Zufolge  des  letzteren  Umstandes  gilt  die  Reihen- 
iwickelung  *) 

1  1         1  1    .     S    .    5'   . 


Z  —    i  Z  g_  Z  Z^      ' .    Z^ 

Z 

Ü  man  hat  daher  nach  der  ersten  der  vorigen  Formeln 

+ife/^-+ 

br,  wenn  man  beide  Formeln  für  ^  =  0  anwendet, 

^(0 = p(„)  +  im  + 1^  + 

diese  Formel  wird  der  Satz  von  Mac  Laurin  auf  complexe 
)le  ausgedehnt,  und  zwar  unter  der  Bedingung,  dass  der  Mo- 
von  S  kleiner  als  der  Radius  des  Kreises  ist,  innerhalb  dessen 
zu  entwickelnde  Function  synektisch  bleibt.    Die  Gonvergenz  der 
Itenen  Reihe  versteht  sich  von  selbst,  weil  die  Reihe  einer  end- 
Hen  Grösse  F{%)  gleich  ist  **). 

Dieses   einfache  Theorem  gewährt  dadurch  einen  wesentlichen 
iriheil,  dass  es  die  Untersuchung  über  den  Rest  der  Mac  Laurin'« 


*)  Als  identische  Gleichung  gilt  die  Formel 

fE-f  =  1  +  2  +  2^  +  •  •  •  +  3— ^ 

Uio  für  complexe  wie  für  reelle  ^.    Setzt  man 

g  =  r  (cos  ö  +  *  sind) , 

kt  bei  echt  gebrochenen  r  und  unendlich  wachsenden  n 

IAm(r*)  =  0, 
tliin  auch 

lAm  (2* )  =  Lim  [r»  (cos  n  6  + 1  sin  n  ö)]  =  0 , 

i  man.  erhält  die  Formel 

T^T^  =  1  +  s:  +  2^  +  2*  -J , 

m  Gültigkeit  hiernach  an  die  Bedingung  modci  <  1  gebunden  ist. 
^)  Ihrem  wesentlichen  Inhalte  nach  rühren  diese  Betrachtungen  von 
ichy  her  (Gonsiderations  nouvelles  sur  la  thegrie  des  suites  et  sur 
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Fit)  ==  «0   +  «iS  -f   Ojgä  +   03?»   + 


+  -^  + 


+  -ll'  + 


•  •  •  • 


•  •  •  • 


Ist  also  F(z)  synektisch  innerhalb  eines  Kreisringes  und  liegt  ^  n»] 
nerhalb  desselben  Binges,  so  lässt  sich  F(t)  in  eine  Doppelreihe  veiP-. 
wandeln,  die  nach  steigenden  und  fallenden  Potenzen  von  ^  fort-j 
schreitet^.  Die  Coefücienten  üq^  ai,  a^  etc.  sind  die  nämlichen 
in  der  Mac  Laurin'schen  Reihe;  die  Coefücienten  &i,  l^  etc. 
stimmen  sich  mittelst  der  Formel 

1 


hn  = 


2in 


n—l 


F{z)  ds. 


Als  Beispiel  kann  man  die  Function 


(a-g)(/J-§) 

nehmen,  wenn  man  moda  <^  mod^  <^  modß  voraussetzt;  es  ist  dannf^ 
zwischen  moda  und  mod^,  ri  zwischen  mod^  und  modß  zu  wählen. 

Wir  betrachten  schliesslich  noch  den  Fall,  wo  F(js)  ausserhalb 
eines  mit  dem  Radius  ro  beschriebenen  Kreises  synektisch  bleibt,  so 
dass  ri  beliebig  gross  genommen  werden  darf.  Das  erste  Integral 
in  Nro.  47)  lässt  sich  dann  durch  Einführung  von  z  =  ri  e*^  folg^i*^ 
dermaassen  darstellen: 


277 


(ri)  Ol e    *^ 

ri 

und  wenn  F(ri  &^  bei  unendlich  wachsenden  fi  die  Null  zur  Grenie 
hat,  so  convergiii;  der  Werth  des  vorstehenden  Integrales  ebenfalls 
gegen  die  Null.     Die  Formel  47)  reducirt  sich  dann  auf 


48) 


(ro) 


und  giebt  die  Eutwickelung 


ni)  = 


+  ^  + 


+ 


t  •  •  • 


Letztere  gilt  demnach,  wenn  F{z)  ausserhalb  eines  bestimmten  Krei- 
ses (re)  synektisch  bleibt,  wenn  zweitens  F{ri&^)  für  ri  =  oo   ver- 
schwindet, und  wenn  drittens  mod^  >  modr^  ist. 
Ein  Beispiel  hierzu  liefert  wieder  die  Function 


♦)  Das  obige  Theorem  ist  von  Laurent  gefunden  worden;  s.  Briot 
und  Bouquet,  Theorie  d.  period.  Fun  ct.  Nro.  30. 
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moda  <^  modß  <Ci  modt^  genommen  wird,  in  welchem  Falle 
einen  beliebigen,  zwischen  modß  und  mod^  einzuschaltenden  Werth 
dtzi 


Vm    Die  Paoultätenreilien. 


Bereits  in  Thl.  I,  S.  169  wurde  für  einen  speciellen  Zweck  eine 
le    entwickelt,    deren    einzelne  Glieder   Quotienten   aus  je  zwei 
[täten  sind;  wir  betrachten  hier  diese  Keihe  noch  einmal  unter 
Yorausseizung,  dass  die  vorkommenden  Grössen  complexe  Zahlen 
id,  und  wollen  nachher  die  allgemeinere  Frage  erörtern,  unter  wel- 
[ehen  Umständen  eine  gegebene  Function  in  eine  solche  Facultäten- 
le  entwickelbar  ist. 
Aus  der  früheren  Formel 

|5(^  +  l)(/3  +  2)...(^+n-l)- 


tt  —  ß\^a        a(a 


+  !)(«  + 2)... (a  + 


«-1)1 
«-1)J 


ß 


+ 


ß(ß  +  l) 


-j [- 


ß(ß  +  l)...(ß+n^2) 


u(a+l)  '   «(«  +  !)(«  4- 2)  '         '  a(a  +  l)  .  .  .  (a+n— 1) 
für  a  =  A,  /3  =  ^  und  durch  Addition  der  Gleichung 


die  neue  Formel 
49) 


i_  Fl  -   <(^  +l)(^+2)»>.(<  +n-l)1 
—  U  A(A  +  l)(A4-2)...(A+n-l)J 


:  —   k  "^A(A-|-l)"^A(A  +  l)(A  +  2) 


+  •••  + 


<(<+l)...(t+w— 2) 


A(A  +  l)...(A+n--l)' 
mid  darin  sei 

t  =  u  -{'  iv,     k  =  II  ■}-  iv. 
Um  den  Grenzwerth  zu  ermitteln,  welchem  sich  das  Product 

p   _  t{t  +1)(^  +2) {t  +n-l) 

"■"  A(A  +  l)(A  +  2) (A+n~l) 

bei  unendlich  wachsenden  n  nähert,  denken  wir  uns  n  als  die  Summe 
einer  constanten,  nachher  zu  hestimmenden  Zahl  "k  und  einer  ver- 
änderlichen Zahl  m,  und  zerlegen  Fn  ^^  zwei  Producte,  von  denen 
P/t  das  erste  ist,  während  das  zweite  nach  Substitution  der  vorigen 
Wertbe  von  i  und  A  folgende  Form  erhält: 
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v\ 


wobei  es  auf  den  Werth  von  co  nicht  weiter  ankommt.  Der  unter 
dem  Wurzelzeichen  stehende  Ansdrack  heisse  Q^;  ^3  ist  dann 

50)  P«  =  P*Vö«..c'^ 

und  femer,  wenn  u^  +  v^  =  r^,  ft^  -\-  v^  =z  q^  gesetzt  wird, 

14-  — 4-—     111  i_i_z_!_l__ 

_     ^   Ä;   ^  jfcg        ^  A;  +  1  ^  (A;  +  1)2  ^  w  ^  n»« 

Man  kann  nun  Ä;  so  gross  wählen,  dass  der  absolute  Werth  jedes  dff- 
beiden  Ausdrücke 

h    ^  Je'  k    ^  k^ 

weniger  als  \  beträgt,  und  dann  lässt  sich  l  Qm  mittelst  der  Fonnd 

l(l+x)  =  x  —  6X^,         0  <  fi  <  1 , 

entwickeln,  welche  bei  positiven  und  negativen  x  gilt,  wenn  x^  <Ci 
ist  *).     Hiemach  erhält  man 

worin  «*,...  «m  und  ßi,  >  .  .  ßm  nicht  näher  bestimmte  positive 
echte  Brüche  bedeuten.  Bei  unendlich  wachsenden  m  divergirt  die 
erste  der  obigen  vier  Reihen;  die  übrigen  convergiren,  mithin  ist 


♦)  Bezeichnet  nämlich  {den  absoluten  Werth  von  Xj  so  ist  bei  ecW 
gebrochenen  I 

und  die    Summe   der    eingeklammerten  Reihe  <C  |  oder  gleich  einen 
echten  Bruche  t.    Ferner  hat  man 

l{l-i)  =  _  $  -  {!.(|  +  |{+1|2+.  .  .  .), 

und  für  I  <  I  ist  die  Summe  der  eingeklammerten  Reihe 

<  l  +  i\)'  +  (I)'  +  •  •  •  • 

d.  h.  <  1.    Beides  zusammen  giebt  die  obige  Formel. 
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?e«=2(i*-/i)(+Qo) 

id  hierans  folgt,  dass  Q,„  die  Null  zur  Grenze  hat,  sobald  u  —  f( 
sgativ  ist.      Unter  dieser  Voraussetzung  giebt  die  Gleichung  50) 

LimPn  =  0, 
'ofern    mcbt   Pt  unendlich  ist,    was  nur  dann  vorkommen  könnte, 
renn  v  =  0  und  f(  eine  negative  ganze  Zahl  wäre.     Schliessen  wir 
iiesen  Fall  ans,  so  haben  wir  nach  Nro.  49)  die  Gleichung 

»*^      X  —  t         A  ^  A(A+1)  ^  A(A+l)(A  +  2)  ^ 

jmSi  zwar  unter  der  doppelten  Bedingung,  dass  der  reelle  Theil  von 
11,  vermindert  um  den  reellen  Theil  von  f ,  einen  positiven  die  Null 
Iberstcigenden  Eest  giebt,  und  dass  keine  der  Grössen  A,  A  -|-  1, 
1  -j-  2 ,  etc.  verschwindet. 

Nach  dieser  Voruntersuchung  erinnern  wir  wieder  an  die  unter 
Sro.  47)  bewiesene  Formel 

^(ri)  (ro)  f 

«orin  sich  die  erste  Integration  auf  einen  mit  dem  Halbmesser  ri, 
die  zweite  auf  einen  mit  dem  Halbmesser  ro  beschriebenen  Kreis  be- 
t,  w&brend  F(e)  auf  und  zwischen  beiden  Integrationswegen  syn- 
iscb  bleiben  muss.  Das  erste  Integral  lässt  sich  nach  Formel  51) 
X  =  xr  =  rie*'ö  und  t  =  ^  z=z  ^  -\-  irj  nicht  entwickeln,  weil 
ia  Pnnkt  ^  zwischen  beiden  Kreisen  liegt  und  ebendeshalb  die  Be- 
dingongen  rj^  >>  J«  -j-  rj^  und  r^cosO  —  |  >  0  innerhalb  des  In- 
es ö  =  0  bis  0  =  2ä  mit  einander  unverträglich  sind.  Viel 
stiger  gestalten  sich  die  Verhältnisse  bei  dem  zweiten  Integrale, 
n  in  Nro.  51)  A  =  g  =  |  +  «i^,  ^  =  jer  =  roe'ö  genommen 
die  Bedingungen 

re*  <  1^  +  ^2  <  ^2    und    |  —  r^cosd  >  0 
lassen  sich  nämlich  dadurch  erfüllen,  dass  man  |  positiv  und  grösser 
als  ro  wählt,  womit  die  Möglichkeit,  dass  eine  der  Grössen  S,  ^-{-  1, 
{  4~  ^9  ®tc  verschwindet,  von  selber  ausgeschlossen  ist.    Man  erhält 
jetzt  ein  Resultat  von  der  Form 


«>         ^«'  =  i]?/^£^' 


(ri) 

"^  t  "^ e(g  +  i) "^ 5(5  +  i)(e  +  2)_^"" 

und  zwar  gilt  dasselbe  so  lange,  als  ro  <C  VS^  -\-  V^  <C  ^i  ^^^  ^^' 
gleich   £  ^  fo   ist,   d.  h.  wenn  der  Punkt  ^  innerhalb   des  Kreis- 
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abschnittes  liegt,  der  einerseits  von  dem  mit  dem  Radius  Ti  bescbrie-J 
benen  Kreise,  andererseits    von    der   im  Abstände  Tq    parallel 
^- Achse  gezogenen  Geraden  begrenzt  wird.     Die  Goefficienten  Ci,  ^ 
etc.  bestimmen  sich  mittelst  der  Formel 


Co) 


dz 


und  können  leicht  auf  die  Goefficienten  &i ,  &2 »  ^3  ^tc.  zurückgei 
werden,  welche  bei  der  Entwickelang  von  F(^)  nach  absteigen! 
Potenzen  von  ^  vorkommen.    Setzt  man  nämlich  gemäss  einer  fri 
ren  Bezeichnung 

ziz  +  1)(^  +  2)(£;  +  S)  .  .  .  (z  -\-  m  —  1) 


m 


m 


m 


m 


80  erhält  man  durch  Entwickelang  der  unter  dem   Integralzeic 
stehenden  Facultät 

n — 1  n  —  1  n — 1 

Cn  =   Cohn   +    Oi^n-l    -f   •  •  •  •   -f-    Cn-^h* 

Die  vorige  Entwickelung  vereinfacht  sich  noch,  wenn  F(z) 
jedes  ausserhalb  des  Kreises  (tq)  liegende  z  synektisch  bleibt 
wenn  zugleich  P(rie*ö)  für  rj  ==  oo  verschwindet;  das  Anfan| 
gral  fallt  dann  weg  und  es  bleibt 


53,        F<0  =  |  +  j^  + 


Ci 


+ 


s(e+i)(5+2) 

wobei  der  reelle  Bestandtheil  von  5   grösser  als  Vq  sein   muss. 
Coefficienten  Ci ,  C2 ,  etc.  behalten  dieselben  Werthe  wie  vorhin  *). 

Ein  passendes  Beispiel  hierzu  liefert  die  Function 


F(.)  =  1(1  +  i.) 


falls  der  Logarithmus  eindeutig,  d.  h.  so  genommen  wird,  dass  Z 1  :=| 
ist,  und  wenn  man  dem  r^  einen,  die  Null  übersteigenden  sonst  al 
beliebig  kleinen  Werth    ertheilt.     Die  Bedingungen  für  F(z) 
dann  erfüllt,    auch  kennt  man  unmittelbar  die  Werthe  von  bi, 
etc.  zufolge  der  Entwickelung 

ifl  4.  l-\  =  ±^^±1-4.1.1^ 

\      '^     Zj  \      Z  2     ^2    "T     3     ^8 

modz  >>  1 , 


.  •  •  • 


♦)  Der  Verfasser  hat  die  ohige  Untersuchung  zuerst  in  den  Sitzusgi*] 
berichten  der  Königl.  Sachs.  Gesellscbaft  der  Wissenschaften  mit^eth«'^ 
(Bericht  vom  1.  November  1863.) 


•    •    •    • 
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md  68  ist  daher  für  jedes  S,  dessen  reeller  Theil  einen  positiven 
Werih  besitzt, 

v  '^  tJ~  t  "^s(e  +  i)"^£ß+i)(e+2)^ 

Für  die  Coefficienten  hat  man  Ci  =  1  und 

her  in  kürzerer  Fassung 

C  +  i  =  (^ly  J tit--  l)(t -^2)  . . .  (t  —  n^^)dt. 

0 

Mzt  man  den  positiven  Ausdruck 

1 


/' 


^(1  — .  0(2  —  0 .  •  •  (w  —  1  —  0  ^^  = ««. 

>  wird  c„+i  =  —  «n,  mithin 


«2 


^.,  =  .-.(,  +  i)=|i-ii  + 


5(S  +  i)(5  +  2) 

fed  die  Werthe  der  Coefücienten  sind: 

Als  zweites  Beispiel  wählen  wir  die  Function 

4  ;er3 

den  Bedingungen    für  die  Gleichung  53)    ebenfalls   genügt, 

der  Logarithmus  eindeutig  wie  vorhin  genommen  wird.    Setzt 

snr  Abkürzung 
1 

t^(l—t)(2—t)...(n'-l'-t)dt  =  ßn, 

0 

findet  man,  immer  vorausgesetzt,  dass  der  reelle  Theil  von  ^  po« 
Kr  und  von  Null  verschieden  ist, 

zwar  sind  die  Werthe  der  Coefficienten: 

ßl    =1»       ^>   =  n»       ^3   =   6Ö'       P4   =   6Ö»       P5   =  4äi   •   •   •   • 

Oelegentlich  möge  noch  bemerkt  werden,  dass  sich  Entwickelun- 
diaser  Art  zu  einer  vortheilhaften  Transformation  mancher  endli- 
Reihen  benutzen  lassen.  Ertheilt  man  nämlich  in  dem  Ausdrucke 

BehlOmlloh,  AnaXjwlM,    lU  7 


/' 
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r 

dem  S  der  Reihe  nach  die  Werthe  1,  2,  3,  ...  jp  und  addirt  al 
entstehenden  Brüche,  so  erhält  man 

1       .         1         .      ,  1 


1 

.  2  . 

•  •  fc 

^     •     Ö      •     m 

.(k+l) 

T^ 

■  1  .. 

1 

P     + 

1 

k{k  +  1) 

•    •    • 

+ 

l>(p+l)...(l>+fc-l 

1.2  ' 

I  I       •    .    •   • 


k(k  +  l)(k  +  2) 

1  .  2  .  3  . . .  (j?  —  1)     j 

h(k+l)(k  +  2)...(k+p-l 
und  hier  lasst  sich  die  in  Parenthese  stehende  Reihe  nach  Formel'4 
für  X  -=  k,  t  =  l,  n  =  p  summiren;  dies  giebt  ' 

56)  T-1^.  +  o    o      \   .    1^  +  •  •  •  +  ^ 


1.2...Ä    '    2.3...(Ä;  +  1)    '  i>(i?+ 1). ..(!>+*- 

1      f  1  1 


■~  Ä  — lU.2...(fc— 1)        (p  +  l)(i?  +  2)  .  ..(jp  +  k—l)y 

wobei  selbstverständlich  Ä;  [>>  1  sein  muss.  Nehmen  wir  jetzt  in  ( 
Gleichung  5  4)  5=1, 2, ...jp  und  addiren  alle  Ergebnisse»  soki 
nen  wir  rechter  Hand  die  Formel  56)  anwenden  Und  erhalten 

liP  +  i)  =  T  +  j  +  i+---+j 

1  U         p  +  lf         2  il.2        (p+l)(p-f2)J 
oder,  wenn  die  von  p  unabhängige  Summe 

«1      1         «2        1       .     «3  1  ,  . 

1       1^2       1.2^3      1.2.3^ 

gesetzt  wird, 

57)  —  +  —  +  -^  +  ---  +  — 

^  1    ^   2   ^   3    ^  ^  p 

=  ^ +  ?(!>+ 1)  -  Y^:p7  -  2  (^TmF+ä) -•  •• 

Mittelst  der  vorhin  angegebenen  Werthe  der  Coefficienten  «i,  Og,  < 
findet  man 

A  =  0,5772156649  .  .  . 

Die  Gleichung  57)  bietet  den  Vortheil,  dass  die  vorkommende  ] 
cultätenreihe  immer  convergirt  und  zwar  um  so  stärker,  je  grosse 
ist.  Eine  Summe  wie  z.  B.  ^  +  5  +  •  •  •  +  ^  lässt  sich  hienu 
mit  grosser  Leichtigkeit  berechnen. 
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Multiplicirt  man  die  Gleichnng  54)  mit  |,  subtrahirt  davon  die 
3-leichung  55)  und  setzt  zur  Abkürzung 

i«»  -  ßn 

=  y(|-0'(l— 0(2— 0-..(w— 1— 0^*  =  tJ'n, 

0 

K>  kann  man  dem  Resultate  folgende  Form  ertheilen 

V\ V% Vz 

r    5(g  +  i)    5(e  +  i)(g+2)    g(g+i)(e+2)(e+3) 

'ch  Addition  aller  der  Gleichnngen,  welche  hieraus  für  ^  =  1, 
.  .  .  1>  hervorgehen,  erhält  man 

(l'  +  J)J(l'  +  l)  -  Kl-2.3...i)) -1» 

_  n  fl L_l  _  y«  f  J 1  1  _ 

1    |1        p+lj  2    U.2        (p  +  l)(p  +  2)) 

1er,  wenn  die  von  |>  unabhängige  Summe 

1      1^2     1.2^3     1.2.3^ 

)tzt  wird, 
J)      J(1.2.3...i))  =  J?  +  CP+1)?(4'  +  1)-1> 

Ijj+l         2(1) +  !)(!)  + 2) 


•    • 


r«>« 


Die  Werthe  der  Goefficienten  sind 

y\  =  —  h  ^2  =  0,  73  =  155'  y4  =  ^,  yh  =  m^  — 

imd  mittelst  derselben  findet  sieb 

B  —  ^  0,0810614668  .  .  . 
Eine  etwas  bessere  Gestalt  bekommt  die  Formel  58) ,   wenn  man 
p  =  q  —  1,  ferner 

1  -f  J?  =  0,9189385332  =  G 

setzt  und  beiderseits  Zg  addirt;  es  wird  dann 
Ö9)       l(1.2.3...g)=  G  4-  {q  +  l)la  —  g 

1  yi     1     y2         1         n 

1  a     2g(g+i)     sa(a+i)a+2) 

Mittelst  der  anf  Seite  437  des  ersten  Theiles  ausgeführten  Betrach- 
tung kann  man  sich  übirigens  leicht  überzeugen,  dass  G  hier  densel- 
ben Werth  besitzt,  wie  dort,  nämlich  G  =  ll(27t)*). 


•)  Von  einem  anderen  Gesichtspunkte  ausgehend,  hat  der  Verfasser 
die  Facultatenreihen  behandelt  im  Jahrgänge  1859  der  Sitzungsberichte 

7* 
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IX.  Die  Reihen  von  Bürmann  und  Lagranga 

I.    Wir  geben  noch  einmal  auf  die  Reihenentwickelnng 

60)  F(t)  =  Co  +  Cit  +  Git^  +  Cst^  •] 

znröck,  deren  Convergenzkreis  oder  Gültigkeitskreis  durch  die  d 
Bedingung  bestimmt  ist,  dass  F(t)  innerhalb  desselben  synektii 
bleiben  muss.  Die  Fläche  dieses  Kreises,  also  den  Spielraum  i 
complexen  Yariabelen  t,  denken  wir  uns  auf  die  Weise  entstand! 
dass  zunächst  modt  von  Null  an  bis  zu  dem  grössten  erlauUj 
Werthe  wächst  und  dass  nachher  der  so  erhaltene  Radius  des  Co 
vergenzkreises  eine  volle  Umdrehung  um  den  Mittelpunkt  ausfulii 
Demzufolge  ist  modt  eine  endliche  und  eindeutige  Yariabele,  w 
che  von  Null  bis  zu  einem,  durch  die  Natur  von  F(t)  bestimmt 
Maximum  continuirlich  zunimmt.  —  Setzen  wir  nun 

^  =  9W,     F(t)  =  F[q>(is;)]=f{is;), 
so  erhalten  wir  statt  der  Gleichung  60)  die  folgende 

61)  f(z)  =  Co  +  Ci(p(z)  +  C2q>(0)^  +  C^g?(^)3  +  ••••. 
und  für  diese  sind  noch  die  Bedingungen  der  Gültigkeit  zu  enn! 
teln.  In  dieser  Beziehung  erinnern  wir  erstens  an  den  Umstaa 
dass  t  und  F(t)  endliche,  eindeutige  und  stetige  Yariabele  waren; 
müssen  daher  auch  (p(z)  und/(^)  innerhalb  eines  gemeinschaftllclii 
Spielraumes  synektische  Functionen  sein.  Weil  ferner  in  Nro.  d 
modt  sein  Wachsthum  mit  dem  Werthe  Null  anf&ngt,  so  muss 
wenigstens  einen  speciellen  Werth  jsf  z=  0q  geben,  für  weldij 
modq)(z)  den  Anfangswerth  Null  erhält,  mithin  auch  q)(js)z=iOwm 
die  Auflösung  dieser  Gleichung  liefert  die  verschiedenen  Werthe  fl 
j?o.  Lassen  wir  jetzt  die  Yariabele  ß,  von  jsf  =  £q  ausgehend,  irg« 
einen  Weg  in  der  o;^- Ebene  durchlaufen,  so  muss  die  immer  positi! 
Grösse  modq>(z)  von  Null  an  eine  Zeit  lang  wachsen  (denn  eine^ 
Null  beginnende  Abnahme  würde  in's  Gebiet  des  Negativen  führfli 
wohl  aber  kann  es  geschehen,  dass  mod  (p  (js)  späterhin  wieder  abninui 
dann  nochmals  wächst  u.  s.  w.  Die  verschiedenen  Maxima  und  Minin 
welche  modt  =  modq>{z)  erreichen  kann,  lassen  sich  auf  gewöhnl 
chem  Wege  ermitteln,  indem  m^u  modt  =  modq){X'\'iy)  als  Fan 
tion  der  beiden  unabhängigen  Yariabelen  x  und  y  ansieht;  sie  mögi 
l^oi  -^ii  -^2  •  •  •  heissen  und  nach  ihrer  Grösse  geordnet  sein,  so  da 


der  Eönigl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften,  wovon  ein  Abdn 
in  der  Zeitschrift  for  Mathematik  und  Physik.  Bd.  lY,  S.  390. 
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das  kleinste  jener  Maxirna  und  Minima  ist.  Da  nun  modt  in 
>.  60)  nnr  wächst,  so  muss  der  Weg  des  z  an  die  Bedingung 
d€p(£f)  <^  i2o  geknüpft  werden,  denn  in  jedem  anderen  Falle,  z.  R 
dip(£)  <C-%9  könnte  man  den  Weg  des  ß  so  wählen,  dass  modg)(is) 
Tangs  zwar  ssunähme,  zuletzt  aber  biti  Bq  abnähme,  was  dem  steti- 
n  Wachsthnme  von  modt  widerspräche.  Indem  man  modq)(£i)  = 
fdq>(x  -^  iy)  durch  x  und  y  ausdrückt,  erhält  man  statt  der  Be- 

iiguiigfwodg)(ier)<;i2o  eine  Ungleichungvon  der  FonnO<^(it;,y)<;JBbf 
bd  diese  bestimmt  denjenigen  Raum  der  a;|^- Ebene,  innerhalb  des- 

a   der    Punkt  xy  bleiben  und  auch  der  Anfangspunkt  Zq  liegen 


Um  diese  Betrachtungen  zu  vervollständigen,  untersuchen  wir 

•  Maxima  und  Minima  von  fnod(p(z)  etwas  genauer.     £s  sei  zu 
eiern  Zwecke 

q>(z)  =  g)(x  -\-iy)  =  u  -\-  iv 

tthin 

mod(p{z)  =  Vu^  +  v% 

•  haben  wir  als  Bedingungen   für   die  Maxima  und  Minima  von 


«»  +-  v^i 


du    ,      dv        ^  du    ,       dv 

0a?  8a?  cy  dy 

kr  kürzer  die  eine  Gleichung 

^  du    ,       dv         ,/    du    ,       dv\ 

raO   femer  u  '\-  iv  eine  (monogene)  Function  von   x  -^  iy  ist 
pite  47)9  80  gelten  die  Beziehungen 

[•  du  ^^  dv         dv  du 

^  dx        dy  ^      dx  dy 

lU  dadurch  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 

[ 


,        .  v/8t)         .du\        . 


giebt,  weil  u  —  iv  nicht  =  0  ist, 

dv         .du        ^      ,   ,     d(p(z) 

Ldy  dy  dz  ' 

anderen  Worten:  diejenigen  Werthe  von  e^  welche  mod(p(js)  zu 
II  Maximum  oder  Minimum  machen,  sind  Wurzeln  der  Gleichung 

r«  =  0. 

Alles  Bisherige  zusammen  liefert  folgende  Regel  zur  Beurthei«* 
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lung  der  Gültigkeit  von  Nro.  61):  man  bestimme  zuerst  die  Wi 
der  Gleichung  q)(z)  =  0,  von  denen  0q  eine  sein  möge;  mar 
ferner  die  Gleichung  9'(^)  =  0  auf,  deren  Wurzeln  Zq,  Zu  Zi 
heissen  sollen,  berechne  hieraus  die  Moduli 

JBo  =  iw(H?9?(Zi)),    iJi  =  vhoäKp(Z^)^    JB2  =  mod,^>(Z^^  .  . 

und  ordne  dieselben  nach  ihrer  Grösse;  die  Ungleichung 

mod(p{z)  <  i?oi 

verbunden  mit  dem  Anfangswerthe  ^  =  £^0,  bestimmt  dann  al 
lässigen  Wege  des  z^  vorausgesetzt,  dass  auf  jedem  derselbei 
und  ^>{z)  synektisch  bleiben. 

Um  endlich  noch  die  Coefficienten  der  Reihe  in  Nro.  61)  2 
stimmen,  geben  wir  letzterer  die  bequemere  Form 

62)  J(z)  =  A„  +  ^q>(ßi)  +  ^'Pizy  +  1^3 9 W^  + 

Daraus  folgt  zunächst  für  z  =  Zq 

63)  Ao  =/(^o); 
ferner  ist 

,  d'Fjt)     .     .       ^ 


für  js  =  Zq 


nnd  nach  der  Lehre  von  der  Yertauschung  der  unabhängigen 
belen  (Seite  19,  Formel  34) 

wobei  die  angehangene  Gleichung  0  =  ^0  bedeutet,  dass  na( 
schehener  Differentiation  z  =  Zq  zu  setzen  ist*). 


•)  Die  Formeln  62),  63)  und  64)  wurden  1796  von  Burma 
Mannheim)  auf  anderem  Wege  entwickelt  (Memoires  de  Plnstitut 
II,  pag.  14)  jedoch,  dem  damaligen  Standpunkte  der  Wissenschaft  g 
ohne  Angabe  der  Gültigkeitsbedingungen  für  die  Gleichung  62). 
dings  ist  Puiseux  (Liouville*s  Journal  Bd.  15)  von  der  leic 
weisbaren  Formel 

fp(^)  -  g>(ti)  -  ^'''  9)'(C) 

ausgegangen,  worin  sich  die  Integration  auf  eine  geschlossene  Cm 
zieht,  innerhalb  deren  f^(z)  und  g)(z)  synektisch  bleiben  und  wob» 
80  beschaffen  sein  muss,  dass  die  Gleichung  g)(z)  —  g) (C)  =  0  nui 
.gr  =  f  erfüllt  werden  kann.   Unter  der  Voraussetzung  modg>{^)<:im 


ß 
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Wir  geben  im  Folgenden  eine  Reihe  von  Beispielen  zu  diesen 
femeinen  Erörterungen. 

a.  £s  sei  9  (a)  =  jer(c  —  jer)  und  0o  =  0.  Die  Gleichung  g)'(jer)  =  0 
dann  nur  die  eine  Wurzel  Zq  =  |c,  welcher  (p(Zo)  =  Jc^  ent- 
riebt.    Denken  wir  uns  der  Allgemeinheit  wegen  c  als  complexe 
nämlich 

c  z=i  a  -{-  ih  =  h{cose  -\-  ism«), 
ist 

Bo  =  moäg)(Zo)  =  \(,a^  +  h^)  =  JÄ», 

id  als  Bedingung  für  die  Gültigkeit  der  Entwickelung 


Ao=/(0),       A„  =  D 


n— 1 


'halten  wir 

mod[z(c  —  z)'\<:\h\ 

Vorausgesetzt,  dass  f(js)  innerhalb  des  so  bestimmten  Raumes  synek« 

^^isch  bleibt.     Der  geometrische  Sinn  hiervon  tritt  am  deutlichsten 

liervor,  wenn  man  statt  rechtwinkeliger  Coordinaten  Polarcoordinaten 

"benutzt,  also 
\  z  ==  X  -{-  iy  =  r(cosO  •{■isinO) 

Beizt;  es  ergiebt  sich  nämlich 

rVh^  —  2hrcos(d  —  s)  +  r»  <  \h^. 


Fig.  39. 


Ir^TiTi    man  linker  Hand  nach  Potenzen  von 


Ist  nun  (Fig.  29)  OP=r,  ^POX 
=  Ö.  OC  =  h,  Z.  COX  =  6, 
OD  =  \hf  so  muss  hiernach  der 
Punkt  P  im  Innern  der  halben  Lem» 
niscate  DEF  liegen,  und  f(e)  für 
alle  solche  Punkte  synektisch  bleiben. 
Statt  der  Wurzel  -efo  =  0  könnte  man 
auch  Zq  =  c  nehmen,  doch  erhält 
man  dabei  kein  wesentlich  neues  Re- 
sultat. 

^(0 


H^) 


entwickeln  und  erhält 


ein  Resultat  von  der  Form 

/'(O  =  99'(C)  In  +  72  9>(C)  +  7b9^1^)^  + ]» 

welches,  wenn  a  für  C  geschrieben  wird,  den  Differentialquotienten  der 
Gleichung  62)  darstellt.  Die  Bedingungen  für  die  Entwickelung  stimmen 
mit  den  eben  angegebenen  überein;  die  Coefficienten  y^,  ya»  ö^^«  ^®" 
stimmt  Puiseux  nur  als  sogenannte  Residuen,  ohne  sie  auf  Differential- 
qaotienten  zurückzuführen. 
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Die  oben  angegebene  Bedingung  lässt  sich  in  speoiellen 
mittelst  der  gewöhnlichen  Convergenzregeln  leicht  verificiren. 
erh&lt  man  z.  B.  aus  Nro.  65)  f ür  c  =  1  und/(£r)  =  (1  —  jery*, 
bei  diese  Potenz  eindeutig  und  zwar  so  genommen  werden 
dass  dem  Werthe  ir  =  0  der  Anfangswerth  1^  =  1  entspricht^ 


£r2(l_£r)3 


1.2 

ft(fi,— 4)(/i  — 6) 
1.2.3 


ier3(l— xf)3 


+ 1.2.3.4) '^^ 


zy-: 


Es  sei  femer  £1(1  —  ^)  =  t(cosci}  -f-  isinco),  so  convergirt  diese 
gleichzeitig  mit  der  folgenden 

1      ^       1.2  1.2.3  ^ 

und  in  dieser  nähert  sich  der  Quotient  aus  dem  (n  -f^  l)ten  Ol 
dividirt  durch  das  nte,  der  Grenze 

—  2w)(fA— 2n— 1) 


l       (n 


t— 2n— 1).\         ..         ,  . 

-t)  =  4ttj      (n  =  oo) 

—  n  —  1)  J  ^  ^ 


woraus  die  Convergenzbedingung 

t  <i\    oder    modlz(l  — e)]  <i\ 
folgt,  welche  mit  der  früheren  Angabe  übereinstimmt.   Bei  B< 
kung  auf  reelle  jsf  ist  hiemach  0  ^  ß  <^\  zu.  nehmen. 

b.    Für   eine  zweite  Anwendung  der  Formel  62)  sei  g>(0) 
is(l  4- ^2)  und  £!o  =  0.  Die  Gleichung  q)'(z)  =  0,  d.h.  1  +  3ir»=l 
giebt  in  diesem  Falle  Zo  =  +  i  .  jV?,  Zi  =  —  i.  J Vs,  und  es 
modq)(ZQ)  =  mod(p{Zi)  =  fV^.     Die  Reihenentwickelung 

66)     m  =  Ao  +  ^^(1  4-^^)  +  i^^Hl  +^0^  + 

A=/(0),      ».  =  i^-.jjÄ^ 

gilt  demnach  anter  der  Bedingung 

»w<l[«(l+^»)]<|V3, 
vorausgesetzt,  dass/(£r)  innerhalb  der  so  bestimmten  Grenzen  iBynek*j 
tisch  bleibt. 

Als  speciellen  Fall  betrachten  wir  die  Annahme /(;8^)=arctalli 
wobei  der  Einfachheit  wegen  z  reell  sein  möge.     Dies  giebt 


•  • 
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1  13  "^  1.2  5 

8.9.10  £r7(l  4.jer2)7 


1.2.3  7  ^  ' 


i  aus  der  BediDgung,  dass  der  absolute  Werth  von  e(l  -\-  0^)  w^ 
^er  als  §  y3  betragen  muss,  folgt  dann 

—  0,84401  •  •  <  Äf  <  4-  0,34401  .  .  . 

ich  hier  ist  die  Yerification  mittelst  der  gewöhnlichen  Convergenz- 
j^eln  sehr  leicht.  Als  Grenz  werth  des  Verhältnisses  zweier  aufein- 
1er  folgenden  Glieder  findet  man  nämlich  (dem  absoluten  Werthe 
ch) 

.    f(3n — l)3n(3w4- 1)  2n  —  1    «/,    .     «xol        a?   «/,    .     «%• 
l       n.2n(2n  +  l)        2n  +  1     ^    ^     M         4     v     i      ^^  » 

ühin  convergirt  oder  divergirt  die  obige  Reihe,  je  nachdem 
(1  -f-  xr')*  weniger  oder  mehr  als  ^  beträgt,  was  mit  dem  Früheren 
lereinstimmt. 

c.   Für  g>(ß)=iser'  imd 00^=0  wird  Zo  =  l,  wod9?(2i)  =  e~U 
B  Reihenentwickelung 

')  /W  =  Ao  +  ^0(r''  +  ^^'<^"  +  •  •  •  • 

Ao=/(0),       Xn  =  rr-'{e-'f\0)] 

tt  daher  unter  der  Bedingung 

mod(0er')  <  — , 

ß 

Ds  f(0)  ftlr  alle  solche  0  synektisch  bleibt. 

Hieraus  folgen  z.  B.  die  speciellen  Formeln 
!•  21  3' 

.     ,    a        ^  ,  a(a  +  2)  _     .    ,  a(a  +  3)2  .     . 
»=1   +Y^^   +      1.2   ^^     +    1.2.3^^ 

,  a(a  +  4)8 

ibei  sich  die  unter  der  vorigen  Bedingung  stattfindende  Gonver- 
ns  der  Beihen  auf  gewöhnliche  Weise  verificiren  lässt.  Bei  reellen 
geht  jene  Bedingung  in  0  ^  ;?  <;  1  über. 
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d.    Wir  betrachten  noch  den  sehr  bemerkenewerthen  Fall 

et 

COSZ 

Die  Gleichung  ^>\z)  =  0  wird  jetzt 

cozz  +  zsinz        ^        ,  I        .  rv 

!-- =  0,    oder    co^z  +  ^s*W£r  =  0 

co^^z 

welche  man,  weil  sinz  nicht  =  0  sein  kann,  durch  sinz  dividi] 
darf.     Um  die  complexen  Wurzeln  der  nunmehrigen  Gleichung 

ooiz  -[-  ier  =  0 
zu  finden,  substituiren  wir  ^  =  o;  -)~  ^V  ^^^  erhalten  dadurch  i 
beiden  Gleichungen 

2sin2x 

^^^  "^  +  e'y  +  e-'y-2cos2x  "  ^' 

_  e^y  —  er^y ^ 

^  ^        e^y  +  e-^y  _  2cos2a;  ~     * 

aus  denen  durch  Elimination  des  gemeinschaftlichen  Nenners  folg 

x(e^y  —  e-^y)  +  2ysin2x  =  0. 

Vorausgesetzt,  dass  weder  x  =  0  noch  y  =  0  ist,  giebt  die  Divisi 
mit  4t  xy 

e^y  —  er^y   .    sin2x        _ 
42/  ^     2a? 

oder  nach  bekannten  Reihen 

sin2x        ^2yy_  (2yy      .    .  .  .  _  q. 

^     2x     ^  1.2.3  ^  1.2.. .6  ^ 

Diese  Gleichung  ist  aber  unmöglich,  weil  sowohl  1  4~ 


2x 

die  nachfolgende  Reihe  nur  positive,  die  Null  übersteigende  Wed 
annehmen  kann;  die  Gleichungen  68)  und  69)  besitzen  daher  kd 
Auflösungen ,  bei  denen  x  und  y  gleichzeitig  von  Null  verschied 
sind.     Ist  nun  erstens  ^  z=  0,  so  wird  aus  Nro.  68) 

X  +  cotx  =  0, 

und  diese  Gleichung  hat  unendlich  viele  positive  und  negative  W 
zeln,  deren  absolute  Werthe  zwischen  \n  und  ?r,  |^  und  2^, 
und  3  7C  etc.  enthalten  sind;  man  kann  also  die  Wurzeln  unter  i 
Form 

±(k^  +  cc),    ±(in  +  ß),    ±(i3r  +  y),  .... 
darstellen,  worin  ck,  /3,  y,  .  .  .  gewisse  Bögen  des  ersten  Qnadran 
bezeichnen.     Ist  zweitens  o?  =  0 ,  so  folgt  aus  Nro.  69) 
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y  =  oder    y  =  1  + 


nd  dieser  Gleichung   genügt  nur  der  eine  Werth  y  ==  1,199678, 
)  dass 

g  =  i.  1,199678 

ie  einzige  imaginäre  Wurzel  von  ß  -\-  cotz  =  0  ist.     Die  mit  JBoi 
i,  B2*  •  •  bezeichneten  Werthe  von  mod(p{z)  sind  hiernach 


sina  sinß    *        siny 


•  • 


,     ».1,199«78  1,199...  /v«/,„^.„ 

'"'^  cos  (».1,199678)=  l(e'.i99-  +  c-i.»»-)  =  0,662742, 

»bei  man  gleich  bemerkt,  dass  der  letzte  Uodulus  der  kleinste  ist. 
e  Reihenentwickelung 

)  ^w=''+T(^)+o(^y+ 


•  •  •  • 


t  demnach  unter  der  Bedingung 

modi--^-^  <  0,662742, 

\C08JS  / 

IIb  /(^)  für  derartige  jP  synektisch  bleibt. 

Die  zur  Bestimmung  von  A„  dienende  Differentiation  ist  u.  A. 
dem  Falle /(;e^)  =  icr  leicht  ausführbar,  wenn  man  die  auf  Seite  261 
0  ersten  Theiles  angegebenen  Formeln  9)  und  10)  benutzt.  Bei 
nraden  n  findet  man  A„  =  0,  bei  ungeraden  n 

,  =  ^     ^;_t —  |(»)o«»-i  +  («)i  (»  -  2)"-»  +  (n)2  (n  -  4)»-'  +  •• 

ithin 

A,  =  +  1. 

Aa  =  -  1  (3»  +  4  .  1»)  =  -  3, 

^5  =  +^(5*  +  5.34  +  10.1*)=+  65, 

A,  =  —  ä(7«  +  7  .  5«  +  21 .  3«  +  35  .  1«)  =  —  3787, 

U.  8.  W. 

e  Yollst&ndige  Entwickelung  ist  also 
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—  -£-  _     ^     /  ^  y  ,      65     /  jg  Y      3787  /  5  Y  ,  ^ 
^        cosisr       1.2.3\cosjer/    ""   1.2..  5  \cosv       1.2..7  \aWJBr/ 

»10(2  (-^^  <  0,662742. 

\C08Zj 

Anf  ähnliche  Weise  ergiebt  sich  in   dem  Falle  /{»)  =  sil 
dasB  A„  bei  geraden  n  verschwindet  und  bei  ungeraden  n  danÜ 
Formel 

A,  =  i '- {(„+l)o(«+l)— 1  +(„-1- !),(„_  i).-i 

+  (n  +  1),  (n  -  3)— » +  . .  •  +  (n  +  1)  ^^_^l 
bestimmt  wird;  es  ist  daher 

sinz=-^ 4     /  ^  Y  .      96     /  5  Y      5888  /  5  V 

coss      1.2.3 Vcos^r/    '   1.2.. 5 VcöSjer/       1.2..7\cosj5/ 

Beschränkt  man  z  auf  reelle  Werthe,  so  darf  zsecz  böcbstous 
0,662742  werden,  woraus  folgt,  dass  der  absolute  Werth  Ton  t 
niger  als  0,561118  =  arc32<>8'58"8  betragen  muss. 

II.  Unter  einem  anderen  Gesichtspunkte  betrachtet,  enthalteaj 
Beihenverwandlungen  der  vorigen  Art  zugleich  die  Lösung  einet 
Problemes,  welches  die  Umkehrung  gegebener  Functionei 
genannt  wird.  Besteht  nämlich  zwischen  den  beiden  Yariabelen« 
und  z  eine  Gleichung  von  der  Form  / 

u  =  (p{z), 

so  ist  auch  umgekehrt  z  eine  Function  von  u^  etwa 

^  =  zW» 
und  es  entspringt  hieraus  die  Aufgabe,  z  durch  u  auszudrücken,  odfl 
allgemeiner,  irgend  eine  vorgeschriebene  Function  von  z^  etw&f{M) 
durch  u  auszudrücken.     In  so  weit  nun  f(z)  nach  Potenzen  von  i 
entwickelbar  ist,  ergiebt  sich/(;er)  unmittelbar  aus  der  Gleichung 

und  zwar  durch  Substitution  von  u  für  q>(z)',  man  hat  also 

wobei  die  Gültigkeitsgrenzen  und  CoefQcienten  ebenso  wie  früher  Im 
stimmt  werden. 

Hierbei  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  Gleichung  u  r=:  q>(i 
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lehrere  Umkelirangen  haben  kann*),  dasB  also  entschieden  werden 
onus,  welche  dieser  Umkehmngen  durch  die  obige  Reihenentwicke- 
bng  geliefert  wird.  Aus  der  Untersuchung  über  die  Gültigkeits- 
snsen  weiss  man  aber,  welche  Wurzel  der  Gleichung  g)(£r)  =  0 
Anfangswerth  des  z  bildet,  man  kennt  also  dasjenige  »  =  a^^ 
Iches  dem  Falle  t«  =  0  entspricht,  und  damit  ist  g  eindeutig  be- 
iimmt.  (Geometrisch  heisst  dies:  von  den  möglichen  verschiedenen 
ngen  des  z  ist  derjenige  zu  nehmen,  welcher  durch  den  Punkt  z^ 
it).  Dasselbe  gilt  von  der  Function  f{z\  weil  diese  synektisch 
Bm  mnss. 

a.   Beispielsweis  betrachten  wir  die  Gleichung 

t^  =  ze"* 
d  beschranken  der  Einfachheit  wegen  u  und  z  auf  reelle  Werthe. 
i  M,   als  Function  von  z  angesehen,  fwc  z  =  0  verschwindet,  für 

=  1  sein  Maximum  —  erreicht  und  für  z  =  co   gegen  die  Null 

BTergirt ,  so  entsprechen  umgekehrt  jedem  u  <^  —   zwei  positive 

von  denen  das  eine  kleiner,  das  andere  grösser  als  die  Einheit  ist. 

Fig.  30.  Die  nebenstehende  Figur 

(Fig.  30)  wird  dies  ver- 
^  ^  anschaulichen;  in  ihr  ist 

OÄ=l,  OB=AG= 

— ,  und  zu  einer  ^eg^ 
e 

benen  Ordinate  ON=u 
gehören  die  beiden  Ab- 
KF  und  NPi.     Nach  den  in  I,  c.  gegebenen  Entwickelungen 
et  man  nun  far/(£f)  =  Zy  zer*  =  w, 

^  =  -^  +  T:2^'  +  iT21;^'  + 

l^bei  jBT  =  0  als  Anfangswerth  des  z  genommen  ist  Die  Formel  giebt 
iher  dasjenige  z^  welches  f ür  w  =  0  verschwindet,  sie  liefert  also 
in  den  beiden  vorhandenen  Umkehrungen  nur  die  kleinere  z  =  JVP. 


^  Ans  der  Gleichung  z.  B. 

u  = 

2z 

gen  die  beiden  Ümkehrungen  

g  =  u  +  yi  +  «a  und    z  =  u  —  Vi  +  uK 
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b.    Als  zweites  Beispiel  diene  die  Aufgabe,  smz  ans  der  G 
chnng 


u 


cosz 
zu  berechnen.     Nach  den  in  I,  d.  .gegebenen  Entwickelungon 
man  sofort 

4         ,    ,         96        ,  5888      _    , 

1.2.3       ^1.2. .5  1.2. .7       ^ 

modu  <  0,662742, 
und  dabei  ist  unter  z  diejenige  Umkehrung  zu  verstehen,  welche 
W  =  0  verschwindet. 

III.    Mit  einer  geringen  Modification  führen  die  Betrachtung 
in  I.  auch  zur  Lösung  des  Problemes,  eine  Gleichung  von  der  Fo 

z  =  uil){e)  +  c 
umzukehren,  d.  h.  aus  ihr  z^  oder  allgemeiner /(^r),  als  Function  \ 
u  herzuleiten.     Schreibt  man  nämlich  statt  dieser  Gleichung  die  i 
ihr  identische 

Z  ""~  c 

u  =     ,  ,  .      oder  kurz  u  =  wiz). 

so  erkennt  man  augenblicklich,  dass  es  sich  eigentlich  um  dassfl 
Problem  wie  in  Nro.  IL  handelt,  dass  also  eine  Reihenentwickeli 
von  der  Form 

herzustellen  ist.     Der  Ausdruck 

z  —  c 


(p(z)  = 


t(z) 

verschwindet  nun  für  z  =  c,   wobei  jedoch  vorausgesetzt  wen 
muss,  dass  ^(c)  nicht  :^  0  sei;  es  ist  daher  Zq  =  c.     Wenn  fem 

q>  (*) -^^ 

in  Null  übergehen  soll,  so  muss,  falls  der  Nenner  endlich  bleibt, 
Gleichung 

rp(z)  =  (z  —  c)t\z) 

stattfinden,  deren  Wurzeln  Zq,  Zi,  etc.   heissen  mögen.     Die  ge 

derte  Entwickelung  besteht  dann  unter  der  Bedingung,  dass 

z  ~~~  c 
mod    .  .  .  ,    d.  h.    modu 
il>{z) 


^8 
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Weniger  beträgt,  'uasetzung  eines  positiven,  v  die  Bedingung 

t  mg  74)  m  Beziehung  auf  v  und  setzt 

l^m  kurz  sein  zu  könnoi. 

'«rstehen,  welches   den  i..  1   J-  ;k« 

"tir  Ersparung  der  Anhang.-..  •  ^  ^       2k     * 

"eschrieben  werden;  man  hat  u.  .  , 

1)  ß  =  ui^'  .      ''^fi^^«  ^^*  <  1  gültige 

Dlgt  durch  Umkehrung 

2)      f(z)  =  Ao  +  ^«  +  ^n»  -L  ^: 


id  zwar  gilt  diese  Formel  unter  der  dreifa/^^^  ^ 
'stens  if(v)  weder  Null  noch  unendlich  wird.  '_^*^ 
ilus  von  u  weniger  beträgt  als  der  Älodulu«  '.^  .["^-«^ 
les  durch  Auflösung  der  beiden  Gleichungen  *^'\ '  • 

»       wird. 

fanden  wird,  und  dass  endlich /(jer)  innerhalb  der  *»ä^h,  ^ 

1  Grenzen  synektisch  bleibt*).  ^''*k>.. 

a.    Ein  einfaches  Beispiel  liefert  die  Annahiftrr /';t 
z^^  wobei  p  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten  m'^y^ 
mgen  73)  geben  dann 

i  als  Wurzel  der  algebraischen  Gleichung 

z  =  ue^  +  V 
lält  man 

+  \(ßp)2u'^^P-'^  -\-  .  .  . 
(p  — l)p-i 


1".. 


modu  <  nwd 


pPvP 


— 1 


*)  Die  obige  Umkehrungsformel  findet  man,  jedoch  ohuf.  t\"  /u 
örig'on  Bedingungen,  zuerst  bei  Lag  ränge  (Memoircs  de  l'Ai-ii'l  k.«« 
Berlin,  an.  1768,  p.  275);  die  Grenzen  der  Gültigkeit  bat  luii  <1 /»« 
erem  Wege  Cauchy  entwickelt  (Moigno,  Legons  de  calcul  dillVii  u 

et  de  calcul  integral,  tome  I,  Icgo'n  18,  p.  162). 
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Für  u  =  — ,  t>  =  —  liegt  hierin  eine  Auflösung  der  trinonMi 

Gleichung  p-ten  Grades  \ 

bp  ^  ae  -{-  h  =  0,  '   ^ 

nämlich 

"*"     3     a»'»+^  -r  •  •  ••» 

und  zwar  muss  bei  reellen  a  und  b  der  absolute  Werth  von 

5P-1        f|,-_i)P-i 


sein.     Nach  der  gewöhnlichen  Convergenzregel  und  mit  Hülfe  d 
leicht  beweisbaren  Formel 

kann  man  sich  auch  a  posteriori  leicht  überzeugen ,  dass  die  Bei 
jenseit  der  angegebenen  Grenze  divergirt. 

In  dem  speciellen  Falle  p  i=  2  wird  die  obige  trinomische  G] 
chung  quadratisch,  mithin  ihre  kleinste  Wurzel 

ier  =  |(a— Va*  — 46); 
man  kommt  dann  auf  eine  binomische  Entwickelung  zurück. 

b.    Nimmt  man  in  der  Gleichung  71) 

*W  =  J(^*  — 1) 

und  nachher  f(£s)  =  ß,  so  lässt  sich  die  Gleichung  71)  direct  a 
lösen  und  es  entsteht 

74)  ^ 


•    •    •    •  • 


wobei  die  Goefficienten  durch  folgende  Formeln  bestimmt  sind 

^  _  t.,        A.  = j^^ . 

Die  Gleichungen  73)  werden 
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iefern  unter  Voraussetzung  eines  positiven,  v  die  Bedingung 

mod  e  <i  mod  (v  —  Vv^  —  1). 

'enzirt  man   die  Gleichung  74)  in  Beziehung  auf  v  und  setzt 
ler 


dXn    (In 


u  =  kt^^         V  = 


1  +  A?« 
2k     ' 


itsteht   die  folgende,  unter  der  Bedingung  modt  <[  1  gültige 

dckelang 

1 


V(l  —  <2)  (1  _  Jci  t'i) 


2.4 


2.4.6 


darin  ist 


f*n  = 


d„[(v^^m 

dif 


1   _|-  jt« 

m  naeh  ausgeführter  Differentiation  v  =  — -— —  gesetzt  wird. 

^  /(/ 

e.    In  mancher  Hinsicht  bemerkenswerth  ist  die  Auflösung  der 
ncendenten  Gleichung 

e  =  usinz  +  t?, 

Ae  bei  geometrischen  und  mechanischen  Problemen  vorkommt  *). 
erste  der  Gleichungen  73)  wird  hier 

sine  =•  {z  —  v)  cos  e  oder    z  —  tanz  =  v^ 

che  für  z  =  x  -^  iy  und  bei  reellen  v  in  die  beiden  Gleichungen 
lallt: 


Fig.  31. 


♦)  Soll  z.B.  in  einer  Ellipse  AOB 
der  Radiusvector  FP  so  gelegt 
werden,  dass  derSector  -äF Peine 
gegebene  Grösse  S  hat,  so  ist 
Z.AOQz=:(o  mittelst  der  Gleichung 

28    ' 


CD  —  c  8tn  0)  = 


ab 


zu  bestimmen  (Theil  I,  Seite  375, 
Formel  2).  In  der  Theorie  der 
Planetenbewegung  heisst  diese  Auf- 
gabe das  Kepler' sehe  Problem. 


Seblömiloh,  AnalyBis.    H. 


8 
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2  8in2x  

^  ■"  2cos2x  +  e2y  -j-  g-sy  —  ^' 

ß2y  —  g— 2y 

^  ^        2cos2x  +  e2y  .{_  g-sy 

Man  übersieht  sofort,  dass  x  und  y  von  t;  abhängen,  und  d^ 
deshalb  eine  vollständige  Auflösung  der  vorigen  zwei  Gle 
nur  dann  möglich  ist,  wenn  v  einen  gegebenen  Zahlwerth  h 
aber  hierbei  nicht  stehen  zu  bleiben,  wollen  wir  auf  die  gei 
gäbe  des  kleinsten  Modulus  von  u  verzichten  und  dagege 
suchen,  wie  viel  modu  wenigstens  betragen  muss,  gleichgül 
eben  Werth  v  besitzt.  Zu  diesem  Zwecke  ertheilen  wir  c 
chung  76)  die  Form 

e2y  _  ßr-2y           ß2y     I     g-2jf 
C0S2X  = r 

2y  2 

und  ziehen  hieraus 

stn^x  =  1 -. 

4y  4 

oder  nach  bekannten  Reihen 

worin  rechter  Hand  alle  Glieder  positiv  sind.  Diese  Gleichu 
dass  jedem  y  unendlich  viele  x  entsprechen,  ausgenommen 
Falle,  wo  die  Summe  der  Reihe  (ganz  abgesehen  von  der  linl 
mehr  als  die  Einheit  beträgt.  Weil  ferner  jene  Summe  gle 
mit  y  wächst,  so  ist  der  grösstmögliche  Werth  von  y  derje 
welchem  die  erwähnte  Summe  =  1  wird;  der  Maximal w* 
y,  welcher  Y  heissen  möge,  bestimmt  sich  daher  durch  die  G 


»2r  __  p-2r        ß2r  _j.  g-2r 
ä  4y  I  4         ■"" 


i_r ^—  +1 T^— =1 

oder 


Wie  in  I,  d.  folgt  hieraus 

r=  1,199678. 

Auf  u  zurückgehend,  können  wir  die  Gleichung 

z  —  V 

u  =  — : 

stnz 

mittelst  Nro.  75)  einfacher  schreiben: 
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u  =  sece  =  sec{x  -(-  iy) 

Ae^  •\-  e~y)  cosx  +  Hf  —  e'^»)smx  ^ 

erbalten  hieraus  für  den  Modulus  von  u,  welcher  R  heissen  möge, 

B  =  ^. L 

,    V2cos2x  +  e^v  +  er-^v 

T,  unter  Zuhülfenahme  von  Nro.  76), 

1  1 


B  = 


V 


e'y  -   e-2y  Vi    +    ly2    +    ^^^4    + 


4y 

r  Nenner  dieses  Bruches  wächst  gleichzeitig  mit  y  und  wird  am 
^ten  für  y  =  Y;  es  ist  daher 

1 


It>, 


Y^ 


2  v  ' 


Kftr  man  wegen  Nro.  78)  schreiben  darf 

B  ^  TT-TT-^^ i;^,    d.  i.  72  >  0,662742. 

kleinsta  it,  welches  man  durch  Auflösung  der  Gleichungen 

stnz  =  iz  —  v)cosz.  u  =  — : 

sinz 

könnte,    besitzt    demnach    einen    Modulus    von    wenigstens 
1742;   die  gesuchte  Reihenentwickelung  gilt  daher  ohne  Zweifel, 
madu  <;  0,662742  genommen  wird*).     Aus  der  Gleichung 

z  —  usinz  =  V 

nunmehr  für  jedes  reelle  v 

modu  <  0,662742, 
i  die  Coefficienten  mittelst  der  Formeln 


*)  Die  Üebereinstimmung  der  obigen  Bedingung  mit  den  Bedingungen 
»  d.  und  H,  b.  erklärt  sich  durch  den  Umstand,  dass  die  Gleichung 

z  —  usinz  =  V 
\)  z=z  \n  und  <8r  =  Itt  4-  C  mit  der  dortigen  Gleichung 

C  —  ucosl^  =  0 

bisch  wird.     Der  Modulus  des  kleinsten,  den  Bedinguugsgleichungen 
Agenden  u  erreicht  dann  gerade  die  untere  Grenze  0,662742. 

8* 
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ZU  bestimmen  sind. 

Die  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiationen  hat  s.  B.  ii 
dem  Falle /(jer)  =  z  keine  Schwierigkeit;  sie  giebt 

z  z=,  V  ^  usinv  +  lu^sin2v 

+  lu^ißsinSv  —  sinv)  +  \u*(2sin4:V  —  8in2v) 

+  ^u^(l26sin5v  —  81s«n3f;+  2sinv)  -[-••.. 

und  bei  reellen  u  ist  0  ^  u  <^  0,662742  zu  nehmen*). 


*)  Die  Bedingungen  für  die  Convergenz  der  obigen  und  eiii 
ähnlichen  Reihe  sind  zuerst  von  Laplace  mittelst  eines  ziemlich  w«i 
läufigen  Verfahrens  entwickelt  worden  (Memoires  de  PAcademie  di 
sciences,  tome  VI,  an.  1823,  p.  61),  welches  auf  einer  bei  grossen  n  ang« 
näherten  Bestimmung  des  Werthes  von  ^1.4.1  :  (nK)  beruht.  Eine  gl 
nauere,  von  der  Theorie  complexer  Variabelen  ausgehende  Untersuchmi 
hatCauchy  geliefert  (Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  mathematiqül 
1841);  sie  ist  später  von  Puiseux  vervollständigt  worden  (Lionvill^ 
Jouinal  de  Mathem.  tome  XIV). 


DIE    PERIODISCHEN   REIHEN. 


Die   periodischen    Reihen. 


I.    Einleitende  Betrachtungen. 

Wenn  eine  Function  der  Yariabelen  s  in  eine  Potenzenreihe  ver^ 
^idelbar  ist,  wenn  demnach  innerhalb  gewisser  Grenzen  eine  Glei- 
Hmg  Ton  der  Form 

Htirt,  BO  bietet  die  Substitution  z  =  r(co8  u-\-V —  1  sin  u)  ein 
ntel,  um  zwei  neue  Gleichungen  abzuleiten,  in  denen  die  vorkom- 
laiden  Keihen  nicht  nur  die  successiven  Potenzen  von  r,  sondern  auch 
b  Cosinus  und  Sinus  der  aufeinander  folgenden  Multipla  von  u  ent- 
llten.     Es  ergeben  sich  nämlich,  wenn 

/(rcosu  +  V  —  1  rsinu)  =  g)(r,u)  +  V — l^(r,u) 

netzt  wird,  durch  Yergleichun^  der  beiderseitigen  reellen  und 
i^[inären  Bestandtheile  die  neuen  Formeln 

9(r,ti)  =  c^  -{-  Circosu  -^  C2r^cos2u  ■]-  CzT^cosBu  -}"  •  • 
^(r,w)  =  Ci  rsinu  '{-C'2r^sin2u  +  Csr^sinBu  +  •  •  • 

So  erhält  man  z.  B.  aus  der  bekannten  Beihe  für  1(1  —  r)  die 
Idchungen 

~4?(1  — 2rcosw  +  r2) 

4a 


—  rcostt  +  —  r^cos  2tt  + -5- 
1  ^  o 


*    X  X  X 

=  '--rco8U'{-';rr^co8  2u'\'-r-r^co83u-^ , 


•    ••••, 
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,     /     rsinu     \ 

arctan  ( ) 

\1  —  rcosu/ 

=  --'rsinu  +  '^r^sin2u  +  -r-r^sinSu  + 
12  o 

wobei  jedoch  der  absolute  Werth  von  r  ein  echter  Bruch  sein  mufl 
Gleichungen  dieser  Formen  gestatten  eine  doppelte  Ansicht, 
nachdem  man  nämlich  r  oder  u  als  die  Hauptvariabele  ansieht, 
ersten  Falle  handelt  es  sich  nur  um  Potenzenreihen,  und  dann  müi 
selbstverständlich    die   Coefficienten    derselben    nach   der    für 
Mac- Laur  in 'sehen  Satz  geltenden  Regel  gebildet  sein,  also 

1  d^(p(r,u) 


CnCOsnu 


CnStnnu  = 


1.2...n         8r«     ' 
1  d**tl^(r,u) 


1.2...n         8r»     ' 

wobei  nach  Ausführung  der  Differentiationen  r  =  0.  zu  setzen 
Während  man  hier  auf  Bekanntes  zurückkommt ,  bietet  dagegen 
zweite  Fall  Gelegenheit  zu  einer  neuen  Untersuchung;    denn  sehr 
man  zur  Vereinfachung 

1)  9?(w)  =  Co  +  Ai  cosu  +  A2Cos2u  -\-  AsCosSu  -^  '  •  •  •, 

2)  t(u)  =  Bisinu  -+-  B2Sin2u  +  BsSinSu  +  ••••, 

80  kann   die  Frage  nach   dem  Bildungsgesetze  der  Coefficientei 
AuA2eic,,  Bi^B^etc.  gestellt  werden.  Dieselbe  lässt  sich  mittelst 
leicht  beweisbaren    Satzes    beantworten,    dass   die  bestimmten 
tegrale 

n  n 

—  /  cosmu  cosnu  du  =  —  /  [cos(m  —  n)u  +  cos(m  +  n)u]i 

0  0 

und 

n  n 

—  /  sinmu  sinnu  du  =  —  I  [cos(m  —  n)u  —  cos(fn  '^-n)u]ü 

0  0 

den   gemeinschaftlichen   Werth   Null  besitzen ,   so  lange  die  bd 

ganzen  Zahlen  m  und  n  von  einander  verschieden   sind,   dass 

hingegen    für  m  =  n    den  gemeinschaftlichen    Werth   1     erhal 

2 
Multiplicirt  man  nun  die  Gleichung  1)  mit  — cosnu  du  und  intej 

7t 

zwischen  den  Grenzen  u  =  0  und  u  =  Jt,  so  verschwinden  rec 


*)  Hinsichtlich der    Bedingungen,    unter    denen    die    Substiti] 

f  =5  r (CO« M-j-V—1  sinu)  erlaubt  ist,  verweisen  wir  auf  den  vox 
gehenden  Abschnitt. 
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l  alle  Integrale  mit  Ausnahme  des  einen,  welches  An  ftls  Factor 
ilt,  und  es  ist  hei  umgekehrter  Schreihweise 

71 

2  r 

An  =  ^  I  (pMcosnudtL 

0 

den  ersten  CoefEcienten  c^  findet  man  ähnlich 


n 


Co 


=  ly<iP(«)du=|^. 


0 

gleiche  Weise  erhält  man  aus  Nro.  2)  durch  Multiplication  mit 

n,nudu  und  Integration  von  t^  =  0  his  t«  =  sr 

n 


2    C 
Bn  =  —  I  t(u)sinnudu. 

71 J 


0 

nach   ist  z.  B.  mit  Rücksicht  auf  das  vorhin  gegehene  Beispiel 
»>  0 


n 


rn  2    ri  «^ 

n  TTj    2  '        ' 


0 

n 


2   r      .      (    rstnu    \   .. 

=  —  /  arctan  ( istnnudtc 

nj  \1 — rcosuj 

0 

Diese  Betrachtungen  hedürfen  einer  wesentlichen  Modification, 
Jd  die  Existenz  der  Gleichungen  1)  und  2)  nicht  sicher  ist;  dieser 
tritt  aher  ein,  wenn  die  Functionen  tp  und  ^  nicht  erst  aus  einer 
ction/  mittelst  der  anfangs  erwähnten  Suhstitution  ahgeleitet,  son- 
i  Tunnittelhar  gegehen  sind.  So  lässt  sich  z.  B.  schon  in  dem  ein- 
en Falle  il>(u)  ^=z  u  nicht  ahsehen,  oh  die  Gleichung 

u  =:^  Bi  sinu  -\-  B2  sin2u  -^r  B'i  sin^u  -^ '  •  •  • 
rhaupt  hestehen  kann;  gewiss  ist  sogar,  dass  die  etwaige  Gültig- 

derselben  auf  bestimmte  Grenzen  eingeschränkt  sein  muss ,  weil 
Reihe,  für  sich  betrachtet,  eine  periodische  Function  von  u  bil- 
,  welche  für  «*  =  «;,  w  =  2?r  +  t;,  w  =  4ä-4"^  etc.  dieselben 
rthe  annimmt,  während  die  linke  Seite  diese  Eigenschaft  nicht 
tzt.     Um  alle  derartigen  Fragen  zu  entscheiden,  wollen  wir  von 

linken  Seiten  der  Gleichungen  1)  und  2)  abstrahiren  und  die 
imen  der  vorkommenden  Reihen  direct  aufsuchen,  wobei  wir  den 
Oßcienten  Cq,  Any  B^  die  in  Nro.  3),  4)  und  5)  gefundenen  Werthe 
BD.  Schreiben  wir  in  den  letzten  drei  Formeln  t  statt  u^  so  haben 
unmittelbar 
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n  n  n 

=-    /  q>(t)dt-\'2  j  q)(t)co8UCOstdt  +  2  I  q)(t)cos2uco82tdti 


0 
TT 


•  •  •  +  2  /  q)(t)co8nucosntdt 

0 

liier  können  wir  alle  Integrale  in  ein  einziges  zusammenziehen  ni 

zugleich  jedes  doppelte  Product  zweier  Cosinus  in  eine  Summe  zwd 

Cosinus  zerlegen;  die  rechte  Seite  wird  dann 
n 

~  /  9(0[1  +  cos(t  —  u)-}-C08  2(t  —  u)-]-'  •  •  '\'C08n(t  —  u) 

0 

-f-cos(<  +  tt)  4-cos2(i  +  w)  +  •  •  •  +cosn(<  +  t*)]Jl 
und  wenn  die  Reihen  der  Cosinus    mittelst  der  hekannten  Formel 

I         ..       .         o       .  I  1    I  ^n{n  +5)® 

co8^  +  cos 2(0  +  cos 3(0  -|-  -**'\-co8nG:i^=- —  ~i — TTTIZTiTr^ 

Bummirt  werden,  so  erhält  jene  rechte  Seite  die  Form 


2  2sm^G7 


-I) (^-^)  ^ sin(n  +l)(t  +  u)\ 


kf^^H'^M^ 


0  2^"        "^  •'"^''2 


dt. 


u)  28inl(t'\-u) 

Für  unendlich  wachsende  n  ist  daher 

IÄq  +  ÄiCOSU-}-  Ä2C082u-\'  ÄzCOSdu -{-»'•  • 

3rl       J      2sin\(t'—u)    ^^"^      '         7      2sin|(f+«*)     ^^' 

und  auf  ganz  gleiche  Weise  findet  sich 

Bi  8inu  -\-  B2 sin  2  w  +  ^3  sm 3  w  +  •  •  •  • 

üt[       J      2s^l^|(*  —  w)      ^'  J      28in\{}.-\-u)       ^' 

Wie  man  sieht,  kommt  die  Summirung  der  Reihen  in  1)  und  2)  1 
die  Ermittelung  der  Grenzwerthe  zurück,  welchen  sich  zwei  Integr 


*)  Von  der  Richtigkeit  derselben  überzeugt  man  sich  leicht  dadur 
dass  man  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  2sm|(u  multiplicirt  undlinl 
Hand  die  Formel 

2cosasm&  =  sm(a  +  6)  —  sm(a  —  h) 
für  a  =  (u,  2  (u,  3  Ol, . . .  nco  und  &  =  |a)  in  Anwendung  bringt 
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ähnlicher  Zusammensetznng  hei  nnendlich  wachsenden  n  nähern, 
it  man  im  ersten  Integrale  l(t  —  u)  =  ö,  im  zweiten 
-f-  tt)  =  d,  so  erhalten  heide  Integrale  die  gemeinschaftliche 
m 


/ 


a 
1  es  bleiht  demnach  unsere  Aufgabe,  den  Grenzwerth  zu  finden, 
Jen  welchen  der  vorliegende  Ausdruck  bei  unendlich  wachsenden 
convergirt.  Dieses  Problem  steht  übrigens,  wie  sich  nachher 
gen  wird ,  mit  einem  anderen  und  etwas  einfacheren  in  nahem 
Bammenhange;  wir  werden  uns  daher  zunächst  mit  dem  letzteren 
ichaftigen. 


IL   Bestimmung  von  Lim  I  ^J!l^F(ß)de  für  p  =  qo 


jsinpd 


a 


Wir  betrachten  zunächst  das  Integral 

0 

d  setzen  dabei  voraus,  dass  y  und  p  beliebige  positive  Grössen 
id,  und  dass  die  Function  F(ß)  von  0  =  0  bis  0  =  y  eindeutig, 
dlich    und  stetig  bleibt  und  fortwährend  abnimmt ,   ohne  jedoch 

gativ  zu  werden. 

Mittelst  der  Substitution  pO  =  x  ergiebt  sich  zunächst 

0 

isProducti^y  kann  man  in  ein  Vielfaches  von  7C  und  in  eineü 
st  zerlegen,  der  weniger  als  7t  beträgt,  man  darf  also 

py  =  qTt  +  Q,  0  ^  9  <  jr 

Äcn,  wo  2  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  welche,  beiläufig 
merkt,  gleichzeitig  mit  der  beliebigen  positiven  Zahl  p  ins  Unend- 
he  wächst.     Das  Integral 
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gestattet  nun  eine  Zerlegung  nach  folgendem  Schema 

0  0  71  2n  (q—i)7i      qn 

es  hesteht  also  aus  q  Integralen  von  gleichem  Integrationsinterra 
und  aus  einem  ßestintegrale,  welches  wir  mit  Rq  bezeichnen  woll 
Da  sinx  von  0  bis  n  positiv,  von  yt  his  2yt  negativ,  von  29r  bis  I 

wieder  positiv  ist  u.  s.  w. ,  da  femer  der  Factor  —  Fl  —  j  imn 

positiv  bleibt,  so  hat  das  erste  jener  q  Integrale  einen  positiven,  c 
zweite  einen  negativen  Werth  und  so  alternirend  weiter;  man  di 
hiernach  schreiben 

3)    Sp=üi-'  Ü2  +  U^^  ü,  + +  (-  l)«+i  ü^  +  1 

wobei  selbstverständlich  üi ,   Ü2,   ü^  etc.  die  absoluten  Werthe  i 

einzelnen  Integrale  bezeichnen.      So  ist  z.  B.  Un  gleich    dem  ab 

luten  Werthe  von 

n 
fiin  X       /  /K  \ 

dXf 


sinx  ^ / ^ \ 
X         \p') 

(n-l)7I  -^ 


/ 


oder,  wie  die  Substitution  x  =  (n  —  1)  x  +  ^  zeigt. 


n 


J      j/  (n~l)Ä  +  |     \         p         )    ^ 
Vergleicht  man  hiermit  das  nächstfolgende  Integral 

und  beachtet,  dass  die  Function  ^abnimmt,  ohne  negativ  zu  werdi 
so  erkennt  man  sofort  die  Richtigkeit  der  Ungleichung 

sint         ^  ({n  —  1)  ;r  4-  S\  ^     sin^  /n  gr  +  g\ 

(n-l);r  +  |     V  i>  /  ^  ^^  +  ^       V     P     )' 

woraus  folgt 

Die  "Werthe  der  U  bilden  hiernach  eine    fallende  Reihe ,   der  A 
dass  üi  "^  U2  '^  ü's  '  •  '  ist. 
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Sehr  anschaulich  werden  diese  Schlüsse,  wenn  man  sich  Sp  als 
von  X  =  0  hia  X  =  qn  -}-  g  gehende  Fläche  derjenigen  Curve 
kt,  welche  in  rechtwinkligen  Coordinaten  durch  die  Gleichung 


sinx  ^/  x\ 


{timmt  ist  (Fig.  32).     Die  Curve  beginnt  mit  der  Ordinate  OB 
P(0),  durchschneidet  die  Abscissenachse  an  den  Stellen  0^i=?r, 

Fig.  32. 


i 


Ms  =  2ä,  OAs  =  3 w,  •  •  •  •  OAq  =  gar,   und  bildet  demnach 
Reihe  von  Zügen  BAi^   A1B1A2,   A^B^A^   etc.,  welche  ab- 
shselnd  über  und  unter  der  Abscissenachse  liegen.     Abgesehen 
Vorzeichen  ist  die  Maximalordinate  jedes   Zuges   grösser  als 
Maximalördinate  des  nächsten  Zuges,  so  dass  die  einzelnen  Züge 
mehr  und  mehr  der  Abscissenachse  nähern.     Die  Grössen  Z7i, 
üs  etc.  sind  die  absoluten  Werthe  der  Flächen  der  einzelnen 
^6  und  zwar  beträgt  jede  solche  Fläche  mehr  als  die  folgende ; 
Restintegral  Bq  bedeutet  die  über  AqC  •=  Q  stehende  Fläche 

Wenn  in  einer,  aus  beliebig  Vielen  alternirenden  Gliedern  ge- 
lten Reihe 

^1    —    1^3    +    üi    +    1^4    +    •  •  •   •    +    (-   1>+'    TJq 

Terra  grösser  als  der  nächstfolgende  ist,  so  beträgt  die  Summe 
*Reihe  bekanntlich  mehr,  als  irgend  eine  gerade,  dagegen  weniger, 
irgend  eine  ungerade  Anzahl  von  Gliedern;  bezeichnet  demnach 
+  1  eine  ungerade  Zahl  <;  g,  so  ist  nach  Nr.  3) 

^1    —    ^2    +    ^3   —    1^4    + U^j, 

<::Sp  —  Eq<: 

^1  —  ^2  +  ^3  —  ^4  + h  ^2in 

ier,  vermöge  der  Bedeutung  der  27, 
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tkn  (2*+i)7r 

Bequemer  ist  es,  statt  dieser  Ungleichung  eine  Gleichung  zu  8cl^ 
hen,  indem  man  den  Satz  henutzt,  dass  irgend  eine  Ungleichi 
-A  <  JH  <  5  durch  die  Gleichung  M  =  A  +  b(B  —  Ä)  era^ 
werden  kann,  worin  6  einen  nicht  näher  bestimmten  positiven  ecij 
Bruch  bezeichnet ;  man  hat  daher 

üin  (2i+l)77 

4,  s,-E,^ff^r(ty.  +  .f^F(fy. 


2kn 


Wendet  man  auf  das  Restintegral 

qn  ^ 

die  bekannte  Formel  an 

V 

6 

fAx)dx  =  (b—a)f(a  +  »[b  —  a]),       0<Z9 


<1. 


a 


SO  erhält  man 


sin  (qx  +  &q) 


Ä,  =  e 


gjr  +  &Q 


^/qx+»Q\ 


und  auf  gleiche  Weise  findet  man 

(2*+])  71 


Die  Gleichung  4)  gestaltet  sich  nun  zur  folgenden 

_  (_  ,y  _£!^^(y  _  OLzi^\ 


2Jt77 


lässt  man  hier  k  constant  bleiben,  dagegen  p^  mithin  auch  ff, 

endlich  wachsen  und  beachtet,  dass  —  <; <?effen   die  Null  ( 

P  P 

vergirt,  so  gelangt  man  zu  der  Gleichung  i 
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S.  =  F(0)f^  i.  +  i|  F(0). 
bei  das  Product  der  drei  echten  Brüche 

irz  mit  £4   bezeichnet  worden  ist.     Aus  der  vorigen  Gleichung  er- 
11t  nun  unmittelbar,  dass  die  Differenz 

2kn 


0 

diebig   klein  gemacht  werden  kann,   wenn    man   die  willkürliche 
inze  Zahl  h  gross  genug  wählt;  es  ist  daher  für  Je  =  co 


l 


00 


0 

▼ermöge  der  Bedeutung  von  S» 

r 


Limf^  F(d)  de  =  mj'^  dx. 
0  0 

Im  Folgenden  sei  zur  Abkürzung 

OD 

r  sinx 

0 

kennt  zwar  diesen  Integralwerth  aus  anderen  Untersuchungen 

jh  ist  diese  Kenntniss  vorläufig  nicht  erforderlich,  vielmehr  ge- 

die  Bemerkung,  dass  K  einen  endlichen  Werth  hat,  wie  sich 

cht  ergiebt,    wenn  man  die    vorige  Untersuchung   für  den  Fall 

\fi)  =  1  wiederholt  und  dabei  berücksichtigt,  dass  K  einer  fallenden 

ahe  gleichkommt,   deren  Glieder  alternirende  Vorzeichen  besitzen. 

In  der  bis  jetzt  entwickelten  Formel 

y 

jAm  J-^^  F(d)dO  =  KF(0) 
0 
die  Function  F(ö)  an  die  zu  Anfang  dieses  Abschnittes  erwähnten 
ingnn^en  gebunden;   es  gilt  nun,  jene  Bedingungen  so  weit  als 
rlich  wegzuschaffen. 

Wenn  die   Function  F(ß)  bei  ihrer  continuirlichen  Abnahme 
ative  endliche  Werthe  annimmt,  so  lässt  sich  immer  eine  positive 


128  Die  periodischen  Reihen. 

endliche  Constante  A  der  Art  wählen,  dass  A  +  F(f))  nur  posii 
Werthe  erhält.  Die*  Formel  5)  ist  dann  auf  die  positiv  abnehme 
Function  A  +  F(6)  anwendbar  und  giebt 

LmJ  *!!^[^  +  F(d)]de  =  K[A^  F(0)l 

0 

oder  durch  Integration  der  einzelnen  Theile 

0  0 

Man  bemerkt  nun  leicht,  dass  die  Formel  5)  noch  für  den  I 
F(6)  =  1  gilt,  dass  also 

^^Jsinpd  ^g  _  ^ 

0 

ist,  was  man  übrigens  auch  mittelst  der  Substitution  pO  =  x  fim 
kann;  die  vorhergehende  Gleichung  reducii-t  sich  daher  auf 

UmJ^^  F(e)  dB  =  KF(0\ 

0 

d.  h.  die  Gleichung  5)  bleibt  auch  für  solche  continuirlich  abn 
mende  F(0)  richtig,  welche  das  Gebiet  des  Negativen  betreten. 

Wenn  die  Function  F(d)  von  Ö  =  0  bis  Ö  =  y  continuirl 
zunimmt,  ohne  jedoch  unendlich  zu  werden,  so  ist  B  —  F(ß)  e, 
abnehmende  Function,  wobei  B  eine  beliebige  Constante  bezeichi 
Die  Formel  5)  kann  nun  auf  die  Function  B  —  ^(ö)  angewen 
werden  und  liefert 

UmJ  ^^  [5-.F(0)]d0  =  K[B  —  F{0)1 

0 

Durch  Integration  der  einzelnen  Theile  gelangt  man  analog  d 
Vorigen  zu  dem  Satze,  dass  die  Formel  5)  auch  für  zunehmei 
Functionen  richtig  bleibt,  dass  sie  also  überhaupt  für  solche  F 
gilt,  welche  von  0  =  0  bis  ö  =  y  eindeutig,  endlich  und  ste 
bleiben  und  entweder  nur  abnehmen  oder  nur  wachsen. 

Mittelst  dieses  Satzes  lässt  sich  der  Betrag  von 

'^sinpO 


ijmj  ^-^  Fie)de, 


€t 
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/}  2>  «  >^  0  bestimmen,  faUs  F(ß)  von  0  =  a  bis  0  =  /J  die- 
sen Eigenschaften  besitzt,  die  soeben  för  das  Intervall  0  =  0  bis 
=  y  vorausgesetzt  wurden.  Wenn  J'(ö)  von  0  =  0  bis  d=a=OA 
Fig.  33  einen  beliebigen  Verlauf  FQ  hat,   dagegen  von  0  =  a 


Fig.  83. 


Fig.  34. 


i»  Ä  =  /5  =  OB  continuirlich  abnimmt  und  demnach  längs  AB 
nrch  die  fallende  Curve  OH  repräsentirt  wird,  so  kann  man  sich 
■e  andere  Function  J\  (ff)  denken ,  welche  auch  von  0  =  0  bis 
=  a  nur  abnimmt  und  von  0  =  a  bis  0  =  /5  mit  F(d)  identisch 
I,  deren  Bild  also  die  immer  fallende  Curve  Fi  OH  ist.  Ebenso 
ai  sich  einer  von  0  =  0  bis  0  =  a  beliebig  verlaufenden  und 
)n  0  =  «  bis  0  =  /5  zunehmenden  Function  F(0)(in  der  Fig.  34 
Ir  Curve  FOH)  eine  durchaus  wachsende  Function  Fi  (ff)  (die 
irve  Fl  OB)  substituiren,  die  von  0  =  a  bis  0  =  /3  mit  F(0) 
ttammenfallt.     Es  ist  nun 

Zimf^F,(e)dß  =  Um  \fj!^F,(d)de 


-/ 


sinpd 


Fl  (0)  de 


=  jrFi(O)  —  KF,(0)  =  0, 


iOiin,    wenn  im  ersten  Integrale  ^i  (0)  durch  die  innerhalb  des 
ttegrationsintervalles  mit  Fi  (0)  identische  Function  F(d)  ersetzt 


Limf^ 


F(d)  de  =  0,        /3  >  «  >  0. 


a 


»ehiömilch,  Acalysis.  IL 
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Die  Formeln  5)  und  6)  lassen  sich  durch  folgende  Bemerl 
wesentlich  erweitem.  Wenn  die  Function  F(d)  von  ö  = 
0  =:  y  eindeutig,  endlich  und  stetig  bleiht,  im  Uebrigen  abe 
wächst,  bald  abnimmt,  so  besitzt  sie  zwischen  O.und  y 
Maxima  und  Minima,  welche  der  Reihe  nach  an  den  Stell 
ft2,  •  •  '  f*r— 1,  f*r  eintreten  mögen.     Das  Integral 

pJa^Fmäe 

0 

lässt  sich  nun  nach  folgendem  Schema  zerlegen: 

y  ^^  lUi         '  jur  y 

I  =/   +/+'"+/  +/ 

0  0  ^l  f4r—l  fJlr 

und  dabei  sind  die  einzelnen,  rechter  Hand  vorkommenden 
grationsintervalle  so  beschaffen,  dass  F (ß)  innerhalb  eines  s 
Intervalles  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt.  Zufolge 
Umstände s  convergirt  das  erste  Integral  rechter  Hand  gegi 
Grenze  ä^jP(O),  alle  folgenden  Integrale  dagegen  verschwind 
wachsenden  j>  (nach  Formel  6);  damit  kommt  man  wieder  a 
Gleichung  5)  zurück.  Durch  ganz  dieselben  Schlüsse  überzeug 
sich  leicht,  dass  auch  die  Formel  6)  auf  solche  Functionen  ausg< 
werden  kann,  die  zwischen  a  und  ß  bald  wachsen,  bald  abn( 
Um  noch  den  Fall  einer  etwaigen  Discontinuität  von  J 
Betracht  zu  ziehen,  wollen  wir  voraussetzen,  dass  sich  F(ß)  i 
zwischen  0  und  y  liegenden  Stellen  Aj,  A2,  •  •  •  A  ,spmngw< 
dere,  ohne  jedoch  unendlich  zu  werden.  Jedem  solchen  A  entsp 
dann  zwei  Functionswerthe  F{k  —  0)  und  F{k-\-0)^  währe 
Uebrigen  zu  jedem  0  nur  ein  Functions werth  gehört.  Zerleg 
nun  das  Integral  nach  folgendem  Schema: 

y  ^i-o       Xjpo       ^8-0  y 

/  =/  +/  V  +•••+/• 

SO  ist  F(ß)  in  jedem  der  rechts  vorkommenden  Integration sint< 
für  sich  genommen,  eindeutig,  endlich  und  stetig,  mithin  con^ 
das  erste  Integral  rechter  Hand  gegen  den  Grenzwerth  K 
während  die  folgenden  Integrale»  verschwinden.  Damit  wir« 
wieder  auf  die  Formel  5)  zurückgeführt.  Mittelst  ganz  dei 
Zerlegung  lässt  sich  auch  die  Formel  6)  auf  solche  Functionei 
ausdehnen,  die  zwischen  a  und  ß  beliebig  oft  discontinuirlic] 
nicht  unendlich  werden. 
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Zur  vollständigen  Erledigung  des  Gegenstandes  gehört  scblieseu 
K  die  Bestimmung  der  Constanten  JT.  Da  diese  weder  von  p  noch 
II  y,  noch  von  der  Natur  der  Function  F(d)  abhängt,  so  kann 
pend  eine  Spepialisirung  von  y,  p  und  ^(ö)  zur  Ermittelung  von 
benutzt  werden. 

Am  besten  eignet  sich  hierzu  die  Wahl 

d  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten  möge,  und  F(d)  inner- 
der  Grenzen  0  und  |:r  den  Bedingungen  der  Eindeutigkeit  und 
Uchkeit  genügt.    Es  ist  nun 


J  stnu 


0 

wenn  man  die  Gleichung 

j(2n+  ^)^  —  i^2[eos2e  +  cos4.e  +  cos6e-\ \-cos2nd] 

und 

Aasföhrung  der  Integration  benutzt 

Das  Gesammtresultat  der  vorigen  Untersuchung  besteht  in  dem 
dass  für  beliebige  positive ,  unendlich  wachsende  p  die  For- 
gelten 

y . 
^^J  smp^  ^^^^ dd  =  l^  F(0),    y  >  0, 


I^^J'-^  F(ß)de  =  0,  ^  >  «  >  0, 

a 
F(0)  innerhalb  des  betreffenden  Integrationsintervalles   ein- 
nnd  endlich  bleibt. 
jÜm  hier  gleich  ein  paar  Anwendungen  zu  zeigen,  wollen  wir 
>rige  Summenformel  7)   allgemeiner   zwischen    den   Grenzen 
0  und  ö  =  y  integriren ;  diess  giebt 

11  1 

y  H"  -7sin2y  -}-  —sin4y  +  •  •  •  H —  sin  2ny 


7  y 

sm(2w  +1)6  ,.        rsin(2n+l)       Ö 


J  Sinti  J 


d  '  Sinti 

0  0 


dti. 
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Unter,  der  Voraussetzung  y<i^  bleibt  die  Function  OisinO  ei 
von  0  =  0  bis  ö  =  y,  mithin  ist  durch  Uebergang  zur  Gren: 
unendlich  wachsende  n 

y  -f  jstn2y  +  |sm4y  -f  |stn6y  -f  .  •  •  •  =  \n, 

0  <  y  <  JT, 

oder  für  y  =  |tt 

\{Tt  —  u)  =  Jsinw  +  Jsm2w  +  |s«n3t*  +  •  •  •  •» 

0  <  w  <  2;r. 
Man  gelangt  zu  einem  analogen  Resultate,  wenn  man  die 
beweisbare  Gleichung*) 

2[sm20  +  sm40  +  sm60  +  •  •  •  +  st»2n0] 
=  cofö  +  8in2nd  —  cos2nOcotd 

-    ,      .   ^    .        sm(2n+l)e~gin(2n-l)fl^ 
=  co<0  +  stn2n0 ^jr^ ( 

mit  dO  multiplicirt  und  zwischen  zwei,  vorläufig  noch  nicht  i 

bestimmten  Grenzen  d=a  und  d=ß  integrirt.  Zunächst  ergiel 

cos2u  —  cos2ß  ,  cos4a — cos4ß  ,        ,  cos2na  —  co82n 
i + 2 +•••  + -;j 

,  .   >,      ,  .       ,  cos2na  —  cos2nß 

=  Istnß  —  Istna  A r- 

2n 

8  B 

-27 e ^;^"^^^^+2j  — ö Sie*" 

und  wenn  hier  0  <^  a  <^  /J  <^  ä  genommen  wird,  so  bleibt  die  Fm 

endlich  innerhalb  des  Integrationsintervalles.     Nach  Formel  i 

man  nun  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsei 

cos2u — cos2ß    ,    co84a  —  cos4ß     •  cos6a — cosßß    , 

i + 2 + 3 +•' 

=  lsinß  —  Wn«,  0  <^  a  <C  ß 

Specieller  für  jJ  =  ja,  a  =  Jt*  und  unter  Anwendung  der  bal 
ten  Formel  1  —  i  +  l  —  i"!"  etc.  =  i2  folgt  hieraus 

—l(2sinlu)=lcosu  +  lcos2u+lcos3u  +  ...,  0<a< 
Die  beiden  erhaltenen  Summenformeln  geben  zu  erkennen,  da 
auf  S.  119  beispielsweis  angeführten  Reihenentwickelungen  an 
dem  Grenzfalle  r  =  1  gelten,  sobald  die  (sonst  beliebige)  Var 
u  auf  ein  bestimmtes  Intervall  eingeschränkt  wird. 

*)  Wird  nämlich  beiderseits  mit  sinß  multiplicirt  und  linker 
jedes  doppelte  Product  zweier  Sinus  in  die  Differenz  zweier  Cosinu 
gesetzt,  so  entsteht  eine  identische  Gleichung. 
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m.  Bestimmimg  von  Limf^^^/(e)de  für  m  =  «. 


Im  Folgenden  vollen  wir  die  Gleichung  9)  auf  den  Fall 

iden  und  dabei  voraussetzen,  dass  f(0)  eine  von  0  =  0  bis 
y  endlicb  bleibende  Function  sei.  Für  ö  =  0  erhält  F(0) 
endlichen  Werth  F(0)  =/(0),  für  d  =  x,  27t,  3  x,  etc.  wird 
|[en  J^(0)  im  Allgemeinen  unendlich;  um  diese  Fälle  auszu- 
,  müssen  wir  vorläufig  y^<^  ^  voraussetzen    und  haben 

y 


0 


Anders  gestaltet  sich  die  Sache  für  y  =  jt.  Da  hier  die  Glei- 
9)  nicht  unmittelbar  zur  Anwendung  kommen  darf,  so  be- 
wir  erst  die  Zerlegung 


a 

substituiren  im  zweiten   Integrale    rechter  Hand  0  =  7C  —  i^» 
;h 


n 
rsinmß 

J    sind 
in 


I      .  /^  f(ß)d6  =  —  cosmTt  I  —. — - 


Hiemach  ist,  wenn  wir  m  als  ungerade  Zahl  voraussetzen  und 
fj  wieder  0  schreiben 

stnO  J    stnO  J    stnO 


In 


0 

II  letzte  Integral  ist  ebenso  gebildet,  als  wenn  in  Nro.  9) 
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/?  =  !«,        ^-(0)  =  ^  i/(ö)  +/(«  -  m 

gesetzt  worden  wäre,  und  da  diese  Function  von  d=  0  bis  6  '- 
endlich  bleibt,  so  folgt 

n 

1 1)  Limf'^m  de  =  \z  r/(0)  +/(«  -  0)]. 

0 

Durch  die  genaue  Schreibweise /(;r  —  0)  wird  bier  angedeutet 
eben  Werth  von/(3r)  man  in  dem  Falle  zu  nehmen  hat,  wo 
f(6)  iüT  6  =  7t  eine  Unterbrechung  der  Continuität  erleidet 

Mittelst  der  Formel  11)  ist  leicht  zu  entscheiden,  wie  sie 
Sache   gestaltet,   sobald    y  ein    Vielfaches    von  7C   ausmacht, 
y  =  hst.     Die  Zerlegung  des  Integrationsintervalles  giebt  zui 
hn  n  271 

J    Sind  J    Sind  J    stnO 


n 

I  sin 

"  •  •  "T    1    — ~ 


— /( 
sine  '^^ 

(A— i)7r 
und  wenn  wir  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  ö  =  ^,  im  zi 
d  =  n  -^  tj,  im  dritten  0  =  2;r  +  V  ®*^*  substituiren,  so 

ten  wir 

hn 

^sinmO 


0 


/(e)de 


n  n 


J    Sinti  '      J    stnrj     ^      ■     i/     «    « 


J     stnrj 


stnrj 
0  ' 

Die  Integrale  recbter  Hand  lassen  sich  in    ein  einziges  zusaj 

ziehen,  wobei  wir  wieder  0  statt  rj  schreiben  wollen.     In  der  8 

stehenden  Gleichung 


/ 


sind 

0 

n 


=/^^[/(0)+/(«  +  0)+/(23r  +ö)  +  ...  4-/(Ä -  1 «  + 
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ist  die  rechte  Seite  ehenso  gehildet,  als  wäre  in  Nro.  11)  statt /(d) 
^ifie   endliche  Reihe  /(ö) +/ (^  +  ö)  +   etc.    gesetzt  worden;   der 
febergang  zur  Grenze  für  m  =  oo  liefert  demnach 

2)  W^V)^g  =  »li/(0)+-^^"~"^+-^^"+"^ 


.  /(2jr— 0)+/(2«  +  0)  ,        , 
"1 K r'"+ 


/(Ä— 1 «— 0)4-/(Ä— 1«+0) 


+  l/(Ä«  -  0)}. 

Wir  hahen  endlich  noch  den  Fall  zu  hetrachten,  wo  y  zwischen 
li  benachharten  Vielfachen  von  %  liegt,  mithin  y  =  Ä  :np  +  9  und 
f  <C  Ä  ist.   Unter  dieser  Voraussetzung  zerlegen  wir  wie  folgt 


sinmd 


hn 
sinmd 


J    stnO  J    st 


f{ß)dQ 


hn  +  Q 
sinmd 


Csin 
^J  Ti 


f(e)de 


sind*^^"^^^    '  */    sind 
0  0  hn 

Bubstituiren  im  zweiten  Integrale  rechter  Hand  0  =  h^  +  V^ 

i  wir  zuletzt  wieder  0  statt  ri  schreiben;  diess  gieht 

lir  +  ^  hn  Q 

/9inmO  ..^.  ,^        CsinmO  ..^.^^    ,     Amwö  ^.^ 


0  0 

das  erste  der  rechts  verzeichneten  Integrale  benutzen  wir  die 

iell2),  für  das  zweite  die  Formel  10),  indem  wir  das  in  letzterer 

>mmende/(ö)  durch /(Ä;r  +  0)  ersetzen;  wir  erhalten  so*) 

/(Ä«-0)+/(Ä3r  +  0) 


|/(2«-0)+/(2«  +  0)^        _|_, 


} 


2  ■  '  2 

0  <  p  <  :np. 

Hiernach  lässt  sich  auch  der  Fall  y  =  co   behandeln,  indem 
sich  h  als  unendlich  wachsende  Zahl  denkt,  also  die  Reihen  in 
I)  und   13)  ins  Unendliche   fortsetzt.     Wenn  diese  Reihen  diver- 
i,  80  hat  das  Resultat  keine  Bedeutung,  convergiren  sie    aber, 
*B  moss  f(h  7c)  bei  unendlich  wachsenden  h  ins  Unendliche  abnehmen, 


*)  Die  Formeln  10)  bis  13)  hat  zuerst  Lejeune-Dirichlet  ent- 
rickelt  in  Crelle's  Journal  Bd.  IV,  S.  94  und  mit  mehrfachen  Erläu- 

igen  reproducirt  in  Dove's  Repertorium  der  Physik  Bd.  I,  S.  152. 

In  beiden  Orten  transformirt  der  Erfinder  das  oben  betrachtete  Integral 

litteist  derselben  Methoden,  welche  wir  auf  das  einfachere  Integral  in 

angewendet  haben;  der  hier  eingeschlagene  Weg  dürfte  indessen  be- 

ffiemer  sein. 
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and  dann  ist  es  gleichgültig,  vrelche  von  den  Formeln  12)  und 


13] 


in  Anspruch  genommen  wird.     So  erhält  man  z.  B.  für  f{ß)  =  C^ 


00 


Um  f'^e-eae 

J    sind 

0 


=  ^[|  +  e-^  +  e-2^+er-37r  +  ...]  =  |?J±^. 


rv.   Summiruiig  periodisclier  Reihen. 

Durch  die  vorigen  Untersuchungen  sind  wir  in  den  Stand  "^'^ 
setzt,  die  Summen  solcher  unendlicher  Reihen  zu  finden,  deren 
meiner  Term  durch  das  Integral 

n 

j  f(t)cosn(t  4^  x)dt 

0 

dargestellt  wird;  zur  Ahkürzung  henutzen  wir  hierhei  folgende'] 
Zeichnungen 


n  71  n 

14)  ün=\ff(t)dt  +Jf(t)cos(t'-x)dt+Jf(t)cos2(t—x)di-\ 

0  0  0 


?g 


+  I  fit)cosn(t — xm 


0 

n 


7f  71  7t 

15)  7„=\Jf(f)dt  +  ff(,t)cos(f  -[-  x)dt -\-J/it)cos2(t-\-x)dt- 


7t 


•  •  +  /  fit)cosn(t  +  x)i 


m 


Was  nun  die  erste  Reihe  betrifft,  so  können  wir  dieselbe 
folgende  Form  bringen 

71 

ün  =  Jf(t)[l  -\-  cos(t  —  a;)  +  cos  2(*  —  a;)  H \-  co8n(t  —  xy]dt] 

0 

und  erhalten  nach  einer  schon  mehrmals  benutzten  Summenformel 

TT 


"      o/  2stnl{t  —  x) 


Statt  t  führen  wir  eine  neue  Yariabele  co  ein  mittelst  der  Substitali 
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x)  =  G>  oder  t  =  2(0  -^  x  und  bezeichnen  die  ungerade  Zahl 
1  kurz  mit  m;  es  ist  dann 


i(7i-x) 


„         rsinnKo 


-Ix 


stno 


I 

/(2  a)  -f  ir)(?(ö. 


!8  Integral  lässt  sich  in  die  beiden  Theile 


5  (7I-X) 


— /(a?  +  2a))d[a)+  /  -^ /(aj+2G))(lai 

a* 
gen,  und  wenn  wir  im  ersten  Integrale  o  =  —  ö,  im  zweiten 

=  0  setzen,  so  wird 

I*  |(7I— X) 

0  0 

Vittelst  der  im  vorigen  Abschnitte  bewiesenen  Sätze  können 
P'fie  Grenzwerthe  bestimmt  werden,  gegen  welche  die  beiden 
jpale  convergiren,  sob^d  n  und  m  unendlich  wachsen.  Jene 
mrerthe  hängen  aber  von  dem  Betrage  des  x  ab,  und  daher  müs- 
iir  hinsichtlich  des  letzteren  bestimmte  Voraussetzungen  machen. 
'  beschränken  uns  dabei  auf  drei  Fälle,  ob  nämlich  a;  =  0, 
r  iwischen  0  und  x  enthalteu,  oder  =  X  ist.  Im  ersten  Falle 
Awindet  das  erste  Integral  wegen  der  gleichen  Integrationsgren- 
ond  das  zweite  convergirt  gegen  den  Werth  \^f(-{-  0).  Liegt 
tens  X  zwischen  0  und  ir,  so  hat  man  gleichzeitig  0  <^  l^  <i  ^ 
0  <^  \(pc  —  x)  <^  7Ct  mithin  convergirt  das  erste  Integral  gegen 
Crrenzwerth  |3r/(a?  —  0),  das  zweite  gegen  l^f(x-\-0).  End- 
för  Ä  =  Ä  verschwindet  das  zweite  Integral  in  Nro.  16)  und 
erste  convergirt  gegen  \nf(z  —  0).     Demnach  ist 

ffara;  =  0,  ^„=|^/(+0), 

a?  =  Ä,  TJ^  =  \^f{^  —  0). 

Eine  ganz  ähnliche  Behandlung  gestattet  F».     Man  findet  zu- 

bt 

n 


^"  -J  ^^^^     2sinUt+x)    ^* 

0 


ftrj(<  +  «)  =  ö. 
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^  rsinml 


oder  durch  Zerlegung 


s« 


0  0 

Im  Falle  o;  =  0  yerschwindet  das  zweite  Integral  von  w 
und  das  erste  convergirt  gegen  1 3r/(+  0).  Liegt  x  zwischen  0 
;r,  so  sind  \(pt  -\-  x)  und  ^x  gleichzeitig  zwischen  0  und  X  entha 
dann  convergiren  heide  Integrale  gegen  einen  und  denselben  G; 
werth.  Endlich  für  x  r=  jt  convergirt  das  erste  Integral  (nach 
11)  gegen  |3r/(;r  —  0)  +  |3r/(—  7C  +  0),  das  zweite  g 
I  ytf( —  Jt  -\-  0).     Zusammen  giebt  diess 

(für  o;  =  0,  F«  =  i«/(+  0), 

18)  J  „    0  <  a?  <  Ä,  F«  =  0, 

Addirt  man  jetzt  die  Gleichungen  14)  und  15)  für  n=:  oo,  i 
man  ihre  unter  Nro.  17)  und  18)  angegebenen  Summen  beacht< 
findet  man  nach  beiderseitiger  Division  mit  ;r,  dass  die  Summ 
unendlichen  Reihe 

7t  71  7f 

-Jf{t)dt-^^Jf{t)costdt.co$x  +  -ff(t)cos2tdt.cos2X'\ 

0  0  0 

durch  ^,        ^N    ,     /./     ,    rx\ 

/(+0),        /(^-0)+/(a.  +  0)^        ^(,_0) 

ausgedrückt  wird,  jenachdem  x  =  0  oder  0  <^  X  <^  7t  oder  x 
ist.     Dieses  Resultat  lässt  sich,  wenn 

TT 

^^  cosntdt 

0 

gesetzt  wird,  zu  folgendem  Theoreme  zusammenfassen: 

Wenn  die  Function  f(x)  von  x  =  0  bis   a?  =  ä 
lieh  und  stetig  bleibt,  so  gilt  die  Gleichung 

f(x)  =  i^o  +-4iCösa;4-  Ä2Cos2x+  ÄsCos3x  +  ••• 
für  alleWerthe  von  a?=0  hiB  x  =  st  inclusive  beide  ( 
zen;  erleidet  aber  f(x)  innerhalb  dieses  Intervallea 
Unterbrechung  der  Continuität,  ohne  jedoch  unendli 
werden,   so   ist  die  Summe  der  obigen  Reihe    gleich 


71 

19)  A„ = ^fm 
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ithmetischen  Mittel  aus  den  beiden  WertheO)  welobe/(a;) 
der  betreffenden  Sprangstelle  besitst. 

Durch  Snbtraction  der  Gleichung  15)  von  Nro.  14)  ergiebt  sich 
F  ganz  ähnliche  Weise,  dass  der  unendlichen  Reihe 
n  n 

—  I f{t)$intdt.sinx-\--'  I f{t)8in2tdt»sin2X'\' 


•  •  • 


0 

e  Summen 


^       /(.-0)+/(.  +  0)^       ^ 


■ommen,  jeoachdem  x  =  0,  oder  0  <^  x  <C  X  oder  x  =  x  ist. 
(ttebt  der  Abkürzung 


i>)  J?«  =!/■''(*)  ^ 


n 

sinnt  dt 


idangt  man  jetzt  zu  dem  analogen  Satze: 

Wenn  die   Function  f(x)  von  x  =  0  bis  o?  =  ^  endlich 
itetig  bleibt,  so  gilt  die  Gleichung 

f(x)  =  Bisinx  -\' B^sin2x  -\-  B^sin^x -\ 

alle  8 wischen  Ound;r  liegenden  Werthe  yono;  exolusive 
^de  Grenzen;  erleidet  aber  f{pc)  innerhalb  dieses  Inter- 
Ules  eine  Unterbrechung  der  Gontinuität,  ohne  jedoch 
lendlich  zu  werden,  so  ist  die  Summe  der  obigen  Reihe 
uch  dem  arithmetischen  Mittel  aus  den  beiden  Werthen, 
Welche  /(^)  an  der  betreffenden  Sprungstelle  besitzt. 

Zur  vollständigen  Discussion  der  vorigen  Reihen  gehört  Doch 
ie  Ermittelung  der  Reihensummen  for  den  Fall,  dass  x  ausserhalb 
M  Iniervalles  0  bis  sr  liegt.     Betrachtet  man  nun  in  der  Reihe 

\Aq-\-  Aicosx  -\-  A^cos2x-\-  AzC08Zx-\-  '•' 

als  wiUkührliche  Yariabele  und  versteht  unter  |  irgend  eine  zwi- 
]hen  0  und  JC  liegende  Zahl,  so  bemerkt  man  leicht,  dass  jeder  ein- 
dne  der  vorkommenden  Cosinus  für 
]f=2n  —  l,2n-\-l4:Ji-'  S,  4:7r  + 1,  Öjr  —  |,  6ä  +  |,---- 

itoselben  Werth  erhalt  wie  für  o;  =  §.  Das  Nämliche  gilt  auch  von 
kr  Reihensumme,  welche  demnach  eine  periodische  Function  von 
'ist  Für  negative  x  bleibt  die  Reihensumme  dieselbe  wie  für  gleich 
BQMe  poaitive  x.  Diese  Verhältnisse  werden  sehr  anschaulich,  wenn 
in  sich  die  beiden  Gurven  construirt  denkt,  deren  Gleichungen  in 
iditwinkligen  Goordinaten  sind  y  =  f[x)  und 

l)  r=  \Ä(i-\-AiC08X-\-  AiC082x-\r  ••• 
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Die  erste  Curve  NP  Qi  E  ist  willkührlioh,  (Fig.  35)  und  es  sei  darii 
P  Qi  der  Bogen ,  welcher  der  Abscisse  OLi  =  x  entspricht. 

Fig.  35. 


zweite  Curve  filllt  von  x  =  0  hia  x  =  jt  mit  der  ersten  Curve 
sammen,  für  x^  n  sowie  für  x  <C  0  besteht  sie  aus  einer 
von  Bögen,  die  dem  Bogen  P  Qi  congruent  sind.  In  der  Glei< 
21)  hat  man  daher  ein  Mittel  zur  Gonstruction  einer  wellenf5] 
CurvOj  in  welcher  der  von  o;  =  0  bis  x  =  ;r  reichende  Bogen 
dem  entsprechenden  Bogen  irgend  einer  gegebenen  Curve  ü1 
stimmt. 

Ganz  ähnliche  Betrachtungen  gelten  für  die  Reihe 

BiSinx  -\-  B2Sin2x  -^  BzSin^x  -\-  ••• 

Auch  hier  besteht  die  Curve,  welche  die  Reihensumme 
aus  congruenten  Bögen,  jedoch  liegen  dieselben  abwechselnd  über! 
unter  der  Abscissenachse  (Fig.  36).  So  offc.a?  gleich  einem  Vi< 


von  ^  wird,  verschwindet  die  Reihensumme;  die  zweite  Curve 
demnach   unendlich    viele  auf  der   Abscissenachse    liegende 
Punkte  vde  z.  B.  0,  Lu  L-i  u.  s.  w. 

Bevor  wir  Anwendungen  der  beiden  Theoreme  zeigen, 
wir  erst  die  Frage  erörtern,  unter  welchen  Umstanden  es  erlaubt 
vnirde,  die  Gleichungen 
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0  /(^)  =  IAq-^-  ÄICOSX  +  Ä2COS2X-\-  ÄsCOSSX -{•'•• 

3)  /(«)  =  Bi  sinx  +  J?2  sin  2x  +  B^sinSx  H 

i  Beziehnng  auf  x  zu  differenziren.     Die  Differentiation  der  ersten 
leichtiiig  giebt 

4)  f(^)  =  —  lÄiSinx  —  2A%sin2x  —  3il3Sin3a;  — ..., 
nd  es  bedarf  nun  der  Entscheidung,  ob  diese  Gleichung  richtig  ist 
•der  nichtb  Soll  aber/'(a;)  wie  eine  nach  Sinus  fortschreitende  Reihe 
otwiokelbar  sein,  so  mnss  erstens  f\x)  von  x  =  0  bis  o?  =  sr  end- 
ich  bleiben  und  zweitens  ist  der  Coefficient  von  sinnx  mittelst  der 
Formel  ^ 


7» 


^^  sinnt  dt 

0 

■I  bestimmen ;  die  Gleichung  24)  würde  daher  richtig  sein,  wenn  der 
^^i^fende  Coefficient  =  —  nAn  wäre.     Durch  theilweise  Integra- 
ergiebt  sich  leicht 

n  n 

iJ  f'(f)^^^^=^Y(^)^^^^^  — /(O)smO  —  nj  f{t)cosnidt\ 


=:  —[f(n)$in  nn  — /(0)smO|  —  nA^ 


wenn  hier/(0)  und/(Ä)  endliche  Grössen  sind,  so  ergiebt  sich 
der  That,  dass  der  gesuchte  Goefficient  denWerth  — nAn  hat.  Die 
erentiation  der  Gleichung   22)  ist  also  erlaubt,  wenn  f{x)  und 
(o;)  von  «  =  0  bis  re  =  9r  endlich  bleiben. 

Etwas  anders  gestaltet  sich  die  Sache  für  die  Gleichung  23), 
Differentialquotient  sein  würde 
i)       f(x)  =  IBiCosx-^-  2JB2COs2a? +  3^3  cos  3a; +  ••• 
Verwandelt  man  nämlich  /'(o?)  in  eine  nach  Cosinus  fortschreitende 
e,  so  bat  man  als  Coef&cienten  von  cosnx  den  Ausdruck 
n  n 

^Jf'(t)co8ntdt=^f{a)cosnx  — /(O)  +  nf f(t)  sinnt  dt^ 

ler  mit  dem  in  Nro.  25)  vorkommenden  Coefficienten  nBn  nicht 
istimmt,    ausgenommen    den   Fall  f(n)  =  /(O)  =  0.      Die 
Ferentiation  der  Gleichung  23)  ist  also  nur  dann  erlaubt,  wenn 
p)  und  f^(x)  von  a?  =  0  bis  a?  =  3r    endlich  bleiben   und  wenn 
teerdem  /(O)  =  /(«)  =  0  ist. 
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V.  Anwendungen  der  vorigen  Theoreme. 

A.   Beispiele  zu    Formel   22). 

Für/(a?)  =  X  erhält  man 

.  .  2    1  —  cosnx 

A  =  «,    ^  =  -^ — -, — 

mithin  i 

3r       4  (cosx       cosSx       cos6x 

oder 

26)  IX(\7C'-X)  =  \C08X  -\-  lC08  Sx  +  jgC0$6x  -{-'•' 

0  ^x  ^n. 
Die  Specialisimngen  x  =  0  und  x  =  n  führen  zu  Summenforme] 
welche  nach  §.  50  des  ersten  Theiles  schon  bekannt  sind. 
Die  Annahme 

f(x)  =  ^'  +  e~^^ 
worin  A  eine  beliebige  Constante  bezeichnen  möge,  liefert 

"*•  — «  A  '    ^''  —  «^^  '^    -'«*  -f  A» 

und  daraus  folgt 

^.        it  ^*-\-er^^ 1         kcosx       kcos2x IcosSx       ^^ 

27)        2*e*^--re-*^~2X'~12  +  A2  +  22  +  A2""32  +  A«"^  "' 

Da  der  Ausdruck  linker  Hand  für  negative  x  derselbe  ist,  i 
für  gleich  grosse  positive  x^  so  gilt  die  Gleichung  unter  der  etn 
erweiterten  Bedingung  —  n  ^  x  ^  7t, 

FiSir  f(jß)  =  cos (IX,  wo  (i  keine  ganze  Zahl  sein  möge,  ergii 
sich 

.    2  sin  im  2siniiit  ( — l)'»+^|[t 

mithin 

.         X  cosfix 1         ^cosx       ^cos2x      ficosBx 

^  2'smfiin:"~27t''"l2  — ^2~22  — ^2  +  32_^2 

was  Dasselbe  ist,  als  wenn  man  in  Nr.  27)  A  =  ^V—  1    gese 
hätte.    Auch  diese  Formel  lässt  sich  auf  das  Intervall  a;  =  —  x 
X  =.  -^  JC  ausdehnen.     Die  speci eilen  Werthe  a?  =  0  und  x  r= 
führen  zu  Gleichungen,  welche  von  den  im  ersten  Theile  in  §•  50  e 
wickelten  Formeln  6)  und  3)  nicht  wesentlich  verschieden  sind. 
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B.  Beispiele  zu  Formel  23). 

Die  Annahme  f(x)  =  1  giebt 

„         2     1  —  cosnn 

n  n 

[ihin 

))  \n  r=z\sinx  +  \sin^x  -\-\sinhx  -\-  ••••, 

0  <  a?  <  in:, 

sraus  z.  E.  für  o?  =  |;r  die  bekannte  Leibnitz'sche  Reihe  folgt. 
Nimmt  man  f{x)  =  x,  so  erhält  man 

(-_  i)n+i 

iDinacli 

J)  J  «  =  jsma?  —  \sin2x-\-\sin^x —  •  •  •  • 

b  die.  linke  Seite  für  o;  =  0  verschwindet  und  für  negative  x  die 
bnlichen,  aber  dem  Zeichen  nach  entgegengesetzten  Werthe  annimmt 
Y  f&r  gleich  grosse  positive  x,  so  lässt  sich  das  Gültigkeitsintervall 
■  Gleichung  ausdehnen  auf  —  tc  <^  x  <^  -\-  7t» 
\     Ersetzt  man   in  der  vorliegenden  Gleichung  x  durch  ;r  —  ic, 
k  gelangt  man  zu  der  schon  auf  S.  129  entwickelten  Formel 
0         5  (^  —  x)  =  \sinx  +  \sin2x  -f-  \sin  3aj  -|-  •  •  •  •, 
Üche  an  die  Bedingung  0  <^  x  <^  2x  gebunden  ist.     Das  arith- 
IBÜBche  Mittel  der  Gleichungen  30)  und  31)  führt  aufNro  29)  zurück. 
Durch  Substitution  von 

f{x)  =  e*^  —  e~^* 
kilt  man 

id  hieraus  die  Gleichung 
.  «   e^^  —  e—^^ Isinx        2sin2x      ^sin^x 

V  fT  '  ÜEir  ^— 1«  ""^  1  o    I      7o  ""  n<>    I      12  "t" 


•  •  .  •  I 


2    ^—e-^^      12+ A2      22  +  A2"^32+A2' 

ven  Gültigkeit  sich  leicht  auf  —  7t  <^  x  <i  -\-  n  ausdehnen  lässt. 
ittselbe  Resultat'  folgt  aus  Nro.  27)  durch  Dififerentiation  in  Be- 
Umng  auf  x. 

Mittelst  der  Substitution  f{x)  =  sin  ft  o;,  wo  ft  keine  ganze  posi- 
le  Zahl  sein  möge,  findet  man 

Ä  W2  U3 

id  demgemäss  ^ 

7C  »infix Isinx       28in2x  ,  SsinSx 

^  2 '«»fi3r~  1«  — fi2"~  22— ^2  +  3«—  fi«  '' 
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ein  Resultat,  dessen  Gültigkeit  auf  die  Grenzen  —  jr  <C  ^  <  - 
ausgedehnt  werden  kann.  Man  erhält  übrigens  dieselbe  Gleicli 
aus  Nro.  32)  wenn  A  =  ftV  —  1  gesetzt  wird. 

C.  Transformation  von  An» 

Für  manche  Anwendungen  der  Formel  22)  ist  eine  Tram 
mation  von  Wichtigkeit,  welcher  das  Integral 

71 


ß 


f(t)cosntdt 

0 

in  dem  Falle  unterworfen  werden  kann ,  wo  f(t)  eine  Function 
cost  darstellt,  wo  mithin /(<)  =  q)(cosi)  gesetzt  werden  darf.    ] 
gelangt  hierzu  auf  folgendem  Wege. 

Bezeichnet  wie  gewöhnlich  9^"^  (b)  den  w-ten  Differentialquoti« 
von  9(^),  80  ist  durch  theilweise  Integration 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Function  i\j{js)  sowohl  für  e  = 
als  für  jer  =  &  verschwindet  und  dass  qp^"""^)  {e)  von  jer  =  a  bis  jBt 
endlich  bleibt,  folgt  hieraus 

h  h 

f  q>^''\B)i\f{e) d0  =  —f(p(^-'^y(e)  ^'(^r) d£f. 

a  a 

Wendet  man  rechter  Hand  wieder  dasselbe  Verfahren  an  und  l 
voraus,  dass  ^'(a)  =  0,  ^'(b)  =  0  und  g)^'*""^^  (ä?)  innerhalb  dd 
tegrationsgrenzen  endlich  ist,  so  gelangt  man  zu  der  Formel 

b  b 

a  a 

Es  erhellt  von  selbst,  wie  sich  dieses  Verfahren  fortsetzen  lässt; 
n-malige  Anwendung  desselben  giebt 

b  b 

y  9<«)(£r)^(£r)(ijer  =  (—  1)«  /  q>{a)'^^''\z)de, 
a  a 

und  zwar  müssen  dabei  ^(£f),  ip'(e),  .  .  .  ip^**-^^  (js)  sowohl  für  xr : 
als  für  ;er  =  6  verschwinden  und  q?(x?),  qp' (£?),...  9^'»~^>(jer)  inner 
der  Integrationsgrenzen  endlich  bleiben.  Den  für  '^(js)  angegeb 
Bedingungen  genügt,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  die  Function 

^(;^)  =  (1  —  je:2)^4 

wenn  a  =  —  1,&=4~^  genommen  wird,  und  es  ist  daher 


+1 
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—1  -1  ^ 

jEidererseits  hat  man  (S.  7,  Formel  10) 

^-i(l_^2)«-i        (— l)«-i  1.3.5...  (2w—l)   .    , 

^;^^zä =  jj ^^ '"Sminarccose) 

iSKhm  auch 

+  1 


— 1 


^(«)(^)(1— ^2)«-2d^ 


1.3.5...(2n— 1) 


— 1 


,  .  dsm  (n  arc  cos  e)  , 
9W TZ »^» 


(2£r 


daraus  wird  mittelst  der  Substitution  arccos£i  =  t  oder  ezzzcost^ 


n 


r(p(''^(co8t)8in^Hdt 


1.3.5...(2n— 1) 


TT 


n 


/  q)(cost)d (sinnt) 


n 


lach  ist  umgekehrt 


=  1.3.5...(2n  —  1)  /  q){cost)cosntdU 


n 


0  /  (p(cost) 


n 


cosntdt  = 


-  I  q)^"^  (cost)  si 


sin^'^tdt, 


1.3.5...(2w— l)c 

F  0 

hierin  besteht  die  abzuleitende  Transformation*). 
Um  ihren  Gebrauch  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  wollen  wir  die 
cienten  in  der  Reihenentwickelung 

=  iJo  +  ÄiCOSX  -f-  Ä'2Cos2x  -[-•... 


Vi  —  2XC0SX  +  ;c2 
ler  untersuchen;  es  bedeute  hierbei  x  einen  positiven  oder  nega- 
echten  Bruch.     Die  Hnke  Seite  hat  die  Form  q)(cosx),  und 
ist 

W  (Z)    =     ^y 

\  Vi  —  2'iiz  +  x2 

iDithin 

\  9)^»>(^) X« 

"         ^       1  .3  .  5  ...  (2n—  1)        V(l  —  2xi&+^2)2n  +  i 


•)  Sie  findet  sich  zueret  in  einer  Abhandlung  von  Jacobi,Crelle'B 
Journal  Bd.  XV,  S.  1. 

Schlömilch,  Analysis.    II.  10 
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und  nach  den  hisherigen  Formeln 

_  2^    r         cosntdt  _  2x«  C  sJrfiHdt 

''~  nJ  Vi— 2xcos^  +  x3  ~    ^  /  V(l— 2xcos<  +  x2)2« 


~    ^  J  VVl  —  2 X cos <-fx2/    Vi  —  2x 


Behu&  einer  weiteren  Umwandlung  benutzen  wir  die  Substitution 

sint 
Vi  —  2xcost  +  «2 
und  ziehen  aus  derselben  die  beiden  Gleichungen 

Vi  —  2XC0S^  +  X2 1  (l'-XC08t)dt       

1— xcos^  Vi— .x2sin^w*     1  ""  27tcost  +  x« 

deren  Product  ist 

(7^  (2ti 


Vi  —  2xcost  +  x2        Vi  —  ^^sin'^u 
Die  Formel  für  An  geht  jetzt  in  die  folgende  über "') 


n 
2x"   r     sin^'^udu 

"  ^  •/   Vi  —  K^sin^u' 


Btatt  deren  auch  geschrieben  werden  kann 


An  = /  ■■/ 

^  /  Vi  —  x^szVw 


0 

Zur  völligen  Entwickelung  von  An  kann  man  sich  von  hier  an 
endlicher  Reihen  bedienen,  indem  man  z.  B.  den  binomischen 

auf  (1  —  x^sin'w)   ^  anwendet. 


i 


VL  Erweiteningen  der  EntwiokelungsfbrmelXL 

Für  manche  Anwendungen  der  allgemeinen  Formeln 
f{x)  =  \Aq  -[-  Aicosx  +  A2COS2X  +  ^8Cos3a?  -f-  .  .  .  • 


2  r 

An'=  —  /  f{t)  COS  ntdt, 


*)  Auf  weit  mühsamerem  Wege  gelangt  Legendre  zu  dersdM 
Formel  in  seinem  Traite  des  fonctions  elliptiques,  Tome  II,  page  m 
formale  10.  ■ 
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f{x)  =  Bisinx  -|-  B.2Sin2x  +  B^sin3x  + 


•  •  •  •  ^ 


dt 


Bn  ==  —  /  f(t) sinnt 

Q 

es  ein  lästiger  Uebelstand,  dass  die  Yariabele  x  auf  das  Intervall 
Ins  X  beschränkt  bleiben  moss,  und  es  verdient  deshalb  die  Frage, 
I  sich  möglicherweise  das  Gültigkeitsintervall  erweitem  Hesse,  eine 
Sliere  Untersuchung. 

a.    Setzt  man  in  der  ersten  Formel 


X 


=^.  /(.) =/(Ä) = ,M, 


■  h  eine  willkührliche  positive  Grösse  bezeichnet,  so  erhält  man  die 
pe  Gleichung 

2 


9>(y)  =  Mo    +  AiCOS-r^  +  A^COS—r^  -f  .  .  . . 


7CV 

zwar  gilt  letztere   unter  der  Bedingung  0  ^  —^r-  ^  ^>  d.  h. 

y  ^h',  man  gelangt  also  zu  einer  neuen,  innerhalb  beliebiger 
itiver  Grenzen  geltenden  Entwickelung.     Um  auch  An  entspre- 

umzuwandeln,  benutzen  wir  die  Substitution  t  =  -t-\  sie  giebt 

n 

h  h 

0  0 

aben  wir  endlich  in  den  gefundenen  Gleichungen  wieder/,  x<,  t 
9>y  y%  tiy  so  haben  wir  den  Satz,  dass  die  Entwickelung 

fip)  =  i^  +  Aicos'-j^  +  Aicos—J^  +  Azcos-Y-^ 

alle  X  von  o;  =  0  bis  o;  =  /^  gilt,  wenn  die  Goefücienten  nach 
Formel 


n 

M  2    /^*   ,^v        nnt  ^^ 

^n  =  jj  fit)C0S-^dt 


timmt  werden. 

Mittelst  der  nämlichen  Substitutionen  gelangt  man  zu  dem  ana« 
Satze,  dass  die  Entwickelung 

)    f(x)  =z=  BiStn-Y-  +  BiStn-j h  BsStn— 1 

alle  zwischen  0  und  h  liegende  x  gilt,  wobei  die  Coefficienten 
h  der  Formel 

10 "" 
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h 
38)  Bn=jfmsin^dt 

0 

zu  bestimmen  sind*). 

b.  Um  auch  negative  Werthe  von  x  in  das  Bereich  der  Ui 
Buchung  zu  ziehen,  bemerken  wir,  dass  die  Gleichung  35)  für  n» 
tive  X  gültig  bleiben  würde,  wenn  die  Function  f(x)  die  Eigeusc 
/( —  x)  =  f(-\-  x)  hätte,  und  dass  analog  die  Gleichung  37)  eben 
bei  negativen  x  ihre  Geltung  behalten  würde,  wenn  /( — aj)= — /(- 
wäre.  Bezeichnet  nun  F(x)  eine  beliebige  Function  von  a?,  ßo 
sitzt  der  Ausdruck  * 

die  Eigenschaft  /( —  x)  =f(x)  und  kann  daher  für  alle,  von  x  = 
hiß  X  =  -\-  h  reichenden  Werthe  des  x  nach  Formel  35)  iDtwi< 
werden;  man  hat  also 
oo^  jr(^)  +  jr(-  o:) 

.    .        .        .  3tX      ,        .  27CX     ,        .  37tX 

=  IAq  +  Alcos—  +  Ä2C0s-j^ 1-  Äscos—j^ 1-  •  •  - 

—  h  ^  X  ^  -\-  h. 
Darin  ist 

nnt  ,^ 
dt 


An  =  jfim  +  F(-t)]cos^ 


0 

h  h 


=  j{j  F(t)cos-^dt  +  J  F(— Ocös-^dn, 

U  0  j 

und  wenn  man  im  letzten  Integrale  statt  t  die  neue  Yariabele 
einführt,  so  erhält  dieses  Integral  die  Form 

0 


—  h 


worauf  es  mit  dem  vorhergehenden  zusammengezogen  werden  \ 
dies  giebt 


•)  Die  obigen  Entwickelungen  hat  Lagrange  gefunden  und  ii 
älteren  Abhandlungen  der  Turin  er  Akademie  mitgetheilt  (Miscel 
Taurinensia,  T.  III,  p.  261). 


)) 
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An  =  \fF(t)C08^dt. 
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— Ä 


Wir  benutzen  zweitens    die  Formel  37)  zur  Entwickelung  des 

ICKS 

sher  die  Eigenschaft  /( —  x)  =  —  f(x)  besitzt  und  deshalb  eine 
für  negative  x  gültige  Reihe  liefert,  nämlich 

F(x)  —  JP(—  x) 


=  Bisin-rr-  rf  B^sin 


2 

27tX 

IT 


.     dJtX 

+  BiStn — 7 1- 


h 


rm  ist 


h 


—  Ä  <  a?  <  +  Ä. 

h 

nnt  ,^ 
stn—r—dt 


wenn  man  im  zweiten  Integrale  —  ^  an  die  Stelle  von  t  treten 
so  wird  einfacher 

+  Ä 


i) 


Sn=^fFmn^ät. 

—  h 


Endlich  ergiebt  sich  durch  Addition  der  Gleichungen  39)  u.  41) 
I)      F(x)  =  IAq  +  Äi  cos— 1-  -42CÖS— r 1-  .  .  . . 

+  BiStn-z \-  B^stn — r r  •  •  '  •» 

h  h 

i  diese  Entwickelung  gilt  für  alle  zwischen  —  h  und  -|-  h  liegen- 
I  Werthe  der  Variabelen  *). 
Als  Beispiel  diene  die  Annahme  F(x)  =  e^;  man  erhält  dann 


7—h 


1  f  1  7tX 1 

=  2A  ~      W  +  h'^^^  h         (27ty 


+  Ä2 


27tX    ,  1 

cos — ; !-•''•} 


■^''Wi 


.    TtX  2 


stn 


h 
2nx 


+ 


•  •  •  •  \  • 


1 


)  Die  Combination  der  Formeln  35)  und  37)  zur  obigen  Entwickelung 
tankt  man  Fourier;  s.  dessen  Theorie  de  la  chaleur,  Paris  1822. 


ß 
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c.    Die  bisherigen  üntersuchunj^en  lassen  sieh  andi  nadi 
anderen  Seite  hin  erweitern.    Ein  Rückblick  auf  den  Ansgaaj 
in  Abschnitt  lY.  zeigt  nämlich,  dass  die  dort  angewendete  M( 
der  Summirong  überhaupt  auf  solche  Reihen  paast,   deren 
ner  Term  durch  das  Integral 

« 

f(t)cosn(t  +  x)dt 

0 

gebildet  wird,  worin  ft  eine  beliebige  Grössl^  bedeutet.     In  der 
handelt  es  sich  hier  zuletzt  immer  nur  um  Anwendungen  der 
mein  10)  bis  13),  wobei  die  Fälle  zu  .unterscheiden  sind,  ob  fi 
Vielfaches  von  üt  ausmacht  oder  nicht.     Es   wird  hinreichen, 
wir  den  extremen  Fall  ft  =  oo  mit  wenigen  Worten  berühren. 

Setzen  wir  analog  dem  Früheren 

UD  00  OB  j 

Un  =  lJf(t)dt+Jf(t)cos(t'-x)dt+Jf(t)co82(t—x)dt-\-\ 


0 

OD 


•••+  I  f(i)co8n(t — x)dtt 

0 

00  00  GQ 

Vn==lJf(t)di+Jf(t)cos(t  +  x)dt+Jf(t)cos2it  +  x)dti- 


0 

00. 


•  •  +  /  f(t)  cosn(t  +  x)dti 


0 

ßo  erhalten  wir  zunächst  für  2  n  +  1  =  w  und  endliche  x 


OD 


0  0 

Bei  unendlich  wachsenden  n  wird  hieraus ,  falls  x  zwischen  0  ^ 
2  7C  liegt  und  f(x)    continuirlich  bleibt 

ü^   =7t{f(x)   -\-f(27t-^x)   +f(^7C+x)   +f(67t+x)+"\ 

Nach  ganz  demselben  Verfahren  ergiebt  sich 

0  0 

und  für  n  =  co  bei  gleichen  Voraussetzungen 

F.  ==ijt{f(2n  —  x)  +/(4ä  — a?)  +/(6:n;  — aj)  +  .•••!• 


Die  periodischen  Reihen.  151 

|¥erbi]idet  man  die  gefundenen  Besultate  durch  Addition  und  Sub- 
ion  und  setzt  zur  Abkürzung 


i) 


45) 


f(t)co8ntdt. 


f(t)  sinnt  dt, 


erhält  man  die  folgenden  unter  der  Bedingung  0  <Z  X  <^  2it 
Itenden  Gleichungen 

0  1^  -|-  Äicosx  +  Ä2C0s2x  -\-  A^cosSx  -|-  .  .  • 

'fix)+n2^^x)+f(27t  +  x)  +f(47t-x)+f(47t-\-x) 

-\-  f(6jf^x)+f(6n  +  x)-\ , 

17)  B\Sinx  -|-  B.2Sin2x  +  B^sinSx  -|-  .  .  .  . 

f(x)^f(27t^x)+f(27C+x)'^f(47C^x)+f(4jt  +  x) 

erste  auch  fdr  a?  =  0  und  f^r  x  =  27t  richtig  bleibt,  wäh- 


ren 


d  dies  bei  der  zweiten  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist. 
Hinsichtlich  der  Beschränkung,  welcher  x  unterworfen  ist,  be- 
erken  wir  noch  Folgendes.     Die  in  Nro.  46)  linker  Hand  stehende 
ihe  ist  für  a;  =  |  ganz  dieselbe  wie  für  a;  =  2  ä  +  S>  die  Reihe 
der  rechten  Seite  ist  im  ersten  Falle 

/(ö  +/(2«-|)  +/(2«  +  |)  +/(4;r-|)  +  •  •• 
egen  im  zweiten  Falle  bei  etwas  anderer  Anordnung  der  Glieder 
/(—D+/(2«-|)+/(2w  +  |)+/(4;r-S) +  ...•, 

die  Gleichung  46)  gilt  daher  im  Allgemeinen  nicht  für  2jt<^x<^47t, 
Wohl  aber  ist  dies  der  Fall,  wenn  die  Function  f(x)  die  Eigenschaft 
( —  x)  =  f(x)  besitzt,  mithin  erstreckt  sich  dann  die  Gültigkeit  der 
Gleichung  46)  von  o;  =  0  bis  o;  =  4;r.  Hier  lässt  sich  die  näm- 
Kche  Schlussweise  wiederholen  und  es  erhellt  daraus,  dass  die  gö- 
nnte Gleichung  überhaupt  für  positive  x  gilt,  sobald  jene  Eigen- 
jchafb  stattfindet.  Da  unter  dieser  Voraussetzung  bei  negativen  x 
beide  Seiten  der  Gleichung  ungestört  bleiben,  so  ergiebt  sich,  dass 
die  Gleichung  46)  für  jedes  reelle  x  gilt,  sobald  f(x)  eine  sogenannte 
gerade  Function  von  x  ist.  Ganz  ähnliche  Schlüsse  sind  auf  die 
Gleichung  47)  anwendbar;  sie  zeigen,  dass  die  genannte  Gleichung 
Üir  alle  reellen  x  richtig  bleibt,  falls  f(x)  eine  ungerade  Func- 
tion von  X,  d.  h.  eine  solche  Function  ist,  welcher  die  Eigenschaft 

■  /( —  x)  =  —  f(x)  zukommt. 

Zufolge  dieser  Bemerkungen  lässt  sich  die  Gleichung  46)  für 

jedes  X  auf  die  gerade  Function 
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F(x)  +  F(—  x) 
2  ' 

ebenso  die  Gleichung  47)  auf  die  ungerade  Function 

F(x)  —  F(—  x) 
2 

anwenden.     Die  Coefficienten  An  nnd  Bn  werden  dann 

00  00 

48)    An  =  —  I  F(t) cosnt dt,     Bn  =  —  l  F(t) sin nt dt 


.00  — « 


und  durch  Addition  der  erhaltenen  Gleichungen  ergiebt  sich 
49)  \A^  +  A^cosx  +  Ac^cos^x  +  ^s^ösSx  +  •  •  • 

+  Bisinx  +  B2sin2x  +  BsSinSx  -j-  .  .  •  - 
=  F(x)  +  F(x—27t)  +  F(x-if27t)-{-  F(X'-4:7t)  +  F(x+4 

+  F(x  —  6n)  +  F(x  +  6  3r)  -f-  •  •  • 

Zu  dem  nämlichen  Resultate  gelangt  man  unmittelbar,   wenn   n 
die  Reihe 


00  00 


/ 


—  00  —  00  —  00 

nach  der  in  Abschnitt  lY.  benutzten  Methode  summirt. 

Umr  ein  bemerkenswerthes  Beispiel  geben  zu  können,  entwicl 
wir  erst  die  Werthe  einiger  bestimmten  Integrale  und  gehen  da 
von  der  Formel 

0» 

I  e-^^dx  =  iVjt 

0 

aus,  die  auf  Seite  460  des  ersten  Theiles  bewiesen  ist.    Durch  un 
stimmte  theilweise  Integration  erhalten  wir  zunächst 

y  ic2»e-^Va;=a;2«-i  y  a?e-'Ma;— (2n— 1)  fx^'^-^dx  fxe-^ 


2 

ist  nun  2w  —  1  positiv,  so  verschwindet  das  Product  x^^'^^eT'^* 
wohl  f ur  a?  =  00  als  für  x  =  0^  und  es  folgt 

/oo^ 
x^^e-^^'dx  =  ^^~^  ^  J x^^-^e-'^^dx. 

0  0 

nierauB  ergiebt  sich  der  Reihe  nach  für  n  =  1 ,  2,  u.  s.  w. 
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OD  OO  •  ^— 


0 


Jx*e-'*dx  =  lfx->e-'*dx  =  ^  •  ^, 


.  überhaupt  für  jedes  ganze  positive  n 


J 


OD 

2n 


^.„^x.^^  _  l-3.5...(2n-l)     V^^ 

2»  2 

ö 


ras  allgemeiner  wird  die  Formel  durch  die  Substitation  x  ■=  at, 
)ei  a  eine  positive,  die  Null  übersteigenden  Gonstante  sein  möge; 
folgt  nämlich 

J  2  2'»a2'»  +  i 

0 

raus  lässt  sich  deir  Werth  des  bestimmten  Integrales 


/ 


e-^^'^  cos  2h  t  dt 

0 

nrch  ableiten,  dass  man  cos 2h t  nach  Potenzen  von  2h t  entwi- 
It,  die  einzelnen  Reihenglieder  iutegrirt  und  hierbei  auf  die 
ichung 

1.3.5.7...(2n  — 1)_  1 1 

1.2.3.4...(2n)  2.4.6...(2n)        2».1.2...n 

ksicbt  nimmt;  man  findet 


/' 


■^*^cos2htdt  =  X^e    w. 


er*     

2a 

0 

Hiervon  machen  wir  Gebrauch  für  die  Formel  46),  indem  wir 
grleich  der  geraden  Function  g— «***  nehmen,  wodurch 

1    -C-Y 

ayit 
I>ie  entstehende  Gleichung  lautet 

1    f        _fj_y  »/^j.Y  _/^jLY  1 

ß— a«*«  _L.  g— a«(2;r— a:)«     i     g— a«  (2 TT  +  a?)« 
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und  lässt  sich,  wenn  a  =  -77=,   x  =  2z  gesetzt  und  die 

2]/« 

Seite  zur  linken  gemacht  wird,  folgendermaassen  darstellen 
—  d  (r—n)*  (z—2n)*  {g—sny* 

+ 


51) 


+  ej 


a 


+  e 


a 


+  e 


a 


Vl{ 


=  \/^\l  +  2€r^co$2/s  +  2e-'^«cös4^  +•  2.-»«cos6ir +• 


Versteht  man  unter  n  eine  ganze  Zahl,  welche  alle  die  Werthe 

_  00 3,  -  2,  —  1,  0,  +  1,  +  2,  4.  3, + 

annimmt,  so  kann  man  die  vorige  Gleichung  mittelst  zweier  Sumi 
zeichen  kurz  zusammenfassen,  nämlich 

52)  2j^         «~=  ]/ -  ^ö""*  **  cos  2  wxr. 

Diese  Formel  ist  ftLr  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
bedeutendem  Werthe. 

Behufs  einer  zweiten  Anwendung   der  allgemeinen  Si 
formein  betrachten  wir  zunächst  das  Integral 

ff         1.  1     l    .  ^ 

J    [e^nt  ^  i        2jix\ 


0 

00 


/*f    sin  ar      ,  l      T  sin  ax  _ 

0  0 

Den  Werth  des  Minuenden  giebt  die  Formel  7)  in  §.  98 
I.  Thls.,  den  Werth  des  Subtrahenten  erhält  man  mittelst  der 
stitution  cct  =  y  und  nachheriger  Anwendung  der  Formel  27) 
S.  62  des  II.  Thls.;  es  ist  demnach 


00 


/{i5wr=n  -  2^)  «"  <*^^^  =  l  (i^  - 1) 


und  etwas  allgemeiner  für  a  =  2  n7t Q,  t  = 


t 


00 


t 


sin  ntdt 


27tQ' 
_  /  1 1 


2nnifi 


Wendet  man  nun  die  Formel  47)  auf  den  Fall  an 
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e^  -1 
it  nacli  Nro.  45)  nnd  dem  Vorigen 

■^-  =  29  (««.;.?  _  1  —  2^)' 

lin,    ^wenn   zur  Abkürzung  Summenzeichen  benutzt  werden,  die 
auf  die  Werthe  n  =  1,  2,  3,  .  .  .  beziehen, 

1.9         ' 


c^  —  1 


/ l e_\ 

^e     ^      -  1  ^ 


+  ^(   2n77+x  2nn  +  xy 

bei    O  «cC  ^  <I  2;r  sein  muss.      Linker  Hand   kennt   man  nach 
:inel  31)  auf  S.  143  die  Summe 

'^  sin  nx ä  —  x 

hier  Hand  ist 

X        -^  2wÄ  —  Ä        -i^  2w;r 


+  « 


1        -CT!  2a;  11 

= > . =  —  cot  —  X» 

X        -^  (2w3r)2  —  «3        2        2     ' 

y  zosanunen 

1 -^ 1 .   y-^  1 £      .£^ 

c^—  1  e^       —  1  e?—  1 

Die  beiden,  auf  der  rechten  Seite  vorkommenden  Summen  lassen 
1  dadurch  transformiren,  daas  man  die  Entwickelung 

^  j.  >  =  I  + 1»  + 1»  + I»  <  1, 

2n7T  —X  2nn  +  g 

rohl  für  f  =  e         ^       als  für  |  =  e         ^       benutzt;  es  wird 
m 
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nx 


y i    Inn  —X  ^ i    2n7r  +  X  ^ i      2nn 

e     9       —  1  e     Q       —  1  e  9    —  1 

Beachtet  man  noch  die  identische  Gleichung 

X  2x 

1  1  e2^  +  e"T        1 


£.  2    l£  _  L£         2  * 

e9  —  l  eQ  —  e     9 


so  ist  nunmehr 


* 


X     ,    -     ^sr^      sin  nx  q.     ,  x 

^  ^  91  j;  n  X 

e^e  —  e"  2^  e~  — •  1 

Dieses  Resultat  gewinnt  an  Eleganz,  wenn  man  von  den  auf  S.  2( 
des  L  Thls.  eingeführten  Bezeichnungen 

gy  _}_  e-y  ey  _  e-y 

=  cshp  y, =  mJip  y 

Gehrauch  macht,  mit  V^  dividirt  und  etwas  anders  ordnet,  nämli* 
^..  X        ,    Yq      ,x    ,    «1/— x^     sin  nx 


4  7cVq 


nx 

X  .  1  X  2        ^wr-n  o 

+  -TT-  ct^P  ^  —  ri= 


Bezeichnet  man   die  linke  Seite  mit  ^{x^  q),  so    liegt   in   dies 
Gleichung  der  Satz 


0(i.,,)  =  -i0(£,i), 


Q     9> 

wodurch  die  Function  des  rein  imaginären  Arguments  iz  auf  ei 

Function  des  reellen  Arguments  —  zurückgeführt  wird. 

Differenzirt  man  die  Gleichung  Ö3)  nach  x  und    moltiplic 
mit  7t  vQ^  so  entsteht 
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54) 


1^ 
4 


ÜTQ 


4sm*2  — 


+  2;r^ 


n  cos  nx 


1 
4 


n 


X 


4  Q  snhr^  — 


27t 

T 


,     nx 
n  csnp  — 

Q 

e  Q    —  l 


d.  i.,  wenn  die  linke  Seite  mit  ^(Xy  q)  bezeichnet  wird, 

Nicht  ohne  Interesse  ist  der  Fall  a;  =  0,  für  welchen  die  pe- 
riodischen Cosinusreihen  gültig  bleiben.     Die  Differenz 

Q 1 

X  X 

4sin'^  rr        2q  snhp^  —- 

it  dann  in  —r  (  P  +  — )  über  und  es  wird  aus  Nrö.  54) 
12  V         p/ 


55) 


i-g9  +  2;rp2^275F 


n 


~  ""  4  "*"  12p  q' 


9—  1 
n 


2n7l 

e  e    —  1 


vonach  der  links  stehenden  Function  die  Eigenschaft  F(p)  +  F(  — ) 

=  0  zukommt. 

Bezeichnet  man  ferner  mit  s«  die  Summe  der  Theiler  von  n 
(z.  B.  «10  =  1  +  2  +  5  +  10  =  18),  so  kann  man  der  vorigen 
Gleichung  die  folgende  Gestalt  verleihen 


56) 


\  -^  +  '2nQ  ^SnS-^nnQ 


~  ""  4   "^  12p  p" 


2  nn 


SnC         9    , 


und  daraus  ergiebt  sich  z.  B.  für  p  =  1 

2pnni^=S«-c— =  i(|-l)=0.00187793. 
Bei  kleinen  p  convergiren  die  in  Kro.  55)  und  56)  linker  Hand 
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vorkommenden  Reiben  sehr  langsam,  die  rechts  verzeichneten  Reihen 
dagegen  so  rapid,  dass  jene  Gleichungen  als  Sammenformeln  benatil' 
werden  können*). 


Vn.    Die  Umkelipuiig  der  Functionen. 

Bei  den  bisherigen  Entwickelungen  wnrde  vorausgesetzt, 
die  Functionen /(rc),  F{x)  und  dergleichen  explicite  gegeben 
man  kann  aber  noch  einen  Schritt  weiter  gehen  und  gelangt 
zur  Lösung  der  Aufgabe,  aus  einer  Gleichung  von  der  Form 


57) 


«  =  *(y) 


umgekehrt  y  als  Function  von  x  zu  entwickeln,  oder  noch  allgei 
ner  F{y)  durch  x  auszudrückeli.    Es  kann  dies  auf  zweierlei  Weil 
geschehen,  je  nachdem  man  hierzu  die  eine  oder  andere  der 
chungen  35)  und  37)  benutzen  will. 


.  A.     Wenn  wir  für  x  das  Intervall  a?  =  0  bis  rc  =  a  !>  0 
wählen,  dass  die  entsprechenden  Werthe  von  y  und  F{y)  reell 
endlich  sind,  so  genügt  F(y\  als  Function  von  x  gedacht,  den 
dingungen  der  Formel  35),  und  es  muss  daher  eine  Entwickeli 
von  der  Form 


58)        F(y)  =  lÄo  +  Ai  cos^  +  A^cos-^  + 


•    •    • 


0 


X  ^a, 


möglich  sein,  wobei  es  wesentlich  darauf  ankommt,  den  Coefficienten 


a 

An  =  —  I  F(y)  cos dx 


durch  die  gegebene  Function  ^  auszudrücken.     Mittelst  theilweiser 
Integration  erhält  man  zunächst 


♦)  Diese  Resultate  hat  d.  Verf.  mitgetheilt  in  den  Sitzungsberichten 
d.  K.  S.  Gesellsch.  d.  Wissensch.,  Juni  1877. 
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/ 


F{y)  cos dx 


mc                 a          ^^  J                    et 
=  —-Fiy)  stn — p^  -  ZZ      F'(y)sin ^ dy, 

md  es  handelt  sich  jetzt  um  die  Bestimmnng  der  für  y  geltenden 
)nzen,  welche  den  Grenzen  x  =  0  und  x  =  a  entsprechen.  Unter 
Yoranssetzung,  dass  die  Gleichung  7p(y)z=0  reelle  Wurzeln  hat, 
>richt  dem  Werthe  OJ  =  0  irgend  eine  dieser  Wurzeln,  die  ß 
m  möge.   Da  ferner  a  ein  beliehiger  positiver  Werth  ist,  so 
man  ihn  als  einen  der  positiven  Werthe  von  ^  (y)  ansehen  und 
igemäss  a  =  ^(5)  setzen,  wo  h  im  Allgemeinen  willkührlich  ist; 
Intervalle   x  =  0  bis  x  =  a   entspricht   dann    das  Intervall 
ß  bis  y  ^=  h.  Jedoch  bedarf  es  hierzu  noch  einer  Bemerkung, 
ursprüngliche  Variabele  x  war  eine  von  x  =  0  bis  aJ  =  a  wach- 
te Grösse;  die  Function  fp(y),  welche  an  die  Stelle  von  x  getre- 
ist,  muss  also  dieselbe  Eigenschaft  besitzen,  und  dazu  gehört, 
if(y)  von  y  =  ß  hiß  y  =  h  wächst,  wenn  h  ">  ß,  dagegen  ab-, 
it,  wenn  h  -<  ß.     Durch  Einfühi'ung  der  neuen  Grenzen  und 

sh  Multiplication  mit  —  =  ergiebt  sich  jetzt,    weil   das 

(i  a 


luct 

a 


F{y)  sin 


nnx 
rohl  für  rc  =  a  als  für  x  =  0  verschwindet. 


l^  A  2     r^f.  .    .   nn 


"^^^  dy. 


P 

» speciellen  Falle  n  =  0  giebt  dasselbe  Verfahren 

h 

Setzt  man  in  den  Formeln  58),  59)  und  60)  für  ß  der  Reihe 
h  die  verschiedenen  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  if;  (y)  =  0  und 
ilt  in  jedem  Falle  das  zugehörige  h  so,  dass  ip  (y),  von  y  =  ß 
y  — '  h  positiv  bleibend,  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt. 
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so  erhält  man  ebenso  viel  von  einander  verschiedene  Entwickeli 
als  es  verschiedene  ß  giebt ;  man  findet  demnach  alle  reellen  Ui 
kehrnngen  von  x  =  ipiy), 

Beispielsweis  behandeln  wir  die  Aufgabe,  ans  der  Gleicht 

umgekehrt  F(y)  =  y  herzuleiten.     Das  Prodnct  ye"^^  verschi 

für  2/  =  0,  erreicht  für  y  =  \  sein  Maximum  — ,  und  nimmt] 

y  ">  l  continuirlich  bis  zu  jedem  Grade  der  Kleinheit  ab;  die 
chung  ye'~'V  =  0  hat  daher  die  beiden  reellen  Wurzeln  y  =r  0 
y  =  00  .     Nehmen  wir  erstens  ß=0,  so  dürfen  wir  h  nicht 
als   1  wählen,  damit  ye'^^  nur  wachse;  die  Wahl  h  =  1  ist 
die  vortheilhafteste,  weil  dann  das  Intervall  für  y  so  gross  als 
lieh  wird.     Unter  dieser  Voraussetzung  ergeben  sich  für  die 
cienten  die  Formeln 

1 

0 

2   r 

An= /  sin{nneye-y)dy, 

mtJ 

0 

wo  die  angedeuteten  Integrationen  mittelst  unendlicher  Reihen 
führbar  sind;  als  erste  Umkehrung  der  Gleichung  yf^y-=.x  hat 


y  =  1^0  -f-  A^co^nex  -j-  A^cos^Ttex  + 

e 


0 


X  '^  — 


Die  zweite  Umkehrung,  die  wir  zur  besseren  Unterscheidung 
bezeichnen  wollen,  ergiebt  sich  mittelst  der  Annahme  /3  =  oo. 
mit  ye'^y  von  y  =  oo  bis  y  =  h  nur  abnehme,  darf  b  nicht 
als  1  gewählt  werden;  der  vortheilhafteste  Werth  ist  auch  hier  6; 
Unterscheiden  wir  die  neuen  Coefficienten  von  den  früheren 
andere  Buchstaben,  so  erhalten  wir 


00 


1^0  =  1  4-  e  I  yerydy, 


00 

X  =  H /  sin{n7ieye'-y)dy^ 

nn  J 
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l  f&r  T  die  Entwickelung 

F=  1^0  +  Tiicosnex  +  'X2C0s27tex  -f  • .  •  • 

0<a;<— . 
"-     —  e 

nerkeuswerth   ist  noch   die  Dififerenz   der  beiden  ümkehrungen. 
A  hat  nämlich 


2     P 

—  An  =  —:  /  Sil 


sin(n7teye'~v)dy 

0 

-    f  1         (riTtey    ,    (nneY       {nnef   .  \ 

=  ^Ml^  ~  ~3^  ^  ~T^ 7i~  + i 

thin,  wenn 

^   _1 {nney       {nneY       {nneY   , 

letzt  wird 


•    •    • 


2e 

_  /HL      _i_     /T  ät/\otrrofif    _l_     /^_  i 


=  qC«  +  CiCosTtex  -{-  C2Cos2nex  +  CiCOsSnex  +  •  •  • 


0<x<—' 
—     —    e 

B.  Wir  kehren  wieder  zu  der  allgemeinen  Aufgabe  zurück,  um 
i)  in  eine  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  von  x  fortschreitende 
le  zu  entwickeln,  nämlich 

F(jy)  =  BiSin 1-  B2Sin \-  Bzsm h  *  '  • 

a  a  a 

0  <  a;  <  a, 
di 


a 

Bn=  —  I  F(y)stn da? 


0 

Durch  theilweise  Integration  ergiebt  sich  zunächst 


/ 


F(y)stn dx 


=  —  ::r;;-^ö/)cos— -  +  — :  /  F'(:y)cos——dy; 

etzten  Integrale   schreiben   wir  ^(^)  statt  x^  führen  dann  die 
zen  ^  =  0,  fl;=a  ein,  denen   wiederum    die   Grenzen  y  =  ß^ 

jhlOmiloh,  Analysis.    IL  XX 


-./ 
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y  =  h  entsprechen  mögen,  und  erhalten  nach  beiderseitiger  Haiti« 

plication  mit  —  = 


\ 


a        7p  (b) 

b 

-B«  =  -  —FQ))cosnn;  +  —F{ß)  +  —  fF'(f/)cos^^^^Ui 

oder  kurzer 

Bn  =  -^nm-  ^Y^-"  +  ^F{ß)  +  0., 
wo  selbstverständlich 

# 

gesetzt  worden  ist.     Die  Gleichung  61)  erhält  jetzt  folgende  Gestall 
2F(h)L   ,  nx       ,   .   2nx    .   .   .    ^nx  \    ' 

^^  n:     [^        a        ^         a  ^         a  ]  ' 

.    2F(ß)L   .  nx   .    ^   ,    2nx    .    ^  .    ^tcx    .  \ 

n     [^        ck        ^         a  ^         a  J 

+  CiStn 1-  C^stn \-  GzStn !-••••» 

a  a  a 

und  darin  lassen  sich  die  beiden  ersten  Reihen  mittelst  der  Foi 
\sin(o  —  \sin2Gi  -\-  |sm3aj  —  .  .  .  .  =  |aj, 
\sin(o  +  |sm2ö  +  |sm3c9  -^  .  .  .  .  =  \{n  —  cd), 

0  <  ö  <<  3r, 

Bummiren ;  das  Resultat  ist 

63)  .  Fiy)  =  f  03)  +  I^LilIM^ 

Cv 

,    ^    .   srrc  .    27tx    ,     ^    .    ^nx 

a  "         a  et 

0  <i  X  <^  a. 

Hinsichtlich  des  /3,  5  und  a  =  ipQ))  gelten  hier  dieselben  Bestii 
mungen  wie  früher.      Uebrigens   liefert  die   vorstehende  Gleichi 
auch  für  x  =  0  und  y  =  ß,  sowie  für  x  =  a  und  y  =  h  richti( 
Ergebnisse;  sie  darf  daher  noch  an  den  Grenzen  des  Gültigkeitsini 
valles  benutzt  werden*). 


*)  Die  allgemeinen  Entwich elun gen  mittelst  der  Formeln  58)  bis  6q 
hat  der  Verfasser  in  der  kleinen  Monographie  „Die  allgemeine  ümkeM 
mng  der  Functionen^^  (Halle,  1849)  zuerst  bekannt  gemacht.  ! 
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Als  Beispiel  möge  die  Bestimmung  von  y  ans  der  Gleichung 

y  —  Bsiny  =  x 

len;  unter  a  sei  hierhei  ein  positiver  oder  negativer  echter  Bruch 
mden.  Die  Gleichung  ^(y)  =  0  hat  im  vorliegenden  Falle  nur 
eine  Wurzel  y  =  0,  also  ist  ß  =  0.  Weil  ferner  t\y)  = 
scosy  immer  positiv  hleiht,  so  wächst  il^(y)  continuirlich,  mithin 
h  beliebig  gross  genommen  werden;  der  Einfachheit  wegen  sei 
Ä,  woraus  a  =  7t  folgt.     Wir  haben  jetzt  die  Entwickelung 

y  r=  X  -\-  Cisinx  -\-  C2Sin2x  +  CssinSx  -f-  •  •  •  • 

0  ^  X  ^  ut, 

für  den  Coefficienten  C«  die  Formel 

71 

2   r 

Cfi  =  —  /  cosiny  —  nssiny) dy 


ü 


n  n 

—    /  COS  ny  cos  (n  s  sin  y)  dy  -| /  sin  n  y  sin  (n  £  sin y)  d  y. 

mV  %y  n  JV  %J 


0 


geraden  n  nimmt  das  Product  cosny  cos  (nssiny)  im  zweiten 
iten  dieselben  Werthe  an,  wie  im  ersten  Quadranten,  während 
luct  sin  ny  sin  (nssiny)  in  beiden  Quadranten  gleiche  und  ent- 
setzte Werthe  hat:  es  ist  daher  einfacher 

4     /* 
für  gerade  »,       C«  =  —  /  cos{nssiny)cosnydy. 

0 

ähnliche  Bemerkungen  erhält  man 


für  ungeraden,    C«  = 


sin  (n  s  sin  y)  sin  nydy. 


0 


iden  Formeln  setzen  wir  y  =z\jt  —  t  und  erhalten 


Cn  =  cos—  I  cos (ns COS t) cos nt dt,        n  gerade, 


C^  =  sin—--  I  stn(nEcost)cosntdti 

"  njt        2  J        ^ 

0 


n  ungerade 


;  was  auf  Dasselbe  hinauskommt. 


11 
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n 
Cn  =  — ^ös-rr-  /  cos{nB  cost)  cosntdt^       n  gerade, 


0 

n 


2         nie  r 
Cn  =  — sin-rr-  1  sin(ns€08t)cosntdt^       n  ungerade. 

UTC  2  J 

0 

Auf  die  vorliegenden  Integrale  lässt  sich  die  Formel  34)  anwenil 
das  eine  Mal  für  q>(cost)  =  cos(n£COst)y  das  andere  Mal  för  ^(aj 
= sin  (n  s  cost) ;  in  beiden  Fällen  erhält  man  Dasselbe,  nämlich 


n 


Cn  =  —  ^    ^   ^   — L 7^  /  co$(n6cosf)stn^^tdt 

mt  1.3.5... (2n  — 1)0/ 

Die  Ausführung  dieser  Integration  hat  keine  Schwierigkeit, 

cos  {ns  cost)  nach  Potenzen  von  n£  cos  ^entwickelt  wird;  man 

dabei  zu  den  Integralen  von  der  Form 

n 

cos^Hsin^Hdt, 
ö 
die  sich  mittelst  der  Reductionsformel 


n 


f' 


cos^Hsin^Hdt 
cos'^^-Hsin^''-^H    .     2h  — 


+  ^]^  .    }    fcos^^-Hsin^Hdt 
^  21c  -\-  2nJ 


n 

/■ 


27c  +  2n  '    2Ä;  +  2 

leicht  entwickeln  lassen.    Durch  Ä;- malige  Anwendung  derselben  fi 

det  sich 

n 

cos^Hsin^Hdt 
0 

-         (2^~1)(2^~3) 3.1 r 

2'=.(lc  +  n)(7c  +  n—l)...(n  +  2)(n  +  l)J 

^_         1.3 (2Jc  —  l)  1.3.5...(2n— 1) 

*~  2*(n+l)(n  +  2)...(n  +  Ä;)  *     2.4. 6.... (2n)    ^' 
und  daraus  folgt  für  den  Coefficienten  C«  die  nachstehende  For* 
in  welcher  zur  Abkürzung  1 . 2  . 3 . . .  9n  mit  w'  bezeichnet  ist, 

fj  _l  (jns)-  t    _     gng)^  (Ins)* 

n      n'      l  l'(w+l)  "'"  2'(w  +  l)(»  +  2) 


3'(» +  !)(«+ 2)  («+8) 
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rerdient  übrigens  bemerkt  zu  werden,  dass  die  Entwickelung 

y  =  X  4"  Gisinx  -f-  CQ8in2x  +  GsSinSx  -{-..• 
fci  für  X  ^  n  und  o?  <;  0  gültig  bleibt.   Ist  nämlich  ä  >  ä  aber 
2  7tj    so    kann  x  =  2ut  —  J  gesetzt  werden,  wo  |  zwischen  0 
l  7C  liegt;  dem  entsprechend  sei  ^  =  2:r  —  17.     Die  Gleichung 

y  —  esiny  =  a; 
it  dann  über  in 

d  es  ist  daher 

^  =  I  +  Cisinl  +  C28in2^  +  CaStnSl  + ; 

pcb  Restitution  von  ri  =  2it  —  y  und  |  =  23r  —  a?  folgt  hier- 
p  wieder  die  vorige  Entwickelung.  Dieselben  Schlüsse  gelten, 
pm  X  =  23r  -}-  |,y  =  23r  -f-  ^  gesetzt  wird,  und  es  erhellt,  in- 
man  auf  diesem  Wege  weiter  geht,  dass  die  genannte  Reihe  für 
positiven  x  gilt.  Weil  endlich  die  Gleichung  y  —  ssiny  =^  X 
die  Reihe  für  y  in  der  Eigenschaft  übereinstimmen,  dass  glei- 
and  entgegengesetzten  x  gleiche  und  entgegengesetzte  y  ent- 
in,  so  bleibt  jene  Entwickelung  für  alle  reellen  x  richtig  *). 

Vm  Die  Dirio  hl  efsohen  Reihen. 

Zofolg^e  der  in  Abschnitt  IV.  enthaltenen  Betrachtungen  bildet 
ie  Snnunirung  der  Reihen  von  der  Form 

\Aq  +  AiCOSX  -f  Ä2C0s2x  +  ÄsCOsSx  +  •  •  •, 

BiSinx  +  B2sin2x  +  B^sindx  -|-  •  • .  • 

IT  ein  einfaches  Beispiel  für  die  Regeln,  nach  welchen  der  Grenz- 
»rth  von 

J    stnÜ 
0 

i  unendlich  wachsenden  m  bestimmt  wird  (Abschn.  III).     Die  All- 

Bneinheit  dieser  Regeln  lässt  erwarten,  dass  jene  Anwendung  keine 

»einzelte  sein  wird,  dass  vielmehr  aus  derselben  Quelle  auch  ander- 

■ie   Reihensummiruiigen   geschöpft  werden  können.     Wie  dies  in 

*)  Wie  es  scheint,  hat  Poisson  in  §.  221  seines  Lehrbuchs  derMe- 
anik  den  ersten  Yersach  gemacht,  das  Kepler' sehe  Problem  durch 
riodiache  Reihen  aufzulösen,  ohne  jedoch  die  nöthigen  Formeln  hinrei- 
end  za  entwickeln.  Das  Letztere  ist  von  Bessel  geschehen  in  den  Ab- 
ndlongren  der  mathem.  Gl.  der  Berliner  Akademie,  Jahrg.  1816  —  17. 
rlin  1819.   S.  49  —  55. 


•    •  •  • 
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der  That  möglich  ist,  wollen  wir  im  Folgenden  an  einem  zw< 
Beispiele  zeigen;  wir  stellen  uns  dabei  die  Aufgabe^  aus  der  als 
kannt  vorausgesetzten  Summe  der  endlichen  oder  unendlichen 

Co  4"  Gicosx  +  C2COS2X  -{-  G^cosBx  -{-  '  '  ' 
die  Summen  der  beiden  neuen  Reihen 

Co  +  Cicoscj  -\-  C2Cos4:(X}  -j-  C^cosdo  +  ••••, 
CiSincD  -f-  C2sin4:(o  +  Czsin^G)  -\-  C^sinl^Gi  -|- 
herzuleiten,  welche  letztere  man  als  Cosinus-  und  Sinusreihen 
ter  Stufe  bezeichnen  könnte,  in  so  fem  hier  die  Vielfachen 
eine  arithmetische  Reihe  zweiter  Ordnung  bilden*). 

Bevor  wir  uns  mit  diesem  Probleme  näher  beschäftigen,  mf 
wir  erst  einige  Bemerkungen  über  gewisse  Integrale  vorausschic 

a.    Versteht  man  unter  Ic  eine  ganze  positive  Zahl  und  uni 

eine  zwischen  0  und  n  enthaltene  Grösse,  so  ist,  yz  im  absei 
Sinne  genommen, 

«*^^  -  '    sine  ß^^  _^ 


Vi 


dss  = 


W 


+ 


cfjer-f- 


stnz  - 


VT 


(*— 1)71  kn 

im  ersten  Integrale  rechter  Hand  werde  z  =  y  substituirt,  im 
ten  0  =  7t  -\-  y,  im  dritten  ^  =  2n:  -|-  i/  u.  s.  f.,  es  ergiebt 
dann  durch  Zusammenziehung  derjenigen  Integrale,  welche  die 
chen  Grenzen  0  und  7t  erhalten  haben, 

kn  +  Q 


stny 


yh7t-\- 


y 


dy 


n 


~i\h 


+ 


^— •  •  •  •  I  ■ 


(-1) 


*— 1 


VCÄ— l)ijr+y 


1  swf  I 
) 


Für  das  zweite  Integral  linker  Hand  bemerken  wir,  dass  siny  imi 
positiv,  mithin 

*)  Diese  Analyse  ist  eine  Schöpfung  von   Lejeune-Dirichlet;i 
Abhandlungen  der  K.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  Jj 
1835,  erschienen  1837,  oder  Grelle 's  Journal,  Bd.  17,  S.  57. 
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;    der  Werth  dieses  Integrales   convergirt   daher   bei    unendlich 
cbsenden  h  gegen  die  Null.    Es  ist  demnach 


+ 


+  y      V2X  + 


y 


sinydy. 


e   rechter  Hand  vorkommende   unendliche  Beihe  convergirt  und 
■itzt   eine  positive,  weniger  als  37=  betragende  Summe;  hieraus 

Vy 

temnach  bat  das  Integral 


00 

/sine 
vT 


dss 


Vi 

Den  arwischen  0  und  2^%  enthaltenen,  d.  h.  einen  positiven  end- 
shen  W-erth. 

Betrachten  wir  zweitens  das  analoge  Integral 

/cosz  _  icosz  .      .      rcosz  , 


t^ 


gelten  folgende  Schlüsse.     Im  ersten  Integrale  rechter  Hand  ist 
9Z  positiv,  mithin 

m  Integral  besitzt  demnach  einen  positiven,  zwischen  0  und  ytiTC 
Igen  den  Werth.  Im  zweiten  Integrale  ßei  z  =  2^  -{-  f ;  dasselbe 
r wandelt  sich  dann  in 


''""^  dt. 


i/  V^r  +  g 

d  hier  zeigen  ganz  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin,  daus  der  Inte- 
EÜwerth  von  endlicher  Grösse  ist» 
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Nach  diesen  Bemerkungen  zusammen  dürfen  wir 

setzen,  wo  a  und  h  gewisse  endliche  Grössen  sind»    deren  WerU 
wir  später  gelegentlich  bestimmen  kennen. 

Für  z  =z  P  gehen  die  vorstehenden  Gleichungen  in  die  folg» 
den  über 

2  j  cos(P)  dt  =  a,     2  /  sin (t^)  dt  =  h, 

0  0 

wofür  geschrieben  werden  kann 

J  cos(t'^)dt  =  a,       I sin{P)dt  =  l. 


'00  « 


Substituirt  man  femer  t  =  u  -{-  A,  wo  X  eine  beliebige  Coi 
bezeichnet,   so   erleiden    die  Integrationsgrenzen   keine  Aend 
und  es  wird  wegen  (u  -{••  Xy  =  u^  -\-  X^  -{-  2  Xu 
%  p 

I  cos(u^  -}-  X^)cos2Xudu  —    /  sin(u^ -\- X^)sin2Xudu  =  at 


—  CO  00 


/GO 
sin(u^  +  X^)cos2Xudu  +     /  cos(u'^  +  X'^)sin2Xudü  =  l. 


■00  —  00 


Zufolge  des  Umstandes,  dass  die  Functionen  sin(u^  -{-  X^)  sin  2  Xu  m 
cos  (u^  -\-  X^)  sin  2  Xu  die  gemeinsame  Eigenschaft  (p( — u)= — (p(i 
besitzen,  verschwinden  die  beiden  Integrale,  in  denen  sin  2X^9^ 
kommt;  das  noch  Uebrige  lässt  sich  folgendermaassen  schreiben: 

cos(X^)  J  cos  (u^)  cos 2  Xu  du  —  sin(X^)  J  sin (u^)  cos  2  Xu  du  =  a, 

—  CO  — CO 

sin(X^)  I  cos (u^)  cos  2  Xu  du  -\-cos(X^)  J  sin (ti/^)  cos  2  Xu  du  =  &. 

—  00  — 00 

Hieraus  ergeben  sich  die  Werthe  der  beiden  linker  Hand  stehend 
Integrale,  nämlich 


/ 


cos(u^)cos2Xudu  =  acosXX^)  +  hsin(X^)^ 


00 


/ 


sin(u'^)cos2Xudu  =  hcos(X^)  — •  asin(X^. 


■00 
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.betitoiren  wir  noch 


«  =  -^T=?,         ArrrnV©, 


2V^' 

>  o  and  n  beliebige  Gonstanten  bedeuten,  so  gelangen  wir  zu  den 
iden  Formeln 

»)      /  ^^^{'7 — jcosnxdx  =  2[acos(n^<x))  +  6sen(n2ci)]  Vci, 
I)       /  sin(- — jcosnxdx  =  2[hcos(n^G))  —  asin(n^(X})]V^i 

CO 

m  denen  wir  sogleich  Gebrauch  machen  werden. 

b.  Im  Folgenden  setzen  wir  voraus,  dass  F(x)  eine  bekannte 
Biction  von  x  sei  und  dass  für  alle  reellen  x  eine  Gleichung  von 
ir  Form 

\  F(x)  z=  Go  -\-  Gicosx  -f-  C2COS2X  +  GzCosZx  +  •  •  •  • 

biftire;  ferner  sei 

ir=   Co    +    GiCOSCD  -\-    C2COS4:G}  4-    GsCOSdO}  •  •  •  •, 

F  =  CisincD  -|-  (72 sm4 cd  -|-  Cs sm 9 oj  +  C4 sm  16 ci  -j • , 

r  können  dann  die  unbekannten  Summen  U  und  V  leicht  in  be- 
nmte  Integrale  verwandeln.  Multiplicirt  man  nämlich  die  Glei- 
ingen  65)  und  66)  mit  (?„,  nimmt  dann  ^  =  0,  1,  2,  3,  etc.  und 
lirt  alle  entstehenden  Gleichungen,  so  erhält  man  augenblicklich 

J  ^^Kt~)  ^^^^  dx  =  2{aü+hV)  V^, 

—  eo 

fsinC^  F(x)  dx  =  2(bU'-'aV)  V©", 

—  09 

•aas  U  und  V  selber  leicht  gefunden  werden  können.  Zufolge 
Bemerkung,  dass  F( —  x)  =  F(x)  ist,  lassen  sich  die  vorstehen- 
Gleichungen  durch 

J  cos(j-\F{x)dx  =  (aU  +  6F)Vö, 

fstn(-^\  F(x)  dx  =  (pJJ  —  aV)Vm 
0 
itzen«  und  in  dieser  Form  wollen  wir  sie  einer  genaueren  Discus- 
I  unterziehen. 
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c.    Das  in  Nro.  67)  vorkommende  Integral  ist  der  Grenz W( 
welchem  sich  der  Ausdruck 

69)  feosf-^\F(x)dx 

0  mn 

für  unendlich  wachsende  m  nähert,  wobei  vn  eine  ganze  positive  \ 
Q  einen  positiven  endlichen  Rest  bedeutet.  Das  letzte  Integral 
tersuchen  wir  zuerst,  substituiren  darin 

n  2o 

und  lösen  die  trigonometrische  Function 

in  die  Cosinus  und  Sinus  der  drei  einzelnen  Bogentheile  auf;  dies  { 

mn-h  Q  ß 


I  Fix)  cos[  -r—  ]dx= — cos- —  /  Fl  m%A 0  ]COS — 


2  cos« 


mn  0 


2  Co     m'^n^  r    /  2a>A 

sin— —  /  F(  mnA 0  ]sh 

n        4:0}  J      \  (0    J 

■  /  F(m7t-\ djsii 

0 


^,  .  00« 

V  (0    J        ä2 

ö        ^ 

ß 

2cj     ^2^2  r^/        ,  2ajA  .  O02      ^ 

cos /  FlmTtA 6]sin — -stnm 

7t        4c?  o/       V  %    J        n'^ 

0 

ß 

2c?      w25r2   r    /        .  2cjA      CD02  . 

— sin- —  /  F\m%-\ b\cos---TS%nm 

%        4(o  J      ^         •    «-     /       ^i 

0 

Vor  den  rechter  Hand  verzeichneten  Integralen  stehen  Factoren, 

che  zwischen und  A enthalten,  also  von  endlicher  G 

23r  '   2:;r 

sind;  weil  ferner  F{x)^  der  Voraussetzung  zufolge,  immer  nur 
liehe  Werthe  besitzt  und  die  beiden  Functionen 

(ÖÖ2  ^         .     002 

cos — r-     und     sin — r- 

die  Grenzen  —  1  und  -j-  1  nicht  überschreiten  können,  so  hat 
es  überhaupt  mit  Integralen  von  den  Formen 

/  9 (0) cosmO d0     und      j  i^ (0) sinme dd 
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i  thon,  worin  die  Functionen  <p(d\  und  1/^(6)  durchaus  endliche 
^erthe  behalten.  Nach  Formel  9)  ist  nun  bei  unendlich  wachsen- 
m  m 


im   I  '^{0)smm6d0  =  lAm  I  — 


JUmJ  il>{e)smmede  =  Um J  ^^^  •  ö*(ö)e?0  =  0. 
0 


emer  hat  man  fär  0  =  2-9' 

ß  \ß 

j  <p(d)cosmede  =  2   r<p(2^)cos2m»dd' 
0  0 

/^8in(2m  +  l)^     /«cx^o.  ^sin{2n—l)d'     ,„^.,^ 

J  sind'         XV     /  j  g^^^ 

0  0 

id  da  sich  die  beiden  letzten  Integrale  gleichen  endlichen  Grenzen 
ibem,  so  ist  auch 

'  / 

Lim  I  q}(d)co8mddd  =  0. 
0 
ie  vier    oben  genannten   Integrale   convergiren  demnach   gemein- 
bafUich  gegen  die  Null,  oder  es  ist 


Lim  I  F(x)  cos  (^j  dx  =  0 

mn 


d  nach  Nro.  69) 

^^^i;^^^"^^^^  =  LimJcos(J^F(x)dx, 
0  0 

h.  man  darf  ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  die  obere 
enze  oo  als  ein  unendlich  Vielfaches  von  7t  ansehen,  wobei  es  auch 
ikt  darauf  ankommt,  ob  m  gerade  oder  ungerade  ist. 

Wir  denken  uns  im  Folgenden  m  als  eine  Zahl  von  der  Form 
I  -\-  1  und  zerlegen  das  von  x  =  O.bis  a;  =  (4w  +  l)7t  gehende 
iegral  nach  dem  Schema 

'   /      =/  +  /  +/  +••  +  / 

0  0  71  37^  (4n— 1)71 

;  Ausnahme  des  ersten  Integrales  sind  die  Integrale  rechter  Hand 
i  der  Form 


172 
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(2«  +  i)7r 


/  ^^^(t-~)-^(^)^^»        2  =  1,  2,  3,  .  .  .  2n; 

(2ff— 1)71^         ^ 

mittelst    der    Sabstitution    x  =  2qüt  -\-  y,    bei    welcher   F(x) 
F(2q^üt-}-y)  =  F{y)  übergeht,  wird  daraus 

;2  +  4:q7cy  -f  3^2> 


J  ''\ — 

—  TT 


4CD 


')F(s)dy. 


Dieses  Integral  zerlegen  wir  wieder  in  zwei  andere,  von  —  ar 
und  von  0  bis  +  ;r  gehende  Integrale;  im  ersten  setzen  wir  y=' 
im  zweiten  y  =  x^  und  erhalten  dann  zwei,  auf  das  gleiche  Ini 
o;  =  0  bis  o;  =  ?r  ausgedehnte  Integrale,  welche  sich  zuBamm< 
hen  lassen.     Wegen  F( — x)  =  F(x)  gieht  dies 


4G7 

n 


r^xi/N      /4a23r2  +  a;2\ 
=  J  2F(x)cos{—j^—) 


^       anx  - 
cos dx. 


Da  jetzt  alle  in  Nro.  70)  vorkommenden  Integrale  gleiche 
besitzen,  so  können  dieselben  zu  einem  einzigen  Integrale  y< 
werden;  man  erhält  damit  ein  Resultat  von  der  Form 

7 1)  [cos  (^  Fix)  dx  =  jXF{x)  dx , 

0  0 

worin  X  folgende  Summe  bedeutet: 

X  =  cos-—  +  2cos — ~ cos h  2cös-^ — : — ■ cos- 

4g}  4cd  (9  4g7 


+ 


+   2C0S— ^^ r ■ COS' 


4o 


C3 


Die  Summirung  dieser  aus  2n  -{- 1  Gliedern  bestehenden 
ist  im  Allgemeinen  eine  schwere  Aufgabe,  sie  lässt  sich  aber  in 
speciellen  Falle  leicht  bewerkstelligen,  wo  für  o  ein  aliquoter 
der  Kreisperipherie  gesetzt  wird.     Bezeichnet  nämlich  Je  eine 

27t 

positive  Zahl  und  ist  (O  =  -7-,  so  verwandelt  sich  der  Ausdruck 


( 


^2^2 


2cos{^^^^  +    ,      , 

c?  40/  OJ 


/p2  \ 


cos 


CiTtX 


welcher  irgend  einen  der  Theile  von  X  darstellt,  in 
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qlcx 


/etilen    ,    lcx^\ 


cos 


2    ' 

%  hinsichtlich  der  Zahl  q  zwei  Fälle  zu  unterscheiden  sind.  Bei 
raden  q  ist  q^  und  ebenso  q'^Jc  von  der  Form  4p,  mithin  bildet 
l^küt  ein  gerades  Multiplum  von  sr,  folglich  ist  das  vorliegende 
roduct 

kx^       qkx  , 

2  cos  -r —  cos  — r- ,  q  gerade. 

Sar  2 

iei  angeraden  q  steht  q^  unter  der  Form  4p  -\-l  und  q^k  unter 

tr  Form  4r  -{-Ä;;  aus  dem  obigen  Producte  wird  dann 
I  ^       /kjt    .     kx^\       qkx  . 

I  ^^VT  +  "83r"/^^"2"'      ^  «"^gerade. 

lach  diesen  Bemerkungen  erhalt  man 
t  =  2  cos -^jl  +  coskx  +  eos2Ä;a;  +  •  •  •  +  cosnÄ;a?| 

+  2cos^— +  — jjcos-+cas— +  .  .+cos^-^ j 

kx^    sin(n4-l)kx 

=  cos • -     *  — 

8n         sin\kx 

Voraos  unmittelbar  folgt 


n  n 


n 
n 

—  J  F(x)cos(n  +  ^^kxcos(-j  +  "^  ^^• 

0 

Inf  der  linken  Seite  benutzen  wir  die  Gleichung  71),  rechter  Hand 
■bstitairen  wir  \kx  =  d  und  setzen  zur  Abkürzung  2n  4-  1  =  ^9 
ü  ist  dann 
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/  F{x)coS'—dx  =  —  /  -— _j?^(— -)cos— —  Äö 
«/  4(D  Äc/     senö      \  Ä  /       2k7i 


kj    stnd      \k/       \2   ^  2kx/ 


0 

Bei  unendlich  wachsenden  n  und  m  convergirt  das  letzte  Inte] 
gegen  die  Null;  die  Grenzen,  welchen  sich  die  heiden  ührigen 
grale  auf  der  rechten  Seite  nähere,  sind  mittelst  der  Formeln  1 
und  13)  leicht  zu  ermitteln,  und  so  ergieht  sich 

X^ 
F(x)  COS  -T—  dx 


0 


=  T[^m  +  F[-)cos—  +  Fi^Tr'lk  +••••) 
+  - 111^(0)  cos  -  -  f{^)  ..s(-  +  — ) 

Hinsichtlich  der  letzten  Glieder  der  rechts  stehenden  endlichen  Bei- 
hen  ist  noch  eine  Bemerkung  erforderlich.  Für  gerade  k  =  27iwird 
die  ohere  Integrationsgrenze  \kit  =  hn,  und  dann  zeigt  die  Formel 

12),  dass  der  letzte  Summand  den  Factor  i^(  j  nehst  dem  Coef« 

ficienten  |  enthält.  Bei  ungeraden  k  =  2h  -^-  1  wird  \k7C-=hn  -^-1% 

und   nach    Formel   13)   kommt  im  letzten  Summanden    der  Factoi 

/2hjt\ 
Fi — r^j  mit  dem  Coefficienten  1  vor.    Schreibt  man  wieder  ö  stafr 

-7-  und  berücksichtigt  die  Gleichung  67),  so  hat  man  folgendes  Resulta' 

72)  «^+^^ 


V 


o 


=  IF(0)  +  F(g))cos^  -f  F(2(X))cos^  + 

4  4 

+  lF(0)cos—  -  F(a})cos\^—  +  ^ 

+  Fi2a))cosi^-  +  -^j  -  . 
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sraden  h  enthält  das  letzte  Glied  jeder  Reihe  den  Factor 
0  =  F(pt)  nnd  ist  nnr  zur  Hälfte  in  Rechnung  zu  bringen; 
D^eraden  h  schliessen  die  Reihen  mit  denjenigen  Gliedern,  wel- 
Q  Factor  F(|(Ä;—  1)cd)  =  F{7C^\Gi)  besitzen. 

.  Die  im  Vorigen  auf  die  Gleichung  67)  angewendeten  Trans- 
ionen  gelten  fast  wörtlich  auch  für  die  Gleichung  ßS).  Man 
tu^  sich  vorerst,  dass 

CD  mn 

Jsinf^F(x)dx  =  Lim  fsin(^F{x)dx 

O  0 

rorin  m  eine  unendlich  wachsende  ganze  Zahl  bedeutet;  man 
t  femer  m  =  4n  -{-  1 ,  benutzt  die  Zerlegung  nach  dem  Schema 
nd  findet  durch  dieselben  Substitutionen  wie  vorhin 

l-i)7r  2*^ 

\x) sin-—dx  =  -z-l      .  ^  Fl  —- ) stn--j- dO 
^  ^        4o  kj     sind      \kJ      2kn 

0 

,     2    rsinme^/26\   .  ßx    ,      02  \ 
+   kJ  li^^^W^^^T  +  2ki,r'^'^ 

0 

Un 

2    t'jpf^QX  a    '   ß^     .       ö^  \  j/i 

kJ      \k )  \  2    ^  2knJ      ' 

fi  rechter  Hand  w  =  2w  +  1  ist.  Durch  üebergang  zur 
aee  für  unendlich  wachsende  n  gelangt  man  schliesslich  zu  der 
:hoDg 

hü  —  aV 
:  F[p)s%n—-  +  JP(2c})stn— 7-  +  F(3cj)sen— -  +  •  •  • 

4  TC  4 


2.(0) sm^  -  n^)sm{^  +  ii^) 

+  F(2cj)s«n(^—  +  -^j  - 


lie  letzten  Glieder  •  der  rechts  vorkommenden  endlichen  Reihen 
n  hier  die  nämlichen  Regeln  wie  bei  der  Gleichung  72). 
Ans   den  beiden  Gleichungen  72)  und  73)  zusammen  können  JJ 
V  entwickelt  werden ,  was  am  besten  erst  in  jedem  speciellen 
!  geschieht. 
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Wählt  man  die  ursprüngliche,  durch  F(x)  snmmirte  Bohe  i 
dasB  sich  die  Summen  U  und  F  direct  finden  lassen,  so  fahren  ( 
Gleichungen  72)  und  73)  auch  zur  Kenntniss   von  a  und  b.    D 
ist  z.  B.  der  FaU  fOr   Co  =  l,  Ci  =  Ci  =  Ci  .  .  .  =  0;  es 
dann  (S.  167)  F(x)  =  1,  U=  l,V=0,  mithin  nach  Nro.  72] 

_  =  1  +  cos—  +  cos—  +  cos—  +  .  -  .  . 

+  Jcos-  -  cas(^-  +  — j  +  coa(^-  +  — j- 

und  nach  Nro.  73) 

b  .  l«o>    ,      .  2«o)    ,      .  3*0»    , 

=  =  sm—r — |-  stn—- — \-  sin— r — }-•..» 


Vo 


+  is*»-  -  sm(^-  +  — ;  +  «»(^-  +  — j- 

Beide  Gleichungen  müssen  für  jedes  o  =  -r-   gelten,    wohei  > 

ganze  positive  Zahl  k  willkürlich  bleibt  Im  einfachsten  Falle  hs 
(o  =  2yc  ergiebt  sich 


a          1,1^ 

0 

V23r 

mithin 

74) 

o  — 6  — 1 

/'. 

;Sfn 


sr 


e.    Ein  sehr  bemerkenswerthes  Beispiel  liefert  die  Annahme 
F(x)  =  1  +  cosx  +  cos2x  +  •  •  •  +  cosQc —  1)» 


1    ,    sin(7c~-^x 

^  2sin\x 

Für  jedes  ganze  positive  h  ist  dann 

tn[2hn r- j 


F(Aoi)  =  I  + 


2  sin 


IlTt 


2 


sm 


- 


k 


stn 


d.  h.  FQiGi)  =  0,  vorausgesetzt,  dass  k  nicht  in  h  aufgeht.     Di 
Ausnahmefall  tritt   bei  den   Gleichungen   72)  und  73)   niemals 
weil  h  höchstens  =  \k  werden  kann;  man  hat  daher  wegen  F(jS) 
und  zufolge  der  Werthe  von  a  und  2) 
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itwickelt  man  hieraus  die  Werthe  von  U  nnd  F  und  erinnert  sich 
r  ursprünglichen  Bedeutung  dieser  Grössen,  so  gelangt  man  zu  den 
Igenden  Heihensummirungen 

1    +    cos r h   CÖS— T !-•••.   +  cos- zjf- 

=  1(1  +  cos\lcn  +  sin\k7t)^/h^ 

.    V2n    ,      .    2223r    ,              ,      .   (Ä;  — l)223r 
stn  — r 1-  sm  — 7 1-  •  •  •  -  +  s«w  ^ ^ 

K  K  IC 

=  1(1  -\'C0slhyc  —  sm|Ä;3r)VÄ] 
sind  nicht  nur  analytisch  merkwürdig,  sondern  auch  für 
entheorie  von  Werth  *). 


Auf  anderem  Wege  ist  Gauss  zu  diesen  Summen  gelangt  in  der 

g  Summatio    quanindarum    serierum    singularium;    comment. 

societ.  Gotting.  T.  I.  Hinsichtlich  der  damit  zusammenhängenden 

theoretischen  Untersuchungen   s.  Lejeune-Dirichlet's  Vorlesungen 

Zahlentheorie,  herausgegehen  von  Dedekind,  Braunschweig  1863, 

•lement  L 
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DIE 


URIER'SCHEN    INTEGRALE. 


12* 


Die  Fourier^sclien  Integrale. 


I.  Einleitende  Betraclitungen. 

)ei    Ansicht  der   im   vorigen  Abschnitte    (S.  147)  bewiesenen 

klangen 

,  V        1  ä    t    A       ^^  I    j        27CX  ,     -        3;ra?  , 

h 

An  =  ^y  /(OCC^S  ^  ^^ 
d 

X)  =  ^iSin  -r-  +  B2Stn—T \-  B^stn—r: h  •  •  •  •» 

h  h  h 

h 

0 

len  X  zwischen  0  und  h  enthalten  sein  muss,  liegt  der  Gedanke 
das  Gültigkeitsintervall  dadurch  so  viel  als  möglich  zu  erwei- 
dasB  man  die  beliebige  positive  Grösse  h  unendlich  wachsen 
Um  zu  sehen,  wohin  dieser  Grenzenübergang  führt,  setzen  wir 
bkürzung  für  irgend  ein  u 

h  h 

I  f(t)cosutdt  =  q)(u),      I  f(t)sinutdt  =  ^[^(u) 

0  0 

'  --  =  d  also  T-  =  —  und  schreiben  demgemäss 
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fix)  +  %(0) 

=  -•*  9^(0)  +  q){S)cosx8  +  fp{2S)cos2xd  +  •  •••1 

f{x)  =-.dU(Ä)sma;5  +  '^{2S)8in2x8  -\ .1. 

Bei  unendlich  wachsenden  h  convergirt  8  gegen  die  Null,  und  eik 
in  diesem  Falle  der  bekannte  Satz 

1)    Xiiw[«[F(0)  +  F(5)  +F(2«)  +  F(3«)  +  ...][  =jF{u)i 

angewendet  werden;  man  erhält  so  aus  der  ersten  Gleichung 

2   r 
•  f(x)  =  -  /  (p{u)co$audu 

0 

und  aus  der  zweiten 

00  ! 

f(x)  =  —  I  tlf(u)8inxudu 

7tJ 

0 

Substituirt  man  noch  die  Werthe  von  9(t«)  und  ^(i«),  in  doDeDJ 
^  =  00  ist,  so  gelangt  man  zu  den  beiden  Formeln 


00  CO 


2)  f[x)  =  —  j  cosxu  du  j  f(t)cosutdt^ 

0  0 

3)  f(x)  =  —  I  sinxu  du  I  f{t)sinutdt, 

0  0 

welche  die  Eigenthümlichkeit  darbieten ,  dass  die  zweimalige  I 
gration  einer  willkürlichen  Function  wieder  auf  dieselbe  Fuoc 
zurückführt*). 

Diesem  Gedankengange  liegt  indessen  eine  Yoraussetzaoj 
Grunde.  Man  darf  nämlich  die  Formel  1)  nur  dann  benutzen,  i 
die  Producte  2Ä,  3S  .  .  .,  trotz  der  unendlichen  Abnahme  vo 
schliesslich  ins  Unendliche  wachsen ;  nähern  sich  dagegen  jene 
ducte  einer  endlichen  Grenze  k^  so  ist  auch  nicht  t«  =  co  som 
u  =  k  die  obere  Grenze  des  Integrales  von  F(u)du.  Welcher 
beiden  Fällen  hier  stattfindet,  lässt  sich  gar  nicht  entschd 
weil  die  Factoren  des  Productes  nd  von  einander  unabhängig  t 


*)  Die  obige  Entwiokelung  wurde  zuerst  von  Fourier  gegebe 
der  Theorie  de  la  chaleur,  Paris  1822. 
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i  es  können  deshalb  die  Formeln  2)  und  3)  noch  nicht  als  streng 
fiesene  gelten.  Femer  giebt  die  vorige  Betrachtung  keinen  Auf- 
Inss  über  die  Werthe  der  Doppelintegrale  in  2)  und  3),  falls  die 
egrationsgrenzen  für  t  und  u  andere  ak  0  und  Qo  sind;  es 
;ht  sich  daher  auch  nach  dieser  Richtung  hin  eine  genauere 
^rsachung  der  erhaltenen  Doppelintegrale  nothwendig. 


n.    Die  Fourier'schen  Doppelintegrale, 

a.  Wir  betrachten  im  Folgenden  das  nach  t  und  u  genommene 
•pel  integral 

ßi.  b 

Pfji  ■=  -  I  cosxudu  I  f(t)co$utdt, 

0  a 

nn  5  >  a  ]>•  0  sein  möge.  Unbeschadet  der  Allgemeinheit  kön- 
k  wir  dabei  x  als  positiv  ansehen ,  denn  es  erhellt  unmittelbar, 
mJPfi  für  irgend  ein  negatives  x  denselben  Werth  hat  wie  für 
:  gleich  grosses  positives  X,  Setzen  wir  ferner  voraus ,  dass  f(t) 
it^=a  bis  t  =  h  endlich  und  stetig  bleibe,  so  sind  die  Bedin- 
igen  erfüllt,  unter  denen  die  Reihenfolge  der  beiden  Integrationen 
Q^ekehrt  werden  darf;  wir  haben  daher  auch 

b  fj, 

^fji  "=  "Z  I  fif)^^  I  2costucosxudu  . 
r  nach  Ausführung  der  auf  u  bezüglichen  Integration 


o  a 

ersten  Integrale   substituiren    wir  t  —   a?  =  0,   im    zweiten 
-  X  =  0  und  erhalten 

b—x  b+x 


^^ 


=  l  {/'-^'/(-+ ö)^ö  +ß:^fiß-.)äo]. 


a—x  a-\x 

folge   der  Voraussetzungen  5  ]>  a  >  0  und  a;  ^  0  convergirt   ' 
I  zweite  Integral  bei  unendlich  wachsenden  /Lt  gegen  die  Null,  so 
!8  nur  übrig  bleibt 


b—x 


P.  =ii«»/M_V(x4-fl)c^ö. 


a~x 
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HiDsichtlicli  des  X  sind  nun  fünf  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  nän 
0?  <C  A»  oder  =  a,  oder  zwischen  a  und  h  enthalten,  oder  =h 
>  h  ist.     Im  ersten  Falle  sind  die  Integrationsgrenzen  a  —  x 
h  —  X  gleichzeitig  positiv  und  von  Null  verschieden;  dieFormi 
giebt  dann 

4)  -P«  =  0,  0<x<a. 
Für  X  =  a  erhält  man  wegen  h  —  a  >>  0 

5)  P^  =  lfia\  x  =  a. 

Wenn  x  zwischen  a  und  h  liegt,  ist  die  untere  Integrationsgr 
negativ,  die  obere  positiv;  das  Integral  lässt  sich  dann  auf  folg( 
Weise  zerlegen 

wobei  wir  im  ersten  Integrale  —  0  statt  0  einführen  wollen, 
der  nunmehrigen  Gleichung 

x—a  b — X 

0  0 

folgt 

7)  P^=fix\  a<x<b. 

Für  X  =  h  verschwindet  das  zweite  Integral  in  Nro.  6),  und 
erste  giebt 

8)  P„  =  §/(6),  » =  6. 

Ist  endlich  aJ  ^  5,  so  erhält  das  zweite  Integral  in  Nro.  6)  eine 
gative  obere  Grenze,  welche  sich  durch  Einführung  von  —  fl 
d  in  eine  positive  Grenze  umwandeln  lässt;  man  erhält  so 

X — «  X — b 

0  0 

d.  i, 

9)  ^00=0,  x>J). 

Zufolge  der  ursprünglichen  Bedeutung  von  Pu,  verglichen 
den  in  Nro.  4),  5),  7),  8)  und  9)  gefundenen  Werthen  von  P„ 
man  nun  den  Satz: 

Wenn  5>a>0  ist  und/(a;)  endlich  und  stetig  bl 
von  X  =  a  bis  x  =  b,  &o  gilt  die  Gleichung 


Die  Fourier'schen  Integrale. 


185 


} 


cosxudu  I f(t) 


cosuidt 


für  alle  zwischen  a  und  b  enthaltenen  x;  für  a?=a  re- 
ducirt  sich  der  Werth  der  rechten  Seite  auf  |/(a),  für 
X  =  h  auf  5/(fe);  für  positive  ausserhalb  jenes  Inter- 
Talles  liegende  x  verschwindet  das  Doppelintegral. 

Man  kann  sich  hiervon  leicht  ein  geometrisches  Bild  verschaffen, 
in€ui  X  als  Abscisse,  y  =f(x)  als  Gleichung  einer  gegebenen 
und 

OD  » 

Y  =  -  I  cosxudu  I  f(t)co8utdt 

0  a 

^CQeichong  einer  zweiten  Curve  betrachtet.  Nehmen  wir  in  Fig.  37 


=  a,  AC=f(ä),  AE  =  \f{a),  OB  =  h,  J5D  =/(6), 
=  1/(6),  so  besteht  die  zweite  Curve  bei  positiven  x  aus  der 
ske  0-4,  dem  isolirten  Punkte  E,  dem  Bogen  GD  der  gegebenen 
re,  dem  isolirten  Punkte  F  und  der  unendlichen  Strecke  BX 
negative  X  ist  die  Curve  dieselbe. 

In   dem  Falle  a  =  0  bedarf  die   vorige  Untersuchung    einer 
»n  Modification ,  weil  sich  dann  das  Intervall  0  bis  a  auf  Null 
und  daher  hinsichtlich  des  x  nur  noch  vier  Fälle  zu  unter- 
Lden  sind.    Die  Gleichung  2)  wird  jetzt 

hier  convergirt  das  zweite  Integral  nur  dann  gegen  die  Null, 
•nn  a?  >  0  ist,  während  dies  früher  auch  f ür  OJ  =  0  der  Fall 
ir.     Man  hat  nun  f ür  o;  =  0 
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2  _.     rsi 
=  —  Lim  I  — 
n        J 


sin  (id 


ä 


f(ß)de=fm 


für  die  übrigen  Fälle  0<ä<6,  ä  =  1>  und  «  >  5  findet  m 
dieselben  Werthe  wie  vorhin,  mithin  lautet  der  neue  Satz: 

Wcnn/(a;)  in  dem  positiven  Intervalle  von  rc  =  Oll 
X  =  h  endlich  und  stetig  bleibt,  so  gilt  die  Gleichi 

=  —  /  cos  XU  du  I  f{t)co8Utdt 


11) 


f(x)  =  —  /  cosxudu 

0  0 


für  alle  zwischen  0  und  h  enthaltenen  X;  für  «  =  0 
der  Werth  der  rechten  Seite  =/(0),  für  «  =  b  iit 
=  lf(J))\  iiXrx>b  gleich  NulL 

Fig.  38. 


Diesem  Resultate  entspricht  Fig  38,  welche  keiner  näheren  E 
läuterung  bedürfen  wird. 

Ihre  grösste  Ausdehnung  erhält  die  Formel  11)  für  b  =i 
nämlich 


00  CO 

12)       /(aj)  =  -  /  cosxudu  I  f{t)cosutdt 


0  <a?<Qo. 


b.    Wir  betrachten  zweitens  das  analoge  Doppelintegral 

/Li  b 

Q^  =  —  J  sinxudu  I  f(t)smutdt 

0  a 

unter  den  Voraussetzungen  l>>a^O  unda;]]>0,  deren  Ici 
sich  durch  die  Bemerkung  rechtfertigt,  dass  gleichen  und  entgcg 
gesetzten   X  gleiche    und    entgegengesetzte   ^^    entsprechen, 
umgekehrte  Anordnung  der  Integrationen  giebt 
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ö/i  =  —  /  /(O  dt  I  2  sintusinxudu 


a  0 

b 


der,  wenn  im  ersten  Integrale  t  —  x  =  0,  im  zweiten  t  -{-x^O 
■esetzt  wird, 


a — X 


a-\-x 


iese  Gleichung  unterscheidet  pich  von  Nro.  7)  nur  im  Vorzeichen 
es  zweiten  Integrales,  und  daher  sind  hier  wörtlich  die  nämlichen 
etrachtungen  wie  dort  anwendbar ;  man  gelangt  damit  zu  folgendem 
lieoreine: 

Wenn  5  >  a  >  0  ist  und/(ir)  endlich  und  stetig  bleibt 
von  a?  =  a  bis  a;  =  fe,  so  gilt  die  Gleichung 

00  b 

f(x)  =  -  /  sin  XU  du  I  f(t)sinutdt 

0  ü 

für  alle  zwischen  a  und  h  enthaltenen  o?;  für  a?  =  a 
reducirt  sich  der  Werth  der  rechten  Seite  auf  5/(a), 
für  X  =  h  auf  5/(&);  für  positive  ausserhalb  jenes  In- 
tervalles  liegendem;  verschwindet  das  Doppelintegral. 

Fig.  39. 


4) 


B 


X 


Dem  entsprechend  zeigt  Fig.  39  die  graphische  Darstellung  der 
iden  Corven,  welche  durch  die  Gleichungen 
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y  =  f(x)  und  Y  =  —  I  sinxudu 

0 


sinxudu J  /(t)si> 


sinutdt 


bestimmt  sind. 

Wie  bei  der  vorigen  Untersuchung  tritt  auch  hier  eine  Mod 

cation  ein,  wenn  a  =  0  und  zugleich  x  =  0  ist.    Die  Formel 

giebt  dann   g^  =  0,   was  von  Hause  aus  zu  erwarten»  war; 

übrigen  Fälle  bleiben  ungestört  und  man  hat  daher  den  Satz: 

Wenn/(a;)  in  dem  positiven  Intervalle  0  bis  b  endli 
und  stetig  bleibt,  so  gilt  die  Gleichung 

oo  b 

15)  fix)  =  -  /  sinxudu  I  f(t)sinutdt 

0  0 

für  alle  zwischen  0  und  h  enthaltenen  x;  für  x  =  0 
der  Werth  der  rechten  Seite  =  0,  für  o;  =  &  ist 
=  lf(f>),  für  a?  >  &  gleich  Null. 

Fig.  40  zeigt  die  entsprechende  graphische  Darstellung. 

Fig.  40. 


Ihre  grösste  Ausdehnung  erhält  die  Formel  15)  für  6  = 
nämlich 


=  U' 


16)  f(x)  =  -  /  sinxudu!  f(f)sinutdt, 

0  0 


./ 


0  <  a?  <  00. 


c.    Die  in  den  beiden  vorigen  Abschnitten  entwickelten  F 
mein  sind  u.  A.  an  die  Voraussetzung  gebunden,  dass/(a;)  oder^ 
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endlich  bleibt  innerhalb  des  für  t  genommenen  Integrationsinter- 
Talles,  and  es  entsteht  daher  die  Frage,  ob  jene  Bedingung  eine 
nnerlässlicbe  ist,  oder  ob  es  nicht  Fälle  geben  kann,  wo  dieselbe 
ansser  Acht  gelassen  werden  darf.  Wir  wollen  diese  Untersnchong 
fär  die  am  meisten  benutzten  Formeln  11)  und  15)  vornehmen  und 
dabei  den  sehr  gewöhnlichen  Fall  betrachten,  wof(x)  gleich  anfangs 
far  X   =  0  positiv  unendlich  wird,  im  Uebrigen  aber,  d.  h.  für 

i  0  <  05  ^  6,  endliche  Werthe  behält.    Da  unter  diesen  Umständen 
keine  Rede  davon  sein  kann,  die  Formeln   11)  und  15)  für  rc  =  0 
;in  Anspruch  nehmen  zu  wollen,  so  setzen  wir  x^O  (aber  natürlich 
l  d)  voraus  und  denken  uns  zwischen  Ound  X  eine  willkürliche 
Zahl  Q   eingeschaltet;  wegen  Q  <!i  x  <!ib  ist  dann 

f(x)  =  -  /  cosxudu  I  f(t)cosutdt^ 

0  Q 

kd  zufolge  der  Zerlegung 


Q  0 

kann  dafür  geschrieben  werden 


f-f-f 


00 


/(«)  = 


00 

TtJ 


cosxudu 


fm 

0 


cosutdt 


r.9 

cosxudu  I  f(t)cosutdt, 

0  Ö 


Denken  wir  uns  die  obere  Integrationsgrenze  te  =  oo  wie  früher 
ans  einer  unendlich  wachsenden  Zahl  ft  hervorgegangen,  so  haben 
wir  auch 

*  r 

17)  fix)  =  -/  cosxudu  I  f(t) cosutdt  =  E^, 

0  0 

wobei  selbstverständlich 

cosxudu  I  f(t) cosutdt 

J  ü 

0  0 

ist.  Die  Reihenfolge  der  Integrationen  darf  man  hier  nicht  ohne 
Weiteres  umkehren,  weil  das  unter  den  Integralzeichen  stehende 


R^  =  -  I  cosxudu  I  f(t)cosu 
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"Prodact  f(t)  cos  XU  cos  ut  gleich  anfangs  für  ^  =  0  unendlich 
jedoch  kann  man  sich  auf  folgende  Weise  helfen.  Wenn  die  Fmw 

f(t)  so  beschaffen  ist,  dass  /  f(t)dt{art  =  0  einen  endlichen  WerftJ 
behält  I  wie  z.  B.  in  dem  Falle  f(t)  =  --^1,  so  besitzt  das  Inte( 


ff(t)dt 


gleichfalls  einen   endlichen  Werth,  der  für   ^  =  0  yerschwinc 
Wegen 

0 

gilt  dasselbe  von  dem  Producte  d'  Qf(^  q)  ,  d.  h.  bei  unendlich 
nehmenden  8  ist 

Lifn[äf(d)]  =  0. 
Zufolge  dieser  Voraussetzung  hat  das  Doppelintegral 

S  =  2   /  cosxudu  I  f(t)(l  —  cosut)dt 


jedenfalls  einen  endlichen  Werth,  denn  •das  unter  den  Integralzeichc 
stehende  Product  oder  der  Ausdruck 


cosxu,tf(t) 


1  —  cosut 

i 


wird  für  t  =  0  nicht  unendlich ,  sondern  =  0.     Die  Grösse  S  ge-j 
stattet  zwei  verschiedene  Formen  der  Darstellung,  jenachdem  maa] 
die  angegebene  Reihenfolge  der  Integrationen  beibehält  oder  um- 
kehrt; im  ersten  Falle  hat  man 


8=2?^/mät-.B„ 


und  durch  die  zweite  Operation,  welche  jetzt  erlaubt  ist,  ündet  sieb 
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■.2frit^  ff(t)dt-  fhtti^/it)dt  -  f'^^ii^/m, 

sm  J  J  X   t  J  X  -\-  t 


0  0  0 

lin  durch  Vergleichung*  beider  Werthe  von  S 


Hen  X 


0  0 

Q  und  ^  <[  p  ist  nun  für  jedes  {i 
1  sin  fi(x  —  0  1 

<.   Z 7 <.   + 


X —  Q 


-    7    < 


X  —  t 

sin  ^  (x  +  t) 


X  —  Q 


X 


X  +   t 

wenn  man  q  so  klein  wählt,  dass  f(t)  von  f  =  0  bis  ^  =  ^ 
bleibt,  80  darf  man  diese  Ungleichungen,  ohne  sie  zu  stören, 
fif)dt  multipliciren  und  integriren.  Zufolge  der  so  entstehen- 
^leichungen  ist  für  jedes  /i  also  auch  für  /i  ==  oo 

n;\x — o        x/J         • 

9 

€i  und  £2  zwei  nicht  näher  bestimmte  positive  oder  negative 
Bruche  bezeichnen.    Lässt  man  endlich  q  in  Null  übergehen,  so 
idet  Mao  ^^^  aiis  Nro.  17)  wird 

00  ft 

f(x)  •=!  --  I  cos  XU  du  I  f(t)  cosut  dt,         0  <Z  x  <^  h; 
0  0 

der  für  f(t)  angegebenen  Bedingung   und   für  a;  ]>►  0  bleibt 
die  Formel  11)  immer  noch  richtig. 
Noch  etwas  einfacher  gestaltet  sich  die  Sache  bei  der  Formel 

Man  hat  zunächst,  wenn  Q  '<i  X  <^h  ist, 

CO  b 

f(x)  ==  —  /  sin  XU  du  I  f(t)  sin  utdt 

=  —  I  sinxudu  I  f(t)sinutdt  —  JB«! 


B. 


sin  XU  du 
0  0 


I  /(O  ^'w  ^ 


tdt 


ß 
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gesetzt  wurde.  Zufolge  der  für/(0  angegebenen  Bedingun 
hält  das  unter  den  Integralzeichen  stehende  Product 

.  -,.v    sin  ut 
sin  XU,  tf(t)  •  — - — 

V 

durchaus  endliche  Werthe  und  verschwindet  für  ^  =  0;  ma 
deshalb  die  Anordnung  der  Integrationen  umkehren  und  erhSlt 
ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin 

0 

woran  sich  analoge  Folgerungen  wie  früher  knüpfen.      Die 
mein  11)  und  15)  sind  daher  auch  auf  solche  Functi 
anwendbar,  die  für  x  =i  0  unendlich  werden,  sobaL 
Integral 

.<? 

fit)  dt 

0 

bei  endlichen  Q  einen  endlichen  Werth  besitzt. 

d.  Wir  wollen  noch  den  Fall  betrachten,  wo  f(t)  innerhal 
für  t  gewählten  Integrationsgrenzen  Unterbrechungen  der  Conti 
erleidet,  ohne  dabei   unendlich  zu  werden.     Tritt  nur  eine 
Discontinuität  an  der  zwischen  a  und  h  liegenden  Stelle  t  =  d 
so  haben  wir  folgende  Zerlegung  anzuwenden 

—  /  cos  XU  du  I  f(t)  cos  ut  dt 

0  a 

=  —  /  COS  XU  du  J  f(t)cosutdt  -\ —  /  cosxudu  I  f(t)cosi 

0  a  0  :ri-fO 

In  jedem  der  Integrale  rechter  Hand  für  sich  bleibt  f(t)  continu 
und  die  Werthe  der  Integrale  können  nach  dem  Satze  11)  gef 
werden ;  jedoch  sind  hierbei  drei  Fälle  zu  unterscheiden.  L 
zwischen  a  und  Xi ,  so  ist  der  Werth  des  ersten  =  f(x) ,  d( 
zweiten  =  0.  Liegt  zweitens  x  zwischen  Xi  und  &,  so  verschi 
das  erste  Integral,  und  das  andere  giebt  f{x).  Im  dritten 
X  =1  Xi  hat  das  erste  Integral  den  Werth  lf(Xi  —  0),  das  zwe 
Werth  lf(Xi  +  0),  man  erhält  also  zusammen 

IC/Ca'.-o)  +/(«,  +  o)]. 

Kommen  zwei  Unterbrechungen  der  Gontinuität  vor  an  den  z^ 
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nd  h  liegenden  Stellen  t  =  Xi  nnd  t  =  x^^  so  zerlegt  man  das 
i  bezügliche  Integral  nach  dem  Schema 

b  a?!— 0  Xa — 0  b 

a  a  ari+0  JP2"T* 

1  erhält  drei  Doppelintegrale,  deren  Werthe  nach  Nro.  11)  einzeln 
(timnibar  sind.  Falls  x  zwischen  a  und  h  liegt,  aber  weder  =  Xi 
jh  =  X2  ist,  findet  man  als  Gesammtwerth  /  (x);  für  x  =  Xi  da- 
^en  ergiebt  sich 

l[/{!»l-0)  +  /  («1    +  0)] 

d  für  X  =  x^: 

|[/(»i-0)  +/(%  +  0)]. 

ieraiis  ist  unmittelbar  ersichtlich,  wie  sich  die  Sache  bei  beliebig 
den  Unterbrechungen  der  Continuität  verhält. 

Genau  dieselben  Schlüsse  sind  auf  die  Formel  14)  anwendbar, 
man  kann  daher  die  allgemeine  Regel  aufstellen:     Erhält  x 
len  solchen  individuellen,  zwischen  a  und  h  liegenden 
Ifth,  dass/(a;)  discontinuirlich  aber  nicht  unendlich 
p4|  sö  ist  nicht/(ir)  sondern  das  arithmetische  Mittel 

gemeinschaftliche  Werth  der  Doppelintegrale  in 
und    14). 

Noch  wollen  wir  bemerken,  dass  die  Fälle,  wo  /  (x)  an  den 
X  =  a  oder  x=^h  discontinuirlich  wird,  keine  Ausnahmen 
{gründen.  Das  Intervall  von  a  bis  h  ist  nämlich  selbstverständlich 
|t  a  +  0  anzufangen  und  mit  B  —  0  zu  schliessen,  und  es  können 
ler  die  Werthe  /  (a  —  0)  und  /  (&  +  0)  nicht  vorkommen.  Das 
slintegral  hat  im  ersten  Falle  den  Werth  lf(a  +  0),  im  zweiten 
Werth  1/(5  —  0). 

e.    Bei  Ansicht  der  gefundenen  Gleichungen,  welche  unter  den 
nen 

eo  00 

2  r  2  r 

(«)  =  —/  q>(u)cosxudu,        f(x)  =  —  /  tlf(u)sinxudu 

0  0 

Iten  sind,  liegt  es  nahe,  Differentiationen  in  Beziehung  auf  x 
lehmen  und  hierdurch  neue  Gleichungen  von  den  Formen 

p)= I  uq>(u)sinxudu,    f(x)  =  -\-—  I  uil^(u)cosxudu 


V)=-f/. 


2    /•. 


u^q>(u)cosxudu,    /"(a?)  = /  umu)sinxudu 


n.  6.  w« 

SchlOmiloh,  Analysis.    IX  13 
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herzuleiten.  Zufolge  des  Umstand  es,  dass  das  IntegrationsiDt 
für  u  unendlich  gross  ist,  bedürfen  aber  diese  Operationen  eim 
sonderen  Untersuchung  (Thl.  I,  §.  92),  welche  wir  in  Beziehun 
die  am  meisten  benutzten  Formeln  14)  und  15)  ausführen  woll( 
Aus  Nro.  16)  folgt,  wenn  ohne  Weiteres  differenzirt  wird, 

18)  f{x)= I  u sinxu du  I  f(t)  cosut dt; 

0  0 

um  diese  noch  problematische  Gleichung  zu  prüfen,  setzen  w 
Nro.  15)  /'  an  die  Stelle  von/,  wobei /'(Q  von  *  =  0  bis  t 
endlich  bleiben  muss,  uud  transformiren  die  nunmehrige  Gleich 

sin  XU  du   I  f'(t)sinutdt 

0  0 

mittelst  partieller  Integration  in  Beziehung  auf  t     Wegen 

b  b 

I  f\t)$inutdt  =  f(b)  sinbu  —  u  I  f(t)  cosut  dt 


9  fi  ^ 

f(x)  =  -i^  I  sinbu  sinxu  du /  u  sinxu  du  I  f(t) 


0 

giebt  dies 

OD  9R  ^ 

•  "      *        '         2    r     .        ,     ff(f)m% 

0  0  0. 

Der  Vergleich  mit  Nro.  18)  zeigt,  dass  die  letztere  Formel  nur 
richtig  ist,  wenn  die  Gleichung 

/(&)  /  sinbu  sinxu  du  =  0 

0 

stattfindet.  Nun  hat  aber  das  vorliegende  Integral  den  völlig  \ 
stimmten  Werth 

1 1  stw  00  sin  CD  ] 

Ab^^~  r+^r 

es  kann  folglich  das  obige  Product  einzig  und  allein  b 
Falle /(Z))  =  0  verschwinden.  Die  Differentiation  der  6 
ohung  11)  ist  daher  nur  unter  der  Bedingung  f(b)' 

erlaubt. 

« 

Aus  Nro   15)   folgt    durch    Differentiation   die   problemat 
Gleichung 

/b 
ucosxudu  I  f(t)sinutdt 
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iererseits  ist  nach  Nro.  11),  falls /'(Q  endlich  bleiht  von  ^  =  0 


fix) 


i 


cos  XU  du 


0 


cosutdt 


i  durch  theil weise  Integration  in  Beziehung  auf  t 


fix) 


2/W  P     T.              ^         2/(0)  p  , 
1  coshucosxudu ^^-^-^  /  cosxudu 


0 


-/ 


+  -^  /  «  cös  a; w  rfw  /  /(f)  s?n  t«/  dt 

0  0 

y ergleich  mit  Nro.  19)  zeigt,  dass  die  letztere  Formel  nur  unter 
Bedingungen 


I  J  coshucosxudu  =  0,      /(O)  /  ( 


0  0 

hat;  wegen  der  Unbestimmtheit  der  beiden  vorliegenden  In- 
gehört dazu/(6)  =  0  und/(0)  =  0.  Die  Differentiation 
eichung  15)  ist  also  nur  dann  erlaubt,  wenn  so- 
/(b)  =  0  als/(0)  =  0  ist*). 


ffl 


m   Anwendungen  der  vorigen  Sätze. 


Wählt  man  die  Function  /(f)  so,  dass  sich  die  Werthe  der 


I 


le 


cosutdt^ 


ff(t)si 


sinutdt 


lassen,  so  gehen  die  betrachteten  Doppelintegrale  in  einfache 
le  nach  u  über;  die  Werthe  der  letzteren  folgen  dann  von 
aus  den  Sätzen  des  vorigen  Abschnittes.  Für  f(t)  =  1  z.  B. 
das  Theorem  Nro.  11)  die  Formeln 

2    rcosxusinhu.         ,  i.«    ^  ^      ^  i. 

—  /  clfi  =:  1         für  0  <  a?  <  b, 

0 


Die  Untersuchungen  dieses  Abschnittes  sind  zuerst  vomYerfasser 
teilt  worden  (Analytische  Studien,  2.  Abtheil.,  Leipzig  1848);  sie 
änen  hier  in  präciserer  Form. 

13* 
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21)         —  / (?««  =  0,        für  a?>-6i 

0 

welche  aber  nicht  in  Beziehung  auf  x  differenzirt  werden  dfirf 

b.     Aehnlicher  Art  ist  die  aus  der  Substitution  f(x)  = 
entspringende  Anwendung  der  Formeln  12)  und  16).     Man  ei 


09 


du  =  -r-c*»  X  ^  0 


1  +u^  2 

0 


/ 


ustnxu  ^  %  ^    ^ 

-du  =  -r-c^'i  «  >  0. 


1  +  t*«  2 

ö 

Die  erste  Gleichung  darf  wegen  /(oo)  =  e~*  =0  in  Bez 

auf  X  differenzirt  werden,  wodurch  wieder  die  zweite  Gleichmi 

steht;  weitere  Differentiationen  sind  aber  nicht  erlaubt*). 

Führt  man  statt  u  eine  neue  Yariabele  O)  ein  mittelst  dfl 

stitution  t<  =  —  und  setzt  x  =  aß.  so  gehen  die  beiden  I 

a 

Formeln  in  die  folgenden  über 


0 


23)         /5^,^«  =  4-e-/'.      «>0,    ß>0. 


+    (D 


*)  Die  obigen  Integrale  hat  zuerst  Laplace  entwickelt  i 
eines,  nicht  hinreichend  gerechtfertigten  üeberganges  vom  Reelk 
Imaginären  (Memoires  de  l'Academie  des  Sciences,  pour  l'annee 
einen  anderen  und  genaueren  Beweis  giebt  Laplace  in  seiner  1 
analytique  des  probabilites,  seconde  partie,  chapitre  premier. 

Es  möge  hier  gelegentlich  bemerkt  werden,  dass  man  zwar  i 
sinxu  und  e— !«?  in  die  gewöhnlichen  Reihen  verwandeln,  also  z. '. 


P[xu^  _ 


x^u*^     .      x^u^  \      du 


■^  1.2. .5  "■  '  '  J  1 


J    l   1  1.2.3  ^  1.2. .5  J  1+  tt« 

0 

^_  _»  /-  __  _£^  I    J^ g;^       ,  \ 

^2V  l"'"l.2        1.2.3'*"***/ 

setzen  darf,  dass  es  aber  nicht  erlaubt  ist,  die  beiderseitigen  Go( 
ten  gleicher  Potenzen  von  o;  zu  identificiren.  Aus  einer  Gleichoi 
sehen  zwei  unendlichen  Potenzenreihen  a^  -\-  a^x  -^  a^x^  -\-  e 
"Öq  -^  hxX  •\-  h^x^  -\-  etc.  folgen  nämlich  die  einzelnen  Gleid 
ii0  =r  5o)  a-i  =  &i,  etc.  nur  unter  der  Bedingung,  dass  beide 
oonvergiren;  die  links  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder 
hende  Reihe  besitzt  aber  diese  Eigenschaft  nicht 
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Ist  der  in  Tbl.  I,  §.  92  angegebenen  Regeln  überzeugt  man  sich 
,  dass  diese  Gleichungen  beliebig  vielmal  in  Beziehung  auf  cc 
snzirt  werden  dürfen,  wodurch  man  zu  Integralen  von  den 
en 


/cosßco  .      P 

/  o  .      oN   .  t  »cj    und      ./  7- 


CO  sin  ß  G) 

da 


V  0 

gt.      Um  diese  Operation    allgemein  auszuführen,    setzen   wir 
BD  Augenblick  a^  =  r  und  schreiben  statt  Nro.  27) 

pS^da,  =  -4=e-/' V;  =  _  i^  '^(^^^ , 
j/  r  +  ai»"  2V»-  /J        <i*- 

08  durch  n-malige  Differentiation  nach  r  folgt 

-"■'•^•••••/fI^''"  =  -7^"('-''^- 

i  Mf  der  rechten  Seite  angedeutete  Differentialquotient  lässt  sich 
Übt    der    auf  Seite    9    angegebenen    allgemeinen    Formel   für 

T{V^  entwickeln,  und  wenn  nachher  beiderseits  r  :;=  «2  und  zur 
Irzung  1  .  2  •  3  .  .  .  n  =  n'  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich 


A 


cosßcj 


\a.n'  \2aJ  \ 


(a2  +  aj2)n+i 


2         aß 
(n  +  2)(n  +  l)n(n-l)      1 

"^  2.4  (ocßy  ■*■ 


i  demselben  Verfahren  erhält  man  aus  Nro.  28) 

C3sinßc3 


9 


(a3  +  Cj2)n+l 


dfca 


2.n'    \a/  l     "^         2         «jS 

(n  +  l)n(n-l)(n-2)      1 
"*"  2.4  (aßy  "^  '    *  * 

c.  Um  mehrere  analoge  Formeln  entwickeln  zu  können,  schicken 
einige   Bemerkungen  über  den  sogenannten  Integrallog a- 
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rithmUB  voraas.     Man  versteht  darunter  eine   Fonctiony 
durch  die  Gleichung 


9  9 


'»  "(')  =/Tf  =  /■ 


n 

0  0 

definirt  wird,  oder,  was  auf  Dasselbe  hinauskommt,   welche 
den  Eigenschaften 

dli(z)         1 


27)  li(0)  =  0, 


dz  Iß 


besitzt.     Bezeichnet  im  Folgenden  x  immer  eine  positive  6i 
ist  für  8  =  er',  5  =  e-^ 

X  00 

28)  inr")  =/x  ^^  =  -  /t '^^ 

OB  g 

oder  für  |  =  a?ij 

29)  U{e-*)  =  —f^-^dfl. 

1 

Wegen  i?  >>  1  oder  —  <;  1  beträgt  der  Werth  des  Integral 

V 
niger  als  der  Werth  von 


Je-ndn        ^. 

1 

man  kann  daher 

30) 

^        ^                  ^    X 

setzen,  wo  q  einen  nicht  näher  bestimmten  positiven  echten 
bezeichnet.     Aus  Nro  28)  folgt  ferner 

n 

liie-')  —  liie-')  =  —  J-J-^^ 

X 

oder  vermöge  der  bekannten  Reihe  für  C^ 

li(er')  —  li{e'-)  —  ^^-"YT  +  IO 

f,  1   w    .    1    w2 

-r-TT+  2  172- 

wofür  wir  kurz  schreiben 


•  .  •  • 


^1) 
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1    X 


1    aj2 


aj3 


"^  11^21.2  31.2. 


+ 


«••••• 


lierin  ist,  wie  man  gleichfalls  mittelst  der  Exponentialreihe  findet, 

1 

0«  =  -.?«  +y- 


V 


dv 


ider  identisch 
1 


=/- 


-(1- 


1 

-^ai;  —  In  —    /  dv, 

J  V 


V 
0  0 

sen  wir  specieller  n  als  ganze  positive  Zahl  voraus,  so  können  wir 
Werth  des  ersten  Integrales  mittelst  der  Gleichung 

1  —  {l—vY  _  1  —  (1  —  vY 
V  ~1  — (1— t;) 

1  +  (1—«;)  +  {l—vy  +  (1  — t;)3  H +  (1— t;)«-l 

und  erhalten 


=  — .-4-— .J-...J In  —   I 

1    '^  2  ^  ^  n  J 


'e-nf>  _  (1  —  vy 


dv. 


V 

das  noch  übrige  Integral  bemerken  wir  zunächst,  dass  bei  echt 
>rochenen  v  immer  e~*'  >  1  —  v  mithin  e~"*'  ^  0-  —  ^)">  dass 
Iglicb  der  Werth  des  Integrales  positiv  ist.     Wegen  e*'  >  1  +  v 
man  ferner  (1  —  v)e^  >  1  —  v^  und 

1  —  [(1  —v)e>'Y  <  1  —  (1  — 1;2)«  <  nv^*) 
durch  Multiplication  mit  er*^^ 

er-»»  —  (1  —  vY  <;  nv^e^^^ 
auch 


/ 


'e-np  —  (1  —  vY 


V 


1 
dv  <^n  j  ver'^^dv; 


0  0 

darf  man,  unter  s  einen  positiven  echten  Bruch  verstehend, 


♦)  Die  bekannte,  für  «  >  /J  geltende  TJogleichung 

£wti  ^^B  /Im 

^  <  na*»— 1    oder    an  ^  ßn  <^  nan—i («  —  /)) 

hier  auf  den  Fall  a  =  l,j9&sl^«3  angewendet. 
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1  1 

Te-««'  — (1  — v)»  C      „,, 

/ b L.  dv=  sn  j  ver^^dv 

setzen.   Zufolge  dieser  Bemerkungen  ergiebt  sich  aus  Nro«  36) 

^  1    1  ^  2  1.2       3  1.2.3  ^ 

Bei  nnendlich  wachsenden  n  convergirt  2i(e~")  gegen  {«(0)  = 
and  die  Differenz 

T+2  +  3  +'"+n-^" 
nähert  sich  (nach  Thl.  I,  S.  439  und  440)  der  endlichen  Grenze 

G=  0,5772156649 , 

mithin  bleibt  die  Gleichung 

1    «  1     x^  1         /B^ 

welche  für  jedes  positive  x  gilt. 

Aus  Nro.  26)  ergiebt  sich  weiter  für  je?  =  e+*,  5  =  e~"^ 

+  00 

-1 


hier  erleidet  der  Quotient  —rr-  innerhalb  des  Integrationsintem 

eine  Unterbrechung  der  Gontinuität  und  zwar  an  der  Stelle  |  = 
mithin  hat  das  Integral  im  Allgemeinen  keinen  bestimmten  Wa 
Um  diese  Vieldeutigkeit  zu  vermeiden,  definiren  wir  —  ?t(e+*) 
den  Hauptwerth  des  obigen  Integrales,  d.  h.  wir  setzen 

—  (f  Xflo 


lt(c+*)  =  —  lAm 


/t«+/t«' 


wo  S  eine  positive,  bis  zur  Null  abnehmende  Grösse  bedeutet.  \ 
legen  wir  noch  das  Intervall  -|-  d  bis  -(~  ^  i^  <^i6  beiden  Inter? 
+  d  bis  +  a?  und  4-  a;  bis  +  °^ «  so  ist  auch 
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f(c+')  =  —  Lim 


ten  Integrale  lassen  wir  —  |  an  di^  Stelle  von  |  treten,  zie- 
irauf  beide  zwischen  +  8  und  4"  ^  genommene  Integrale  zu- 
jn  und  setzen  Ä  =  0;  dies  giebt 

0  X 

lucb  für  ^  ^=.  xri 

Zf(c+')==  / dl?  — •/  — l-^«?- 

0  1 

rste  Integral  ist  mittelst  der  Reihe  für  e*^  —  e-'n  leicht  zu, 
ckebi,  das  zweite  Integral  kennt  man  nach  Nro.  29)  und  32); 
hat  daher 

kann  nun  auch  die  Formeln  32)  und  34)  zu  einer  einzigen,  für 
reelle  x  gültigen  zusammenziehen,  Wenn  man  schreibt 

1     r  1     n;2  \       x^ 

lue-)  =  c  +  iHx^)  +  T  T  +  YlTi  +  ¥  073  +•••• 

Wir  betrachten  im  Folgenden  die  Function 

f(x)  =  e-Hi  (e+')  —  e^Hi  (er-^), 
'eiche  nach  Nro.  29)  und  33)  gesetzt  werden  kann 


n '''+7  n 

0  1 

ier  letzteren  Form  ersieht  man  leicht,  dass  f{x)  für  alle  posi- 
x  endlich  bleibt  und  dass  diese  Function  sowohl  für  a?  =  0 
ir  rc  =  00  verschwindet*).     Es  ist  nun 


)  Die  obigen  Behauptungen  lassen  sich  auch  mittelst  der  Reihen 
j(c+^)  und  li(e—^)  verificiren.  Die  Gleichung  /(O)  =  0  folgt  dann 
;telbar  aus  der  Bemerkung,  dass  das  Product  (e^  —  e—x)  Ix  für 
0  verschwindet.  Um  die  zweite  Behauptung  zu  beweisen,  unter- 
n  wir  einzeln  den  Minuenden  e— ^Z»(ß+*)  und  den  Subtrahenden 
f  («—*).    Die  Reihen  für  c^  und  l%{ex)  liefern  folgende  Gleichung 

""2      lyy^V"!      Ty/iTä+v—s     ■sjro"' — 
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/  (t)smutdt 

0 


=  /  stnutat  j  


dr^ 


+    /  sinutdt  I  ^ i 

Ol  ' 


1  OD 


ao  OD 


r^  r^^(rj-i)t  _  er^n-^^^qsinuii 


1 

/dtj  f  u u  \ 

^        12    U«  +   (1  -  1^)3  1*2    +   (1  +  ly)«/ 

0 

w       fl  2  ) 

'1+^2  Iz*  U  U  2VI/I  j  1-1- U« 

und  wenn  hier  (7  +  Za;  >  2  d.  i.  a?  >  4,2  genommen  wird,  so  sindi 
in  Parenthesen  stehenden  Differenzen  positiv;  man  hat  daher 

U{e+x)  <  (C+lx)  ^"^  ""  ^    oder  e-^me-^-x)  <  .^-±i£(i-r 

Da  andererseits  c— «?  und  Ze(e+^)  positive  Grössen  sind,  so  folgt 

wo  Qi  einen  nicht  näher  bestimmten  positiven  echten  Bruch  bedei 
Ferner  ist  nach  Nro.  35) 

e+xlt{e-»)  =  —  (?3— ,         0  <  ^2  <  1> 

also  zusammen,  wenn  x  >  4,2, 

und  hieraus  ersieht  man  auf  der  Stelle,  dass  f{x)  bei   unendlich  w 
senden  X  gegen  die  Null  convergirt. 
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hieraus  ergiebt  ach  nach  Formel  lö)  and  infolge  der  Beden- 
g  von  /(x) 


/ 


stmxu 


——-du  =  |[e-'?i(«+')  -  e^'U(e-')l 

0  ' 

/(x)  an  den  Grensen  der  Integration  nach  t  verschwindet,    so 
f  die  vorstehende  Gleichung  differenzui  werden,  wodurch  entsteht 


0 


j^^du  =  -  \[e-'Uie+')  +  e+-Ji(«-')]. 


ttelst  der  Substitutionen  «  =  — ,  x  =  aß  und   unter  YorRus« 

a 

mng  eines  positiven  a  erhalt  man  noch 


es  sind  diese  Formeln  die  Gegenstücke  zu  Nro.  22)  und  23). 
b  gewähren  wie  jene  den  Yortheil,  dass  die  von  zwei  Grossen  a 
d  ß  abhängigen  Integralwerthe  durch  Functionen  ausgedrückt 
kd,  die  nur  von  der  einen  Variabelen  aß  abhangen  und  mitielst 
mer  convergirender  Reihen  berechnet  werden  können* 

d.    Versteht  man  unter  f(x)  dieselbe  Function  wie  vorhin,  so  ist 

/  f(t)cosutdt 

0 


casutdt  1 dr^ 


«o  oo 


4"    /  cosiiidt  j »ij 


1  eo 


dt 


OD 

1  '  0 
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1 

_  CM  [     ^  —  n 1  +  1?     I 


J  ij  l««  +  (ij  —  1)»     «»  +•  0 

daraus  folgt  nach  Nro.  12)  und  vermöge  der  Bedeutung  von 


und  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  X 


usinxu   /\\ 

1  +  «"  w 


du  =  ^le-''U{e+'')  +  e+'liie-')] 


Setzt  man  noch  u  =  — ,  x  =  a3  und  benutzt  die  Formeln  ! 

a 

23),  so  erhalt  man  die  etwas  allgemeineren  Resultate'*') 


*)  Dieselben  sind  zuerst  vom  Verfasser  entwickelt  worden  i 
nert's  Archiv  der  Mathematik,  Bd.  V,  S.  204.  Eine  kleine  T 
Werthe  von  h*(c+^)  und  U(e-^)  möge  hier  noch  Platz  finden: 


X 

lz(e+^) 

Ze(e-*) 

1 

+ 

1,8951178 

—  0,2193839 

2 

+ 

4,9542344 

—  0,0489005 

3 

+ 

9,9338326 

—  0,0130484 

4 

+ 

19,6308745 

—  0,0037794 

5 

+ 

40,1852754 

—  0,0014483 

6 

+ 

85,9897621 

—  0,0003601 

7 

+ 

191,5047433 

—  0,0001155 

8 

+ 

440,3798995 

—  0,0000377 

9 

+ 

1037,8782907 

-  0,0000124 

10 

+  2492,2289762 

—  0,0000042 
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) 


cosßa 


a»  +  ©2 


ladto 


2ct 


4ff 


sinßa 


+  a^ 


lada 


2  4 

fräiere  Anwendmigen  der  Fonrier'schen  Doppelintegrale  wird  man 
späteren  Abschnitten  finden. 


IV.   Erweiterungen  der  vorigen  Sätze. 

Zufolge  der  in  Nro.  II.  angestellten  Untersuchongen  gilt  die 
lel 


[x)  =  ?:fc 


f(x)  =  "-■  /  cosxudu 

0 


//(O 


cosutdt^      5  >  0 


alle  zwischen  0  und  5  enthaltenen  x  mit  Bünschlnss  von  x  =  0; 
n^fativen  x  wfirde  sie  nur  dann  gfiltig  bleiben,  wenn  znfalliger- 

/(x)  mit  dem  rechts  stehenden  Doppelintegrale  in  der  Eigen- 
/( —  x)  =  f(x)  übereinstimmte.     Die  letztere  kommt  allge- 

dem  Aosdracke 


worin  F(x)  eine  beliebige  Function  von  x  bezeichnet;  es  ist  da^ 
^  ftür  alle  zwischen  -^  5  nnd  -f-  h  enthaltenen  x 

2  nj 


€08  XU 
0  0 


du  j  [F(0  +  F(—  0]  cosut  dt 


Uebri^en  verweisen  wir  hinsichtlich  des  Integrallogarithmns  auf  die 
[landlungen  von  Soldner  (Theorie  et  tables  d'ane  noavelle  fonction 
iscendante,  München,  Lindaner  1809)  and  Bessel  (Eönigsberger 
^hiv  fnr  Natorwissenschaft  o.  Mathematik.  Heft  1,  Seite  7). 
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Das  in  BeziehuDg  auf  t  genommene  Integral  zerfallt  in 


b 


I  F(t)cosutdt  +    /  F(—t)cosutdt, 

Q  0 

und  wenn  man  im  zweiten  Summanden  —  f  als  neue  Variabele  a 
sieht,  so  erhält  man  statt  der  vorliegenden  Summe  die  folgende 

b  0  b 

J  F(t)cosutdt  4-    I  F(t)costitdt  =   I  F(f)cosutdt. 
0  —6  — » 

Es  ist  demnach 

^^^        F(x)  +  F(-x)  _  LjcosxudufF(t)cosutdt, 

0  — ft 

—  b  <  a?  <  +  5. 
Ganz  ähnliche  Bemerkungen  gelten  för  die  Formel 

*  r 

f{x)  =  —  /  sin  XU  du  I  f(t)sinutdt^ 

0  0 

deren  Gültigkeit  an  die  Bedingung  0  <C  fl?  <C  i!>  gebunden  ißt;  cE 
genannte  Formel  würde  nämlich  sowohl  für  rc  =  0  als  für  negath 
X  richtig  bleiben ,  wenn  /(O)  =  0  und  /(—  x)  =  —  /(«)  wi» 
Beide  Eigenschaften  besitzt  der  Ausdruck 

fW  — 2 * 

und  daher  ist  für  alle  zwischen  —  5  und  +  h  enthaltenen  x 

b 

F(x)  -^i- ^)  ^  LjsinxuduJ\F(t)  -  F{—t)\sinuU\ 

0  0 

Das  auf  t  bezügliche  Integral  lässt  sich  auf  dieselbe  Weise  wie  TO 
hin  behandeln,  wodurch  folgende  Gleichung  entsteht 

/b 
smxudufF(t)smutdt, 

0  —6 

—  b  <  a;  <  +  5. 

Durch  Addition  der  Gleichungen  40)  und  41)  erhält  man 
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du  j  F(t) cosu{x  —  tydt,      —  b  <  a?  <  +  5, 


F(x)=—J duj F(t)cosu(X'-t)dt,      —  b  <  a;  <  +  5. 


0  —6 

?&r  auch  geschrieben  werden  kann 

oe  b 

—  00  — b 

r  X  =  +  h  reduciren  sich  die  Werthe  der  Doppelintegrale  in  40) 
1  41)  auf  die  Hälften  ihrer  sonstigen  Wertho,  es  ist  daher  in  die- 
1  Falle  nicht  F(b),  sondern  lF(J))  der  Werth  des  vorliegenden 
ppelintegrales.  Liegt  x  ausserhalb  des^Intervalles  —  5  bis  +  b, 
verschwinden  alle  betrachteten  Doppelintegrale.  Fälle  der  Dis- 
itiiiuität  sind  nach  den  früher  angegebenen  Regeln  zu  beurtheilen. 

Die  Formeln  42)  und  43)  erhalten  ihre  grösste  Ausdehnung  für 
s=  00 ;  sie  werden  dann 

/OD 
dujF(t)cosu(X'—t)dt, 

0  — 00 

lOO  00 

F(x)  =  2^  /  ^^  /  F(t)cosu(X'—t)dt, 

.  —00  —00 

id  gelten  für  jedes  endliche  reelle  x. 

Es  möge  endlich  noch  gezeigt  werden,  wie  sich  diese  Gleichun- 
n  auf  Functionen  mehrerer  Yariabelen  ausdehnen  lassen.  Wendet 
m  die  Formel  43)  auf  die  Function  0(xi,  X2)  in  der  Weise  an,  dass 
m  vorläufig  nur  Xi  als  Yariabele,  dagegen  oc%  als  Constante  be- 
ichtet» Boistfar  —  fti<CiCi<;  4-^1 

*(ai»  «2)  =  j^J  J  ^Ä,  X2)cosui(xi'-ti)dui  dti. 

—00—61 
BichfaUs  nach  Nro.  43)  hat  man  auch,  indem  man  in  0(ti ,  x^)  die 
dme  X2  als  Yariabele  ansieht  und  sie  zwischen  den  Grenzen  —  ^2 
d  +  &3  wählt, 

0(ti^X2)  =  —    I       I  O(ti,t2)C0SU2(X2  —  ^2)^^^^' 

—  00  —6g 

btitoirt  man  diese  Gleichung  in  die  vorhergehende,  so  erhält  man 
^1 9  ^)  ausgedrückt  durch  ein  vierfaches  Integral ,  welches  der 
rze  wegen  folgendeünaassen  geschrieben  Verden  möge: 
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~(27C\^J  j  j  j  ^(^^>^'2)C0Stli(Xi—ti)C0SU2(X2—t2)dUidU2d 

—  h  <:  xi  <:  +  hu    —  ^2  <  iTj,  <  +  &2. 

Für  ti  gelten  die  Integrationsgrenzen  —  5i  und  +  5i,  für  i 
Grenzen  —  2>2  und  •{-  h^,  für  die  übrigen  Yariabelen  Ui  and  u 
Grenzen  —  oo  und  +  oo . 

Es  wird  kaum  der  Erwähnung  bedürfen,  dass  man  auf 
analoge  Weise  eine  Function  dreier  Yariabelen  durch  ein  sechsfi 
Integral  und  überhaupt  eine  Function  von  n  Yeränderlicben  d 
ein  (2n)-faches  Integral  ausdrücken  kann. 


DIE 


JERIfOULLFSCHEN    FUNCTIONEN 


UND    DIE 


HALBCONVERGENTEN  REIHEN. 


Hchlömilch,  Analysis.    II.  X4 


Die  Bernoulli'schen  Functionen  und  die  halb- 

convergenten  Reihen. 


I.  Die  Bernoulli'sclien  Functionen. 

Schon  in  den  Elementen  der  Algebra  begegnet  man  der  Auf- 
|be,  endliche  Reihen  von  der  Form 

IP  +  2P  +  3P  +  '  '  '  +  hP, 

mn  p  und  Je  ganze  positive  Zahlen  bedeuten,  zu  summiren,  auch 
i  die  Lösung  des  Problemes  keine  Schwierigkeit,  wenn  man  nach 
Bänder  die  Fälle  p  =  1,  p  =  2,j?=3  etc.  behandelt  und  jeden 
vartigen  Fall  auf  den  vorhergehenden  zurückführt;  eine  allgemeine 
dependente  Formel  kann  man  aber  mittelst  dieses  Verfahrens  nicht 
iden.  Dagegen  führt  die  DififerentialrechDung  hierzu  durch  die  Be- 
erkung,  dass  die  Reihe 

IP  +.  2P  +  3P  +  •  •  •  4-  (Ä  —  1)P 
isteht,  wenn  die  Reihe 

mal  in  Beziehung  auf  die  beliebige  Yariabele  v  dififerenzirt  und 
chher  t^  =  0  gesetzt  wird,  dass  also  die  Gleichung 

IP  +  2P  +  BP  + 4-  (Ä  —  1)P 

=  [1>P(1  +  e«'  +  e^^  +  .  .  •  +  e(*-i)%o)  =  [^'{^^\^ 

ittfindet.  Um  die  angedeutete  Differentiation  auszuführen,  zer- 
{en  wir  den  vorkommenden  Quotienten  folgendermaassen 

e*"  —  1  V         e*«»  —  1 


«•  —  1         e*  —  1  V       * 
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bezeichnen  den  ersten  Factor  mit  xlf(v),  den  zweiten   mit  f(v) 

machen  Gebrauch  von  der  bekannten  Kegel  zur  Differentiation 

Producte;  dies  giebt 

1)  IP  +  2P  +3P  +...•  +  (jfc  —  1)P 

=  nO)ßf>m  +  (P)i^'(0)y^-i)(0)  +  (2>)2^"(0)/Cp-2)(o)  + 

Zur  Ermittelung  der  Werthe  von  ^(0),  ^'(0),  ^"(Q)f  etc.  benui 

wir  die  in  Theil  I,  Seite  281  angegebene  ßeihenent Wickelung 

ev  -|-  e-y 

ev  _  g-y 

r=  —    -4-    ?/ 2/3    J 4*5   .... 

y   ^    1.2.-^         1.2.3.4^    ^  1.2..6'^ 

—  ^  <  ^  <  +  ^» 

worin  ^i,  P3,  B^  etc.  die  BernouUi'schen  Zahlen  sind.     Die  lii 

Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich  unter  der  Form 

e^y  +  1  2 

=  1  + 


darstellen,  und  es  ist  daher,  wenn  y  =z\v  gesetzt,  beiderseits  1 
\v  multiplicirt,  und  v  zwischen  —  27t  und  +  2ä  genommen  in 

2)     -^^  =  1  -  it; 

^  1.2  1.2. .4      ^  1.2. .6 

Hieraus  folgt 

^(0)  =  1,      -^'(0)  =  -  I, 

^'"(0)  =  0         ,     ^^  (0)  =  0         ,     ^^"(0)  =0         ,  .  .  . . 
Zur  Bestimmung  von/^"^(0)  kann  man  die  Gleichung 
e*«»  —  1  Ä     ,      Ä;2        ,        Äj3 

t;  1^1.2^  1.2.3       ^ 

benutzen,  welche  giebt 

Z.n  +  1 

/W(0)  = 


w  +  1 
Durch  Substitution  der  gefundenen  Werthe  folgt  aus  Nro.  1) 

IJ»  +  2P  +  3P  +  ••••  +  (fc  —  1)P 
1»  +  1        a"    ^  j,  —  l"  p  —  3 

j?  —  5 
^^  (p)?  der  letzte  Binomialcoefficient   ist,   so    schliesst    die   r^ 
stehende  Keihe 
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bei  geraden  p  mit  ±  ^^^p^p-^  Jc  , 

bei  ungeraden  p  mit  +  ^  ^~^ — ^^-/j^, 

ie  enthalt  also  keinen  von  Ä  unabhängigen  Term.    Der  obigen  Glei- 
Inin^  kann  man  auch  die  folgende  Form  geben 


IP  _|_  2P  -f  3P  + 


•    •    •    • 


hv  +  » 


4-  (&  - 1)!- 

hier  bedarf  es  nur   der  beiderseitigen  Addition  von  7c^,  um  die 
le    der   anfänglich  erwähnten  Reihe  in  der  üblichen  Form  zu 
Iten  *). 

An  das  obige  Resultat  knüpft  sich  eine  für  spätere  üntersuchun- 

sehr  wesentliche  Bemerkung.     Während  nämlich  die  linke  Seite 

Nro.  3)  nur  in  deiu  Falle  einen  bestimmten  Sinn  hat,  wo  Iz  eine 

positive  Zahl  ^  1  bedeutet,  ist  die  rechte  Seite  einer  Verall- 

»inerung  fähig ;  man  kann  darin  Iz  durch  eine  beliebige  Vanabele 

letzen  und  erhält  dann  einen  Ausdruck,  welcher,  für  sich  be- 

itet,  eine  ganze  rationale  Function  von  z  darstellt.     Um  jedoch 

eine  Function  (p  +  l)-ten  Grades  zu  betrachten  und  um,  wie 

röhnlich,   der  höchsten  Potenz  von  z  oder  ?b  den  Coelficienten  1 

iTerschaffen,  setzen  wir  p  •=.  m  —  1  und  multipliciren  mit  m\  die 

Bchung  3)  geht  dann  in  die  folgende  über 

fw [1*^-1  +  2"»-!  +  3»»-i  4-  .  .  .  +  (7j—  1)^-1] 


•  .  • 


rechte  Seite,  unabhängig  von  der  linken,  einer  speciellen  Dis- 
Don  unterzogen  werden  soll. 
Demgemäss  definiren  wir  die  Function  ^{z^  m)  durch  die  Glei- 

9:(2r,  w)  =  jer^  —  Imz^"^ 

+  (m)2  Bi  z'^-^—(m)4  Bs  z"^-^  +  (m\  B^z"^-^ , 

rin  rechter  Hand  kein  von  z  freier  Term   vorkommen   darf,  und 

len    q>{z,m)    die  Bernoulli'sche  Function    m-ter  Ordnung, 
ipielsweis  sind  die  acht  ersten  Functionen  dieser  Art: 

•)  Diese  Suromenformel  wurde  zuerst   von   Jacob  Bernoulli  ent- 
ftckelt  in  der  Ars  conjectandi,  Basüeae  1713  (pag.  97). 
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9(ier,  1)  =  e, 

tp(e,  2)  =  «»  —  e  =  e{e  —  l), 

g,(0,  S)  =  e»-  §«»  +  lz  =  0(e-li(g—l), 

q)(e,  i)  =  gi  —  2^3  4-  0«  =  ««(•»  —  1)'. 

n»,  6)  =  5»  -  i«*  4-  1^»  - 1^ 

q){e,  6)  =  ««  —  3«^»  +  §ä*  —  |ä« 

q>is,  8)  =  Ä«  -  4z^  +  ^^s«  -  i«*  +  l0^ 

=  Ä» (*  -  1)H«*  -  2*3  - 1«»  4- 1«  +  D. 

Statt  der  Gleichung  5)  kann,  wie  aus  dem  Früheren  unmittelbar  hi 
vorgeht,  die  folgende  gesetzt  werden 

6)         ^(,.,,)=»»i>r(?£^X, 

oder  auch 

und  mittelst  der  beiden  letzten  Gleichungen  wollen  wir  nun  die  fi 
Bchiedenen  Eigenschaften  der  B er noulli' sehen  Functionen  a 
wickeln. 

a.    Für  z  =  0  reduciren  sich  die  letzten  Gleichungen  auf 

8)  g?(0,w)  =  0; 

ebenso  erhalt  man  für  ^  =  1 ,  vorausgesetzt ,  dass  tn  die  £inb 
übersteigt, 

9)  9>(1,  w)  =  0,  m  >>  1. 

Jede  Bernoulli' sehe  Function,  worin  tw  >  1  ist,  lässt  sich  miÜ 
durch  jer(£r —  1)  ohne  Rest  dividirfen. 

Aus  Nro.  6)  folgt  weiter 

,  //»(y  +  i)«'  p9  9\ 

d.  i. 

Lässt  man  der  Reihe  nach  y  +  l,2/+2,  ...2/  +  ^  —  lan 
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Stelle   von    y  treten  und  addirt  alle  so  entstehenden  Gleichungen 
nebst  der  vorliegenden,  so  erhält  man 

=  «»[gr— *+(y+i)«-i4.(y  +  2)"»-i4----  +  (2/  +  Ä  — 1)"»-^. 

Im  speciellen  Falle  y  ==  0  wird  hieraus  die  schon  bekannte  Glei- 
chung 

g>(Ä,  m)  =  w[l«»-i  +  2«»-^  +  .  .  .  d-  (^  —  1)"*~^]. 
Der  Sinn    der  Gleichung  10)  ist  folgender.     Wenn  der  Werth  der 
Yariabelen  z  mehr  als  die  Einheit  beträgt,  ohne  eine  ganze  Zahl  zu 
sein,  so  besteht  e  aus  einer  ganzen  Zahl  "k  und  aus  einem  echt  ge* 
brocbenen  Reste  y\  die  Gleichung  10)  oder 
11)  9>(^+y»w)  =  9)(y,w)  +  m[>"»-i  +  (y  +  l)"»-i  +  .  .. 

...  +  (y  +  *-l)"»-i] 

dann ,  wie  der  Fall  eines  unecht  gebrochenen  Argumentes  {z) 

I auf  den  Fall  eines  echt  gebrochenen  Argumentes  zurückgeführt  wer- 

tden  kann.    Man  braucht  daher  den  Gang  von  q){e,m)  nur  innerhalb 

[des  Intervalles  jer  =  0  bis  jer  =  1  genauer  zu  untersuchen. 

Aus  der  identischen  Gleichung 


g(l— /)ü    \  ^r-ZV 


6"  —  1  e-"  —  1 


Igt 


«^  V      6-  —  1    /(o)  «^  V    e-^  -  1  / 

oder,  wenn  rechter  Hand  t;  z=  —  w  gesetzt  wird, 

d.  i  vermöge  der  Definition  in  Nro.  7) 

12)  9(1  —  ;er,  w)  ==  (—  1)^  q>{ß,  m). 

Ke  Bernoulli'sche  Function  nimmt  also  von  sf  =  \  bis  £?  =  1 
in  umgekehrter  Reihenfolge  dieselben  absoluten  Werthe  an,  welche 
sie  von  ß  =  0  bis  ißf  =  |  hatte,  imd  zwar  mit  dem  gleichen  oder  mit 
entgegengesetztem  Vorzeichen,  je  nachdem  die  Function  von  gerader 
öder  von  ungerader  Ordnung  ist.  Die  Untersuchung  von  q){z^m) 
kann  daher  auf  das  Intervall  £r  =  0  bis  ^er  =  5  beschränkt  werden. 

Für  ;er  =  I  und  ein.  ungerades  m  =  2  n  —  1  giebt  die  vorige 
Gleichung 

13)  9?(i,  2w— 1)  =  0. 

Um  auch  für  ein  gerades  m  =  2rj  den  Werth  von  g>(|,  m)  zu  er- 
mitteln, gehen  wir  auf  die  Gleichung  7)  zurück;  diese  liefert 
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1. 


9'G.2n)  =  I>:"l*5 


Nun  ist  identisch 


I« 


e^'  +  l 


\v 


V 


1« 


C*'  —    1 


=  t/;(lt;)-^(t;) 


9)(i,  2n)  =  (-  l)n^!l^^2n-l. 


e-    —  1 
mitliin  durch  2n* malige  Differentiation 

Vc^''    +    1/(0) 

und  für  «;  =  0,  wenn  beiderseits  der  Factor  2  zugesetzt  wird, 

9^(1,  2^)  =  2^-2^ -l)  1^(2«) (0). 

Zufolge  des  bekannten  Werthes  ^(2«)(0)  =  (— l)"~^J?a«-i  liat 
jetzt 

Aus  der  Gleichung  12)  folgt  noch  für  jer  =  1  -j-  « 
15)  9(1  —  x,m)  =  (—  1)"»  9(1  +  a?,  w) 

und  wenn  hier  x  positiv  und  grösser  als  |  genommen  wird,  so  zdgij 
diese  Gleichung,  wie  der  Fall  eines  negativen  Argumentes  auf 
Fall  eines  positiven  Argumentes  zurückgeführt  werden  kann«     Zi 
gleich  ersieht  man,  dass  9  (^  +  a?,  w?)  bei  geraden  m  eine  gerade,  bei^: 
ungeraden  m  eine  ungerade  Function  von  x  ist,  z.  B. 

<p(i  +  x,7)  =  x{x^  _  1)  (X*  -  |x«  +  S). 

b.  Die  Formeln  13)  und  14)  sind  nur  specielle  Fälle  eines  all- 
gemeinen Satzes,  zu  welchem  man  durch  den  Versuch  gelangt,  die 
endliche  Reihe 

zu  summiren,  worin  h  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet.    Als  Wertb 
dieser  Summe  findet  sich  zunächst  unter  Anwendung  von  Nro.  7) 

wir        /  ^  ~  (Ar— l)gx  -1  \ 

^v\W''\l  +  e'^  +  e^  +'"  +  e    *     j  — A;J^(t;)|( 

jZV    1 


1(0) 


-i.fi: — i  +  ^[^^(^|)^^(,)j 


V 


(0) 
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Substitation  t;  =  am;  verwandelt  diesen  Ausdruck  in 

laraus  folgt  bei  geraden  m: 

gen  bei  ungeraden  m: 

ir  =  0,    h  =  2   kommt  man   auf  die   Formeln   14)  und  13) 
ick. 

c   Um  die  Eigenschaften  der  Differentialquotienten  von  (p{js,m) 
len  zu  lernen,  differenziren  wir  die  gebrochene  Function 

e*"  —  \ 

c«'  —  1 

—  l)-mal  in  Beziehung  auf  t;,  einmal  in  Beziehung  auf  ;e^,  und 
hen  dabei  Gebrauch  von  dem  Satze,  dass  diese  Operationen  in  be- 
iger Reihenfolge  vorgenommen  werden  dürfen.   Wir  erhalten  so 

lin  für  V  =  0  nnd  unter  Benutzung  der  Formeln  6)  und  7) 

jp  |qp(£^)j  ^  ^/^    „,_!)  ^  ,^(m-l)(0). 

K      fn     } 

die  Unterscheidung  gerader  und  ungerader  m  eingehend,  ziehen 
hieraas  die  Differentialformeln: 

-^-V — -=  2nw(z,  2n  — 1),        n  >  1, 
dz 

dy(^,2n+l)  ^  (2„+  i)[,p(^,  2«)  +  (-  l)"-ii?,„_,]. 
;h  Umkehrung  derselben  ergeben  sich  die  Integralformeln: 


33  7)"»-iL^'  —  1 
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20)  \if{e,  2n—\)dz  =  £%1^,     n  >  1, 

0 

z 

21)    y^c^,  2«)Ä^ = '^^^'„^"i^^  +  (- i)-Ä«.-i*. 

0  ' 

Als  specielle  Fälle  derselben  verdienen  Erwähnung 
1 

22)  y  9)(^,  2n  ~  1)  e?£r  =  (—  1)«  ^'";7/^2»-it 


»22« 


1 


23)  /  9(£f,  2»)d[£f  =  (—  l)«|53n-l. 

0 

d.  Die  Foimeln  18)  und  19)  geben  vollständigen  Auübi 
über  den  Gang  der  Bernoulli'schen  Functionen  innerhalb  d 
tervalles  jer  =  0  bis  jgr  =  |;  die  betreffende  Discussion  fange 
mit  dem  Falle  m  =  2  an  und  führen  sie  mittelst  jener  Fe 
weiter. 

Zunächst  erhellt  unmittelbar,  dass  die  Function 

von  jer  =  0  bis  £f  ==  I  fortwährend  abnimmt  und  negativ  l 
f ür  ißf  =  I  erreicht  sie  ihren  kleinsten  Werth  9)(|,  2)  =  — -  J- 
Femer  haben  wir  nach  Formel  19) 

die  rechte  Seite  ist  anfangs  f ür  ^er  =  0  positiv,  nimmt  dann 
nuirlich  ab  und  erhält  für  ^  =  |  den  negativen  Werth  —  J  • 
=  —  5^,  woraus  folgt,  dass  es  zwischen  je?  =  0  und  xr  =  | 
aber  nur  einen  Werth  giebt ,  für  welchen  der  besprochene  Aue 
verschwindet.  Diesem  Verhalten  von  ^f{z^  3)  gemäss  wächst  ai 
^>(p^  3),  erreicht  zwischen  ;er  =  0  und  Z'=\  ein  Maximum  und i 
dann  wieder  ab.  Die  Zunahme  beginnt  mit  demWerthe  9(0,3 
die  Abnahme  endigt  mit  9(|»  3)  =  0,  mithin  bleibt  ^>{fit  3) 
tiv  von  £r  =  0  bis  jsr  =  I  und  hat  dazwischen  ein  Maximui 
Die  Formel  18)  giebt  weiter 


i Tl —  =  ^'(^»S) 


dz 

und  danach  dem  Vorigen  9? (-er,  3),  mithin  auch  ^'(-er,  4)  positiv 
so  wächst  9)  (^,  4)  fortwährend  innerhalb   des  betrachteten  Inl 
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Daß  Wacbstbnm  beginnt  mit  g>(0,  4)  =  0,  mithin  ist  9 (^,4) 
e  im  Gebiete  des  Positiven  zunehmende  Function,  welche  für 
=  \  ihren  grössten  Werth  ^^3  erreicht. 

In  der  ferneren  Gleichung 

g— ^^—  _(jP(£r,4)  — Pa 

die  rechte  Seite  anfangs  für  a  =  0  negativ,  wird  aber  wegen 
8  positiv  wachsenden  ^^(^r,  4)  immer  grösser  und  nimmt  für  jef  =  | 
ren  grössten  Werth  an,  welcher 


()Pa.4)--B3  =  (l--^)-B8 


id  zwar  positiv  ist.  Aus  diesem  Verhalten  von  9' (-er,  5)  folgt,  dass 
(ßft  5)  erst  ab-  und  nachher  wieder  zunimmt.  Die  Abnahme  fangt 
1  mit  9(0,  5)  =  0,  die  Zunahme  hört  auf  mit  gjQ,  5)  =  0,  mithin 
leibt  g>(;er,  5)  negativ  von  ^e?  =  0  bis  ^e?  =  J  und  besitzt  innerhalb 
ieses  IntervaUes  ein  Minimum. 


Weil  nun 


«       dz 


(p(z,  5) 


t  und  die  rechte  Seite  folglich  auch  9' (^9  6)  negativ  bleibt,  so  nimmt 
•  (ir,  6)  continuirlich  ab,  mit  dfem  Werthe  9>(0,  6)  =  0  anfangend. 
^mnach  ist  9(jer,6)  eine  im  Gebiete  des  Negativen  abnehmende 
'anction,  ähnlich  wie  (p(Sf  2). 

Man  übersieht  augenblicklich  den  Fortgang  dieser  einfachen 
ehlüsse,  deren  Gesammtergebniss  leicht  graphisch  dargestellt  werden 
ann,  wenn  man  s  als  Abscisse  und  q)(jg,m)  als  zugehörige  senkrecht 
lif  £f  stehende  Ordinate  construirt.  Für  AC  =  CB  =  5  werden 
Imlich  die  Bernoulli'schen  Functionen  gerader  Ordnung  reprä- 
sntirt  durch 

Fig.  41.  Fig.  42. 


Fig.  41,  wenn  m 
Fig.  42,  wenn  m 


2,     6,     10,     14,  .  .  .  4jp 
4,     8,     12,     16,  .  .  .  42?, 


2, 
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dagegen  die  Functionen  ungerader  Ordnung  durchs 

Fig.  44. 


Fig.  43. 


Fig.  43,  wenn  m  =  3,    7,     11,    li,  .  .  .  .  4_p  —  1, 
Fig.  44,  wenn  m  =  5,.  9,     13,    17,  ....  4^)  +  1. 

Will  man  diese  Curven  über  js  =  Ä  B  =  1  hinaus  fortsetzen,  so 
man  die  Formel  1 1)  zu  benutzen.  Endlich  lehrt  die  Gleichung  1 
dass  eine  durch  G  senkrecht  zu  ^i?  gelegte  Gerade  jede  der  v( 
ständig  gedachten  Curven  in  zwei  congruente  Theile  zerlegt,  wel( 
auf  gleichen  oder  entgegengesetzten  Seiten  der  Abscissenachse  1 
gen,  jenachdem  m  gerade  oder  ungerade  ist. 

e.  Wir  wollen  noch  zeigen,  wie  sich  die  Bernoulli'Bcl 
Functionen  in  unendliche  Reihen  verwandeln  lassen,  die  entwei 
nach  den  Cosinus  oder  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  eines  Bogi 
fortschreiten.  In  der  bekannten,  für  0  ^  0  ^  l  geltenden  Gleiche 

^/  \        1        I  ^^1  2jr^    ,  3 arg 

/(£)  =  |ao  +  Ui  cos—  +  aocos — 1-  a^cos— h  •  •  • 

ajt  =  —J  f{zycoS'--r-dz 
u 
setzen  wir  zu  diesem  Zwecke  A  =  1,  f{z)  =  (p(gf'2n)  und  erhal 
gj(g,  2n)  =  iflo  +  CLiCOSTtz  +  a2Cos27Cz  +  a^cosdnz  -|-  •  .  • 
Hierin  ist 


üi  =  2  I  (p(z,  2n)cosk7Czdz 


z=  2       D     (  V ) 


cosknzdz 


und  bei  umgekehrter  Anordnung  der  angedeuteten  Operationen 


cik  —  2D 


2n 


ZZZ12D 


2n 


/    V —  COSKTtzd. 


10 

1 

i)(v)  I  (c^'^—  1) 

0 
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raus  ergiebt  sich  in  dem  speciellen  Falle  Je  =  0 

=  Dl'li  -  tiv)]    =  -  V<»»'(0)  =  (- 1)"5«— i; 

l  '(0) 

Qcr  für  Ä;  >  0 

1. 

-,     ,.    1.2.3. ..(2n)  ^„  ,    , 

a*  =  2(~  1)- ^,,^an        >         ^^  g^^'^de  Ä, 

a*  =  0  ,         für  ungerade  Ä. 

d  gesuchte  Reihenentwickelung  ist  hiernach 

)9(;ef,2w)  =  (--l>»52«-i 

,    . -1  \n--i o  ^  '  2 . . (2n)  fcQs 2 gr^r       cos^itz       cos^itz  1 

"*"  ^      ^  ^2»        l""'22»       '        42^»       '       62«       r  '*  7 

0^^^  1. 
Auf  ähnliche  Weise  lässt  sich  (p(z^2n  —  1)  mittelst  der  allge- 

onen,  für  0  <^  0  <^  X  gültigen  Formel 

^  .        ,     .    n^f  .    271Z  .    Snz 

j\e)  =  Oism-j-  +  hiSm — j J-  h^stn — 1-  .  .  .  . 

2    C  hnz 

0 
twickeln,  kürzer  jedoch  gelangt  man  durch  Differentiation  der  Glei- 
ong  24)  zu  demselben  Resultate,  nämlich 
)  9)(£r,2w  — 1) 

.      l..(2n  —  l)(sin27ta        sin  Am        sinßjtg  1 

=  (      1)  2       ^2n— 1       1 22«— 1    "*"    42»-!     '     62»— 1     •"•••]» 

0  <  jer  <  1,    n  >  1. 
ibrigens  gilt  diese  Formel  auch  für  z  =  0  und  für  e  =:  l,  weil 
5  linke  Seite  in  beiden  Fällen  zu  Null  wird  *). 

♦)  Die  Benennung  und  erste  genauere  Untersuchung  der  Function 
er,  w)  rührt  von  J.  Raabe  her,  welcher  in  Crelle's  Journ.,  Bd.  42, 
48  die  Gleichung 

|7i(l  —2-?)  =  \8tn2ne  -\-  ^sin^nz  -\-  \sin6nz  +  .  .  .  . 

Ausgangspunkt  benutzt,  sie  mehrmals  nach  einander  mit  dz  multipli- 
t,  von  z  =  0  his  z  =.  z  integrirt  und  so  auf  der  linken  Seite  succes- 

^(z,  2),  g)(Zj  3)  etc.  entstehen  lässt.  Dass  diese  Functionen  Differen- 
quotienten  sind  und  dass  sich  demzufolge  die  ganze  Discussion  sehr 
einfiacht,  hat  erst  der  Verfasser  gezeigt  in  der  Zeitschrift  für  Mathe- 
Ük  o.  Physik,  Bd.  I,  S.  193. 
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n.  Summirung:  einer  allgemeinen  Difibrenzenreilia 

Unter  der  Voraussetzung,    dass   die  Functionen  /(u),  /'(i 
f\u)j  .  .  ./("»  +  i>(«*)  innerhalb  des  Intervalles  u  =  xhia  u=Z'\' 
endlich  und  stetig  bleiben,  liefert  bekanntlich  der  Taylor' sehe 
das  Mittel,  um  f(x  +  h)  durch  f{x),  f{x),f\x),  .  .  .  /<"»  +  *>(«) 
zudrücken,  oder,  was  dasselbe  ist,  das  genannte  Theorem  zeigt 
Zusammenhang  zwischen  der  endlichen  Differenz  /(x  +  Ä)  — 
=  ^f(x)  und  den  verschiedenen  Differentialquotienten  von  f(x)\ 
ist  nämlich  nach  ThL  I,  §.  94 

./(»)(ar) 


/(i 


Jf(x)  =  ^f'(x)  +  j^/"(^)  + + 

1 


1 .2...I» 


0 

Nehmen  wir  der  Eeihe  nach 

f(x)  =  F(x),      F\x)  ,       F"{x)  , F(2«-i)(^)^ 

m  =    2n  ,     2n — 1,      2n  —  2,....  1         , 

80  erhalten  wir  die  folgenden  2n  Gleichungen: 

^F{x)  =  \  F'ix)  +  j^  F"(x)  + H-         **" 

—ty« 


1.2...(2w) 


jF'0«)(«) 


^i^'CoO  =  \  F"(.)  +  ^  r'"(.)  +....  +  -o^^  FC-)(s)] 

1 

0 

1 


1 

^i"»— «(x)  =  jF'-^^^x)  4-  Ä'y^-p^JFW+yCaj  +  ÄOd«. 
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sweite  dieser  Gleichungen  multipliciren  wir  mit  Äih,  die  dritte 
A^h^f  die  vierte  mit  A^h^  u,  s.  w.,  wobei  Äi,  ^2,  ^,  etc.  vor- 
ig anbestimmte  Goefficienten  bedeuten  mögen;  femer  bezeichnen 
snr  Abkürzung  1  .  2  .  .  .  m  mit  n»'  und  addiren  alle  erhaltenen 
Hingen;  dies  giebt 

'(»)  +  Äih^F'ix)  +  Ä2h9^F"(x)  H 

.  .  .  +  il2„-iÄ2n-i^/j?'(a«-i|(a.)  =  hF\x) 

1 


• 


T TTTZ 7^; r 


(2ny 


+ 


(2n— 1)' 

1' 


F^^^+^Hx  +  ht)dt 


die  noch  unbestimmten  Goefficienten  Au  A^^  .  •  •  ^2n— 1  ^ol* 
[wir  jetzt  so  disponiren,  dass  die  mit  Ä^  /t^,  .  .  .  Ä^*»  multiplicir- 
Ausdrücke  wegfallen,  dass  also   folgende  2n — 1  Gleichungen 
iden 

3'  ^    2'  ^    1'  ' 

ji    "r     o)    T    „>    T^     ,,    —  V, 


:;  + 


A, 


r,  + 


-4-2«-: 


(2w)'    '    (2n—iy    '    (2w  — 2)' 

ergeben  sich  der  Reihe  nach  die  Werthe 

ji|    =  —~   2*        A2  =  12»        -^3   =  0,        ^  =  72Ö*  *  *  * 

Bildungsgesetz  wir  nachher  untersuchen  wollen.    Die  vorige 
mng  vereinfacht  sich  nun,  und  wenn  zur  Abkürzung 

^2«-i(l— 0 


^»-  -  "7m^  +    (2n-iy    +  •  •  •  + 


1' 
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gesetzt  wird,  so  lautet  dieselbe 

27)     ^F(x)  +  ÄihJFXx)  +  A.2h^^F'\x)  +  •  •  • 

1 
=  hF\x)  +  ä2«  +  i   /'(72«-F(2«+i)(aj  +  Ä0^*- 

0 

Für  die  nähere  Eenntniss  der  Coefficienten  Äit  ä-2^  eic  uA 
Bemerkung  von  Gewicht,  dass  man  bei  einer  anderen  Gelegenhei 
dieselben  Bedingungsgleichungen  kommt  wie  vorhin.  Yersacht 
nämlich  den  Quotienten  v  :  (e^  —  1}  in  eine  nach  Potenzen  t 
fortgehende  Eeihe  zu  verwandeln  und  setzt  man  demgemäss 

-^-^  =  1  +  Cit;  +  C2«;2  +  03t;3  H , 

so  liegt  es  am  nächsten,  die  unbekannten  Goefficienten  C7i,  Cj, 
dadurch  zu  bestimmen,  dass  man  die  vorstehende  Gleichung  mil 
folgenden 

e^  ^  1  =  —V  +  Y^^  +  Y^^  +  •  •  •  • 

multiplicirt  Und  die  beiderseitigen  Coefücienten  von  v^  v^^  etc. 
gleicht.    Die  Multiplication  giebt  nun 

+ (i^ + f + 7)" 

+ 

und  diese  Gleichung  kann  nur  bestehen,  wenn  die  Goefficientei 
v^j  v%  v^j  etc.  sämmtlich  =  0  sind.     Für   Ci,   C3,  etc.  erhalt 
auf  diese  Weise  genau  dieselben  Bedingungsgleichungen,  welchen 
hin  ^1,  Ä2,  etc.  unterworfen  wurden;  es  folgt  hieraus   die  Idei 
von  Cm  und  Ami  niithin  auch 


.  •  • 


e*'  —  1 

Andererseits  weiss  man,  dass  zwischen  den  Grenzen  v  =  —  2fl 
t;  =  +  2^  die  Gleichung 

e»  —  1  ** 
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lieht;  man  hat  daher  dnrch  Vergleichung  beider  Reihenentwicke- 
igen 


^1  = 


2»       -^3   0, 


.2x5         ■  Uj  •  •  •  •  • 


A     i     ^^     Ä     -^8      A     -L  ^5 

•^2  "T   "ö?"»  -^  "TT»  "^6   •      ß»  » 

Die  hiermit  bestimmten  Werthe  der  Coefficienten  A\^  A^^  eto« 
bttitiiiren  wir  in  die  Gleichung  27)  und  geben  letzterer  die  Form 


+  ?^jr\x) 


Bzh^ 


...+(-!>'  ^MZ'^'L  '^F^'^'H^)  +  A«. 


(2  n  —  2)' 


iiei  selbstverständlich 
■R2« 


0 
irir  haben  dann  den  bemerkenswerthen  Satz,  dass  F*  (x)  in  eine 
»  verwandelt  werden  kann,  die  nach  den  Differenzen  d F{x\ 
(«),  ^F*^{x)^  etc.  fortschreitet.     Der  letzte  Summand  {M^n)  ißt 
Rest  der  Reihe,  welcher  einer  näheren  Untersuchung  bedarf. 

Zufolge  der  Werthe  von  ^1,  J.2,  etc.  hat  man  nach  Nro.  2ß) 

_  (1  —  ty^     ^  (1  --  tf^--^ 

~      {2ny  *   {2n  —  1)' 


+ 


(2  n  —  2)' 


—2 


^3(1    _   Q2n~4 
(2W  —   4)' 

...    [ 


+ 


2' 
^nach  der  gewöhnlichen  Bezeichnung  der  Binomialcoei&cienten 

+(2«)j5,(l-*)2"-»-(2n)458(l  — 0*"-*^-••• 
...4.  (-l)«(2»)j„_aB2«_8(l-0*)j. 

eingeklammerte  Reihe  ist  identisch  mit  der  Bernoulli'schen 
tion  9)(1  —  f,  2n)  =  9  (<,  2n);  für  den  Rest  gilt  demnach  die 
lel 

A.  =  -  ^^f<Pit,2n)F(*''  +  »iz  +  ht)dt. 


i^blömileh,  AnAlyiia.    II. 
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Beiläufig  bemerkt,  kann  man  dieselbe  dadurch  verificiren,  d 
rechter  Hand  2n-mal  die  theilweise  Integration  anwendet 
Resultat  in  die  Gleichung  28)  einsetzt;  letztere  reducirt  si 
auf  die  Identität  hF(x)  =  hF{x). 

Um  den  Rest  l^an  in  Grenzen  einzuschliessen,  stellen 
gende  Betrachtung  an.     Innerhalb  des  Intervalles  ^  =  0  bii 
erreiche  F(2**  +  ^>(iB  +  ht)  seinen  kleinsten  Werth  f ür  ^  =  fl 
grössten  Werth  für  f  =  5;  es  ist  dann 

j?(2«  +  i)(^  +  ha)  <  F3n  +  i)(a;  +  hi)  <i?^a«  +  i)(^  + 

Diese  Ungleichung  wird  durch  Multiplication  mit  ( —  1)" 
nicht  gestört,  weil  dieser  Factor  positiv  bleibt  von  ^  =  0  big 
multiplicirt  man  noch  mit  dt  und  integrirt  zwischen    den  < 
^  =  0  und  <  =  1,  so  findet  man 

• 

Ä,_iF(«»+«(*  +  Äo)< 

1 

(_l)n    rq)(t,2n)F^^^  +  ^)(x  +  h{)dt  <:B2n-^iF(^^^^h 

0 

DaaProduct  J?2n-i^^^*'*'^K^  +  ^0  erhält  demnach,  wenn 
bis  1  geht,  einmal  (für  x:=::a)  einen  kleineren  Werth  als  de 
Mitte  stehende  Ausdruck,  ein  anderes  Mal  (für  a?  =  5)  einen  g 
Werth;  zufolge  der  vorausgesetzten  Continuität  von  ^C2«  +  i)( 
es  daher  einen  zwischen  0  und  1  liegenden  Specialwerth  t  = 
ben,  für  welchen 

1 

(—1)«  r9)(«,2n)F(2«  +  i)(a?  +  ht)dt  =  ^a«-!  l?^2n  +  i)(. 

0 

wird.     Der  Rest  gewinnt  hierdurch  die  Form 

Z?.  7,2  n  +  1 

30)  2fe„  =  (-  l)»  +  i  ^^^^, l^««  +  «(a;  +  ^7.),    0< 

welche  in  so  fern  allgemein  ist,  als  F^^**'^^^(u)  nur  den  unu 

liehen  Bedingungen  der  Endlichkeit  und  Stetigkeit  zu  genüge; 

Mittelst  theilweiser  Integration  erhält  man  aus  Nro.  29 


♦)  Die  obige  Restformel  wurde  zuerst  von  Malmsten  an 
in  Cr  eile's  Journal,  Bd.  35,  S.  55.  (Leider  ist  diese  schöne  Abb 
durch  eine  enorme  Menge  von  Druckfehlem  verunstaltet.) 
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0 


0 

man  das  Integral  in  zwei  von  /  =  0  bis  f  =  |  und  von 
I  bis  f  =  1  gehende  Integrale  und  lässt  im  zweiten  Integrale 
i  an  die  Stelle  von  %  treten,  so  findet  man  leicht 

1 

0 

nnd  ganz  ähnliche  Betrachtungen  wie  vorhin  anwendbar;  aus 
ergiebt  sich: 
1 


ti)»y  qo^Sn 


l)[j'(!i«)(a;  -f  Ä«)  — •F''"^«  +  Ä  —  ■h()\ät 


■  1 

[l)«  [f<2">(!r  +  Äö)  —  F2">(a;  +  Ä  —  äÖ')]  y  9  («,  2n  —  1) 


c7< 


lan  noch  1  —  -ö*  =  ö,  so  erhält  man  die  Restformel 

.  =  (-!)"■''  22n-i       (VJ)'      [JP''-Ha'+ÖÄ)-fK2»)(a,+^Ä)], 
gleichfalls  allgemein  gilt*). 

Fnter  besonderen  Voraussetzungen  lässt  sich  diese  Formel  noch 
;hen.     Wenn  nämlich  JP^^**)  (««)  von  t*  =  icbist<  =  Ä;  +  Ä 
lirlicb  wächst,  so  ist  wegen  0  <;  -^  <;  5  und  |  <  ö  <C  1 

itinuirlich  abnehmenden  jp(2n)  ^  \^^  umgekehrt 

'  JF^*>  (a?  4-  %}i)  —  JP^2«)  (^  +  0^)  <-  _pX2«)  (a;)  —  F2n)  (3.  ^  ^)^ 

kann  in  beiden  Fällen,  d.h.  wenn  J^^n+D^^j  zwischen  t<  =  flf 
=  rc  4"  ^  sßin  Vorzeichen  nicht  wechselt, 


Vom  Verfasser  angegeben  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und 
Bd.  1,  8.  193. 

15* 
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gesetzt  werden,  wo  ß  einen  positiven  echten  Bruch  hezeichii«i 
giebt 

-"2n  V       V  22»-l  (2»)'  ^^ 

oder  kürzer 

33)  Jgan  =  (-l)"-^^2g^^;-\7      z/.JXg^)(g:),    0<£< 

Führt  man  die  in  Nro.  28)  vorkommende  Reihe  um  ein  i 
weiter,  so  dass 

34)  hF{x)  —  JF(x)  —  \hdF'{x) 

+  ^  ^r\x)  ^  ^  ^iF-ix)  +  .... 

ist,  so  hat  man 

mithin  nach  Nro.  33),  wenn  2  ß  —  1  =^  ?  gesetzt  wird 

35)  i?2„  +  a  =  (- 1)»+*  9     'g-^y       ^^'">  (^). 

und  hier  liegt  p  zwischen  —  1  und  -|-  !•  Um  zu  entscheide 
welchen  Fällen  q  positiv  und  in  welchen  es  negativ  ist,  entwi 
wir  l?2«  +  2  mittelst  der  allgemeinen  Formel  30)  und  erhalten 
Hebung  der  gemeinschaftlichen  Factoren 

(2n+l)(2n  +  2)  \*  ^r       )  v     a«    i 

oder 

Nach  der  bei  Nro.  33)  gemachten  Voraussetzung  ändert  F^^^^ 
d.  h.  jeder  Diflterentialquotient  ungerader  Ordnung  sein  Vorze 
nicht,  wenn  n  von  x  bisrr  +  Ä  wächst;  dasselbe  gilt  von  F^^""^ 
oder  von  F(2»»  +  3)(a;  -|-  %}C),  Besitzen  nun  F(2»+8)(w)  und  I^^' 
gleiche  Vorzeichen,  so  kommt  dieses  Vorzeichen  auch  dem  i 
stehenden  Integrale  zu,  und  dann  muss  9  negativ  sein;  habe 
gegen  F^^''^^^ («*)  und F^^"+^^  (w)  ungleiche  Vorzeichen,  so  mus 
denselben  Gründen  Q  positiv  sein.     Unter  diesen  Voraussetzi 


s. 
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st  demnach  der  Best  B2n-\-2  einen  Bruchtheil  des  letzten  Gliedes 
Reihe. 

Nimmt  man  beispielweise  F(u)  =  e^,  so  haben  JP(^+^^(i*)  und 
"^^^  (u)  immer  dasselbe  nnd  zwar  das  positive  Zeichen,  daher  ist  Q 
itiv  etwa  =  —  6;  nach  beiderseitiger  Division  mit  e*"*"*  —  e* 
It  man  nun  aus  den  Formeln  34)  und  35) 

gÄ  _  1         V       ^"  ^    1.2         1.2.3.4  ^ 

'"^^     ^         1.2...(2w)  "^  ^     ^     1.2...{2n)* 

ist  eine  Verallgemeinerung  der  Formel  2);  die  letztere  ergiebt 
nämlich,  wenn  man  n  unendlich  wachsen  lässt  und  h  auf  das 
rvall  —  2n  hia  2sc  beschränkt,  damit  der  Rest  gegen  die  Null 
vrgirt. 


nL    Die  Stunmenformel  von  Mac  Laurin. 

Li  der  aUgemeinen  Gleichung  28)  oder 

1 

0 

Ben  wir  der  Reihe  nach 

aj  =  a,  a  +  Ä,  a  +  2  Ä,  .  .  .  a  4-  (ff  —  1)  Ä 
addiren  alle  so  entstehenden  Gleichungen;  dies  giebt 
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hiria)  +  I^ (a-\-  h)  + 1* ia  +  2h)  +  --  +  W (a  +  q  —  ll 
=  F(a  +  qh)  —  F(a)  —  lÄ[i?*(a  +  gfe)  —  ^(a)] 

t 


(2w  — 2)' 

T 


,  . .  +  (^ l)n  -^2n-3 ^  [j^(2n-2)  (^   +   ^/^)  _  JpCa~-«>(a)] 


0 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde 

.  .  .  _|_  ir(2«+i)(«  ^  Y^^h  +  ht). 
Benutzen  wir  noch  die  Substitutionen 

so  erhalten  wir  die  allgemeine  Formel 


36)    h[/(a)  +/(a  +  h)  +f(a  +  2Ä)  +  .-  •  +/(a  +  a  —  U 

b 
a 

7?«         «  ä2  »  —  2 


•  •  • 


I2n  +  1     /• 


0 

37)  S3„=/(2n)(^ ^ ^^)  +/<2«)(a  +  Ä  +  äO  +/<2«>(a  +  27*  +  Ä 


•••+/2n)(^   +   «  —   lÄ   +   ÄO, 

welche  nur  an  die  Bedingung  gebunden  ist,  dass  /(«•),  f  (tt),  / 
y(2  n)  ^^^  stetig  und  endlich  bleiben  von  w  =  a  bis  «*  =  5. 

Wie  früher  bedarf  auch  hier  das  letzte  Glied  in  Nro.  3( 
genaueren  Untersuchung,  bei  der  wir  uns  kurz  fassen  könne 
sie  auf  ähnliche  Betrachtungen  wie  in  Nro.  II.  hinauskommt. 

Wenn  es  gelingt,  zwei  von  t  unabhängige  Grössen  M  un 
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i«n,    swi0ohen  denen  82»   enthalten   ist,   d.  lu   wenn   eine  Un- 
äehong  von  der  Form 

M<82n<N 

aürtf  §0  hat  man,  weil  ( —  lY^pit,  2n)  von  ^  =  0  bis  i  =  1  po- 
IT  bleibt, 

1  11 

•iy'jMq>(t,2n)dt<:(—iyj8»nq>it,2n)^<:(—iy'jN(p(t,2n)dt 

1 

B2n^iM<  (-  iyj82n9>(t,2n)dt  <  Bin^lN 

0 

d  man  kann  folglich 
1 

(—iyf82nq>(t,2n)dt  =  Pan-i  [M-^^(N-M)] 
0 
Imd,  worin  d^  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet;  dies  giebt 
kFin-mel'*') 

9  *[/(«)+/(a  +  Ä)+/(«  +  2Ä)  +  ...+/(a+"FrTÄ)] 
b 


■.fAu)du-\h[/(h)-/(ä)] 


*•"•" ^""  ^^     (2n-2)'    t/^'''''^^) -  /*"-''(«)] 

Unter  der  speciellen  Voraussetzung,  dass  JP^^*»+^(tt)  =/fa«)(|^) 
■  o;  =  a  bis  a;  =  &  keinen  Zeichen  Wechsel  erleidet,  gelangt  man 
«inem  einfacheren  Resultate,  wenn  man  von  den  Gleichungen  34) 
id5)  ausgeht  und  die  nämlichen  Operationen  wie  vorhin  anwendet; 
a  erhält 


^  Ohne  Berücksichtigung  des  Restes  ist  die  obige  Formel  zuerst 
Mao  Liaurin  im  Treatise  on  flaxions  (Lond.  1742)  entwickelt  und 
ther  von  Eni  er  in  den  Instit.  calc.  differ.  P.  I,  cap.  5  reproducirt 
ien« 
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b 

=ffiu)du  -  \h[/(b)  -/(a)] 

a 

^^     ^  (2n)'      -^^ 

and  zwar  ist,  wenn  ^i,  92»  •  •  •  9«  echte  Brüche  bezeichnen, 
T=Qi  [/<2«-i)(a  +  Ä)  -  /<a«-i)(a)] 
+  93[/^'**~'Ka  +  2Ä)  -/(2n-i)(a^.Ä)] 

+ -_• 

Die  Brüche  Qu  92*  •  •  •  9«  sind  hier  gleichzeitig  positiv  oder  n^gii 
jenachdem  f^^^^u)  und  /<^**+2>(t«)  entgegengesetzte  oder  gIdUl 
Vorzeichen  behalten.  Für  den  Fall,  da^a  alle  q  positiv  sind  ^ 
y(2n-.i)(i^)  wächst,  hat  man 

0<Qi  [/(2«-i>(a+  Ä)  -/<a«-i)(a)] </<a«-i)(a  +  h)  —ß^•-^ 

u.  s.  w. 
mithin  durch  Addition 

0  <  T  </ö*-i)(a  +  qh)  -  /<««-i>(a); 
es  kann  folglich 
T=Q  [/(2«-i)  (a  +  qh)  — /(an-i)(a)]  =  q  j/ca»— i)(6)  — /(»•-!)(< 

gesetzt  werden,  wo  Q  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet.  •  I 
positiven  pi,  92,  .  .  .  9^  und  einer  abnehmenden  Function  /<a»— 1)( 
geht  das  Zeichen  <^  in  das  Zeichen  ^  über,  das  Endresultat  ak 
bleibt  dasselbe.  Sind  ^1,  ^2»  •  •  •  9q  negativ,  so  gelten  für  —  T  i 
nämlichen  Schlüsse  wie  vorhin  für  T  bei  positiven  Qu  92»  •  •  •  ^f ,  m 
es  gilt  daher  die  obige  Formel  allgemein,  wenn  Q  immer  mit  dei 
selben  Zeichen  genommen  wird  wie  die  früheren  ^  1  ^s  1  •  •  •  ^ 
Zufolge  dieser  Erörterungen  hat  man  die  Gleichung 
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■■ff(u)du-\hU<}>)-Ad)-\ 


+  (-  i)-+V.%=v^[/^'"-'W-/<'''-«(«)]. 

nrin  9  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch  bedeutet,  je- 
ehdem  /(2*»)(t*)  und  /(2n+2)(^)  von  w  =  a  bis  w  =  a  +  gÄ  =  6 
Itgegengesetzte  oder  gleicjie  Vorzeichen  behalten. 

Die  Gleichungen  38)  und  39)  zeigen  den  Zusammenhang  zwi- 
der  Summe  einer  endlichen  Heih.e  und  einem  bestimmten  In- 
;  sie  können  daher  zur  Berechnung  des  einen  dieser  Ausdrücke 
werden,  wenn  man  den  jedesmaligen  anderen  als  bekannt 
setzt.     So  folgt  z.  B.  aus  Nro.  39),  falls /<3*>  (w)  von  i*  =  a 
=  h  keinen  Zeichenwechsel  erleidet^ 

6 

f{u)  du 


ß 


^ »[§/(«)  +  /(«  +  Ä)  +/(a  +  2Ä)  +  .  .  .  +  /Q>-h)  +  lfm 


•   •   • 


\\  Denkt  man  sich  u  als  Abscisse,  f(u)  als  Ordinate  einer  Cnrve, 
das  bestimmte  Integral  als  di^  über  der  Strecke  h  —  a  ste- 
Cnrvenfläche,  so  bedeutet  die  erste  Zeile  rechter  Hand  die 
le  von  den  Flächen  der  g  Trapeze ,  welche  entstehen ,  wenn 
—a  in  g  gleiche  Theile  getheilt,  durch  jeden  Thieilpunkt  eine  Ordinate 
kgt  und  der  Endpunkt  derselben  mit  dem  Endpunkte  der  nächsten 
dinate  geradlinig  verbunden  wird.  Bekanntlich  liefert  diese  Summe 
MD  Näherongswerth  der  Fläche;  die  übrigen  Glieder  in  Nro.  40) 
den  zusammen  die  Correction,  deren  jener  Näherungswerth  bedar£ 
Andererseits  können  die  Formeln  38)  und  39)  zur  Bereefaaiing 
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der  links  stehenden  Summen  dienen,  und  es  ist  diese  Anwendung 
sonders  in  dem  Falle  von  Vortheil,  wo  q  eine  so  grosse  Zahl  ist, 
die  directe  Summirung  äusserst  mühsam  werden  würde*    Hiersu 
ben  wir  einige  Beispiele. 

a*    Die  Annahme  /(w)  =  —  liefert 


/(..,(„)  =  L^lß^; 


hier  sind  /(2n)(t*)  und/(a«+a>(t*)  gleichzeitig  positiv  f ür  i*  >  0, 
hin  kann  die  Formel  39)  angewendet  werden  und  ist  darin  Q 
negativer  echter  Bruch.    Setzt  man  a  =  l ,  h  =  1  und  y< 
die  beiden  letzten  Summanden  in  Nro.  40),  wobei  der  positive 
Bruch  1  H"  9  ^urz  mit  6  bezeichnet  werden  möge,  so  hat  man 

='ö+'>-IL-tt-'J-t[5ti?-']+ 


+'-'>-feS[i 


b+i)' 


n— 3 


'] 


+  (-  1)' 


sB 


2n— 1 


[ 


2n    ,L(3  +  1)«' 


—  1 


Wir  setzen  noch  ^  -("  1  =  p,  addiren  beiderseits  —    und   fassen 

von  p  unabhängigen  Glieder  zu  einer  Constante  C  susammen; 
giebt 


41) 


1  ^  2  ^  3  ^ 


•    .    .    • 


P 


=  ^+^^+i-Si 


Sin— 3 


•     •    • 


•    •     • 


-t-(-i)''-So„rpw,-» +  (-!)' 


sBin^V 


Die  Constante  bestimmt  sich  wie  in  Theil  I,  S.  439  dadurch , 
man  Ip  beiderseits  subtrahirt  und  zur  Grenze  für  unendlich 
sende  p  übergeht;  es  bleibt  dann 

C  =  Umlj  +  ^  +  tH +-  —  ^i?|=  0,57721 56649  ij 

Aus  den  bekannten  Werthen  der  Bernoulli' sehen  Zahlen 
M»  Ä»  ®*^')  ©''siöbt  man  augenblicklich,  dass  die  in  Nro.  41) 
Hand  vorkommende  Reihe  anfangs  eine  fallende  ist;  ob  dieee 
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■diaft  aach   weiterhin  stattfindet,   kann  man  mittelst   der   Formel 
(ThL  I,  S.  244) 


1.2.3..:  (2m)         12'"  ^  22'»  ^  32"»  ^ 


•  .  •  • 


«ntscheiden,  deren  rechte  Seite  kurz  S2m  heissen   möge.     £b  folgt 
nämlich 


—  ^  '  2  .  3  .  .  .  (2  m) 
■^2m— 1  —  22»»— i^ra»» 


Sj 


m 


Bim-l  1.2...  (2m  —    1)    S2m 


2  m  .  j)2m 


(2  Ä^))*^ 


•im— 1 


7Cp 


i  hinreichend  grossen  m  lässt  sich  der  erste  Factor  rechter  Hand 
liebig  gross  machen,  während  der  zweite  Factor  dem  Grenzwerthe 

zustrebt.     Die  Reihe  in  41)  wird  daher  von  einer  bestimmten 

ab  zu  einer  steigenden  und  darf  deswegen  nicht  ins  Unend- 
fortgesetzt  werden;  vielmehr  wird  man  bei  praktischer  Rech« 
sie  nur  soweit  benutzen  als  ihre  Glieder  abnehmen.     Derartige 

len    sind   gewissermaassen    halbconvergent  und   ohne    Dis- 

don  des  Restes  von  keinem  Werthe. 

b.  Die  Annahme  f(u)  =^lu  giebt 

sind  /^^^^(u)  und  /(2n+2)^^)  gleichzeitig  negativ,  mithin  ist  in 
Formel  39)  9  ein  negativer  echter  Bruch.  Für  a=l,  Ä=l,  l  +  (>  =  6 
foMlt  man  jetzt 

11  +  12  +  13  +  U  -\-  '  "  +  la 


Ji  r   1     ^]       ^a  r    1 
"^  1 .  2  La  +  1      J      3  .  4  L((z  + 


] 


1  + 


+ (- 1)' 


+ (- 1)"+^ 


Bqh^ 


2n— 3 


+  1)' 

! r i il 

(2»— 3)(2n  — 2)L(ä  +  l)*"-''         J 
tBin-i      r         1 A 


•    •   • 


(2n  —  1)  (2  n)  l{q  + 
Seist  man  g  +  1  =  p,  addirt  beiderseits  Ip  und  vereinigt  alle  von 
p  unabhängigen  Summanden  zu  einer  Gonstanten  y^  so  hat  man  auch 
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l(1.2.3...p)  =  y  +  (p  +  '^lp'-p 


i^9n— 


2n— 3 


1.2.JP  3.4i) 


3 


+  (_i)'.+i 


(2  m  — 3)(2n— 2)p»»- 

6j?2fi— 1 


(2w  — l)2»i>^«-^ 
Die  Bestimmung  der  Constanten  y  geschieht  auf  dieselbe  Weise 
in  Thl.  I,  S.  441;  es  findet  sich  y  =  |?(2;r),  mithin 

42)     l(l.2.3...p)  =  ll(2n)  +  (p+l)lp  ^p 

■^1  -^3.  ,  ,     /        ,x«  -&2«— 8 


+ 


1.2.p      3.4.jy 


8 


+  •••  +  (-1)" 


+  (-  1)^»+^ 


(2n  — 3)(2»  — 2)j9»»-»^ 

sB2n—l 


(2ij  — l)2»i?3*-» 
Auch  diese  Eeihe  ist  halbconvergent,  kann  aber  gleichwohl  b^ 
p   mit  y ortheil    benutzt   werden.     Nimmt  man  z.  B.  p  =  h 
n^=  2  und  multiplicirt  beiderseits  mit  dem  Modulus  0,43429448) 
so  erhält  man 

%(1  .  2  .  3  .  .  .  1000)  =        0, 39908  99341  790 

+  3001,5 

—  434,2944819032  518 
+    0,00003  61912  068 

—  6  .  0,00000  00000  012 

mithin  für  £  =  1  und  6  =  0 

2567,6046442221  328<%(1. 2. ..1000)<2567,604644222134( 

woraus  hervorgeht,  dass  das  Product  1.2...  1000  mit  2568 
fern  geschrieben  wird,  von  denen  die  acht  höchsten  sind:  40238  72( 

c.  Nehmen  wir/(w)  =  «(-^  so  behalten /<3»)(w)  und /<3«+2)(ti)] 
gleiche  Vorzeichen  für  w  ^  0;  daher  ist  nach  Formel  39),  wenn  n( 
1  4~  (^  gleich  dem  positiven  echten  Bruche  6  gesetzt  wird, 


+ 


+ 


_j — 1_ 


af  '  (a  +  h)/^  '  (a  +  2Ä)/»  '  '  (a  +  q 


-\hy\ 


+ 


Biii,m  1 


1  . 2 


La/»+i 


U  +  lJ 


58;i(ft  +  i)(/i+2)Ä«r 


Lai«+ä      lN"+»J"^' 


b/"+iJ-  1.2.3.4 

,  f_ . ...Bä„-3ft(ft+l)...(ft+2w-4)fe^»-''r       1 1       -1 

""^^       '  1.2.3 (2»  —  2)  [0^+*'"''     W*+*— »J 

t.B2— ift0^+l)-(ft+2w— 2)jti"'r      1 1      1 


+  (_1)«+1 


1.2.3....  (2k) 
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'.falls  §1^1  ist,  was  durch  ^  =  l  -\-  k  ausgedrückt  werden  möge, 
littt  sich  die  Beihe  linker  Hand  ins  Unendliche  fortsetzen  ohne  zu 
ÄTergiren;  es  wird  dann  h  =  a  +  qh  z=  oo,  und  demnach  bleibt 

^    ä^  "^  (a+Äy+*  "*"  (a  +  2Ä)i+*  "^  (a  +  3Ä)i+*  ^ 


~I^  + 


2a 

+  ( 


1         Pi(A4-l)fe      ^3(A  +  l)(A  +  2)(A  +  3)fe3 
?^"^    1.2aH2  1.2.3.4.a*+*  ^" 

■g2n-8(A+l)(A  +  2)...(A  +  2n  — 3)fe2«-8 
1  .  2  .  .  .  (2w  —  2)a*+2«-2 


1)' 


,  ,       .,^,6^2n-^i(A+l)(A  +  2)...(A  +  2n-l)fe^^-i 
■^^       ^  1.2..  .(2n)a*+2» 

le  Transformation  einer  unendlichen  Reihe  in  eine  halbconvergentfe 
bietet  einen  wesentlichen  Yortlveil  sobald  A  klein  ist,  weil  dann 
Reihe  linker  Hand  zu  langsam  convergirt,  als  dass  man  ihre 
le  direct  berechnen  könnte.  Handelt  es  sich  um  die  Summirung 
Reihe 

1.1.1 


*=7m  + 


+ 


+ 


.  •  • .. 


fiiat  man  am  besten,  etwa  die  ersten  neun  Glieder  unmittelbar  zu 
Jn  und  nachher  die  Formel  43)  für  a  =  10,  Ä  =  1  zu  be- 
;  es  ist  dann 


s  = 


11+Ä  + 

Mi 


1^ 
20 


31 

A  +  l 
1200 


1      -U  4-^ 


+ 


(A+l)(A  +  2)(A  +  3) 

7200000 

(AH-l)(A  +  2)..,(A  +  5) 

30240000000 


•5)  1 


bei 


der  Rest  beträgt  immer  einen  Bruchtheil    desjenigen  Terms, 
[eher  auf  den  zuletzt  in  Rechnung  genommenen  folgt.    Diese  For- 
gewährt  eine  bedeutende  Genauigkeit. 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  43)  mit  A  und  lässt  nachher  diese 
Grösse  unendlich  abnehmen,  so  gelangt  man  zu  dem  bemerkens- 
W6;rthen  Satze,  dass  das  Product 

*{^TI  +  (a  +  Ä)i+*  ■*"  (a  +  270^+*  ^  J 

[gegen  den  Grenzwerth  —  convergirt*). 


^  Es  ist  dies  eine  von  Dirichlet  bei   zahlentheoretischen  Unter- 
MhoBgen  gemachte  Bemerkung;  vergl.  Grell e's  Joum.  Bd.  19,  S»  826. 
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d.  Wir  wollen  noch  den,  in  mancher  Hinsicht  eigenihümlic] 


Fall 


//  ^  1  1     f     1 


u  —  - — u^  +  ": — 7: ^  ^    — 


•  •  t 


1.2  1.2. .4        '1.2. .6 

betrachten,    wobei    die   angewendete    Keihenentwickelnng    nnr 
w«  <  (2  jr)2  Geltung  hat.    Hier  ist 

/(0)  =  0,    f(P)  =  lJB^,    /"(0)=--l53, 

mithin  nach  Formel  36)  für  a  =  0,  6  =  gÄ,  und  wenn  das  let 
Integral  kurz  mit  «7*2 »  bezeichnet  wird, 

(2«)' 
oder  bei  etwas  anderer  Anordnung  und  nach  Division  mit  h 

^^)  ^rZTi  +  e2Ä  _  1  +  •  •  •  +  e<?-i)*  —  i 
Vi  ^  2  ^       ^  a         J  h      Ä  ^  4 


"^  Tzr-r.Ji« 


Ä     ^  ^        2gÄ         2(e9*  —  1) 

+^[f'm  -  |Ä] «  ^[/"öÄ)  + 1^3]  + 


2' 


•  • 


^  '^       ''    {2w  —  2)'  L  ^^  ^       2n  —  2     '" 

^» 
■~(2^'"* 

Um  die  Reihe  linker   Hand  ins   Unendliche  fortsetzen   zu  könn* 
müssen  wir  die    Werthe  aufeuchen,    welche  /'(u)^  /'"(w)  etc.  i 


die  halbconvergenten  Reihen. 


239 


H  =  OD  anneluueD.     Differenzirt  man  aber  f{u)  mehrmals  nachein- 
■ider  und  macht  bei  jeder  Differentiation  Gebrauch  von  der  Formel 

^  gelangt  man  sehr  leicht  zu  der  Gleichung 

^19  '^Sy  •  •  •  <^2n  gewisse  numerische Coefficienten  bedeuten,  auf 

Werthe  es  nicht  weiter  ankommt.     Diese  Formel  zeigt,  dass 

^"~^)(f*)  bei  unendlich  wachsenden  u  die  Null   zur   Grenze  hat. 

wir  jetzt  in  Nro.  44)  q.   unendlich  zunehmen  und  beachten 

IT  der  Yorigen  Bemerkung  noch  die  Formel 

^*^(t  +  I  +  ¥  +  *"+7""^0'^  ^'^'^^  •  •  •  =  cf, 

gelangen  wir  zu  dem  folgenden  Resultate 
1.1.1 


«*  —  1 

:c—ih 


A — 1 V- 


•  •  •  • 


h 


^4       2'.2  4\4  (2w— 2)'(2n— 2) 


(2w— 2)'(2 
(2n)''^    • 


Rest  bedarf  hier  einer  speciellen  Untersuchung,  weil  die  Funo- 

f(u)  im  vorliegenden  Falle  nicht  von  der  Art  ist,  dass/^^*'^(M) 

|Äi»=a=  Obis  u  =  h  =  oo   entweder  nur  wächst  oder  nur 

timmt.    Zufolge  der  Bedeutung  von  Jin  nämlich 
1 

0 

imt   diese  Untersuchung  im   Wesentlichen  darauf  hinaus,  zwei 
ticfae  Orössen  M  und  N  zu  finden,  zwischen  denen  die  Summe 

S,„  =/(2*)(Ä0  +/2«)(Ä  +  ht)  +/(2«)(2Ä  +  ÄO  H 

ithalten  ist;  wie  in  Nro.  38)  erhält  nachher  der  Rest  die  Form 


16) 


<-  l)""-'  ^g^  [M  +  ^iN-  M)l 


letzt  man,  um  zunächst  f^^^^u)  zu  discutiren,  in  Formel  27)  auf 
.  142  d?  =  ff,  80  hat  man 
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f  0  +  e^U  -  l) 

_  J_    ,         A  A  A        j . 

■"  2A  ■*"  12  +  A2  "^  22  +  A'^  "^  S-*  +  A«  "^  '  *  *  * 

und  für  2  A^  =  w 

^.  V ^ f      u  u  u        I  ...1; 

/W  — 2  l^j^^^-pj^^  +  423j2_|.^2  +  62«2_[.«*2  "T  J» 

hieraus  folgt  durch  2 n- malige  Differentiation  unter  Anwendung  d 
Formel  15)  auf  S.  277  des  ersten  Theiles 


2  (2  n)' 


cos I  (2  n  + 1)  ärctan  —       cos  (2 w  +  l)aräan  —  1 


I  TTTZö"!    ..9\n4.i/o  r 


(2^n^  +  tt2)»+V2        ^        (42  jr«  +  ««)»+V« 
Für  den  absoluten  Werth  von/<2«)(w),  welcher  mit  [/^*»>(t*)]  1 
zeichnet  werden  möge,  ergiebt  sich  hiemach 

iye«)(M)]  < 


2(2n)' 


*  4.__1_  +  _L_  + 


•  •• 


\(2^n^  +  W2)n   -r   ^42jj.2  _j_  ^2jn     »     (6«3j2  ^  t*2)ii 

Diese  Ungleichung  wird  stärker,  wenn  man  beachtet,  dass  immer 

1   -< 1 

\n    ^  /v2n— ! 


ist;  es  ergiebt  sich  nämlich 

r.r..w^)n^  2(2^y  r  1  1 

U         WJ^^2j^)2n-2|l2«-2(22;r2+t*2)^22«- 2(423,;2^,^2)  ^ 

oder,  wenn  42^2,  623r2  etc.  durch  22;r2  ersetzt  werden, 

f/(».)fa)]<  2(2«)'  (-l-+^_+..A  _i 

Lf  V«*;j  ^  (2i;r)2«-2|l2n-2  T^  22'»-2  ^         J  22^2  +  U^ 

Bezeichnet  man  die  Summe  der  eingeklammerten  unendlichen  Rd 
mit  S2n— 2  und  versteht  unter  a  einen  nicht  näher  bestimmten  po 
tiven  oder  negativen  echten  Bruch,  so  darf  man  jetzt 


/->(«)  =  '-«^fe-"- 


B 


(2inr)2»-2     4;r2  -I-  w2 
setzen.    Hiernach  ist 

_2(2nys2n~2t        ^0  I  ^'  ! gg  I 

^'•~  (2;r)2«-2   J4Ä^  +  (Ä02'^4;r2+(Ä+Ä0*     4jr2+(2Ä+^0^ 
und  für  den  absoluten  Werth  von  S^n  folgt  daraus 
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ro      .         2(2ny52n-2f    11  1  \ 

2(2^ysan-.M      1/1    1       \] 

(2jr)2«-a    Uä2^ä2\12^22^      // 

j^en  der  bekannten  Summe  der  leciproken  Quadratzahlen  hat  man 
t  die  Ungleichung 

2(2 nysan-a/  1     ,    ^'\  ^  o  ,  2(2ny52n-2/  1     ,    ^^\ 

(2ä)2»-2    V4;r2"^6Ä2y  (2;r)a»-2  \4:n^'^6hy* 

der  Best  stellt  sich  nach  Nro.  46)  unter  die  Form 

'      (2Ä)2»-a     \2n'i^Zhy  ^       (2n— 2)'       W'       6/ 

in  Q  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch  bezeichnet, 
sen  wir  endlich  in  Nro.  ^b)  n  •\-  1  fiXL  die  Stelle  von  n  treten,  so 
aen  wir  schreiben: 


•    •    •   • 


c*  —  1    '    e2A  —  1    '    e^A  _  1 

^~^^  +  i  -   CiÄ  —  CsÄ» Can-IÄ^»-*  -  -B21 

swar  gelten  hier  folgende  Werthe 

Cf=  0,5772156649  .  .  ., 

^         2\2         144' 

^  W^  ^      1 
^         4\4         86400* 

*         6\6         7620480' 
(^  ^  1 

^         8'.  8         290304000* 

^^  iB,y_         1 


— »- 

bat. 


10M0~  6322821120' 
u.  s.  w. 

^^^•=9    1.2...(2n)U  +4^;' 
jcr  ergiebt  sich  noch,  wenn  ;e^  einen  positiven  echten  Bruch 
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^^^    1  —  isr  "*"  1  —  i?2  +  1  «.  ^3  + 

o-n(i-) 


© 


•  • 


-C.„..[l(l)f'-E 


H'in  = 


*^     1.2...  (2n)    1  6    "^  4^2j" 


Diese  Formel  gewährt  einen  wesentlichen  7  ortheil,  sobald  e  w< 
kleiner  als  die  Einheit  ist;  die  Beihe  linker  Hand  convergirt  nän: 
unter  dieser  Voraussetzung  äusserst  langsam,  während  es  rec 
Hand  nur  einiger  Summanden  bedarf,  um  eine  ansehnliche  Gena 
keit  zu  erreichen.*) 


*)  Nach  einer  von  Lambert  (Architektonik,  S.  507)  gemachten 
merkung  kann  die  unendliche  Beihe  in  Nro.  48)  nach  Potenzen  v< 
geordnet  werden,  nämlich 

e  +  2z^  +  2^8  +  Be^  +  2z^  +  U^  -^  *  -  . 

und  zwar  ist  dann  der  Coefficient  von  z^  gleich  der  Anzahl  der  Th' 
von  m  also  u.  A.  =  2,  wenn  m  eine  Primzahl  ist.  Femer  hat  Clau 
(Crelle's  Journal,  Bd.  3,  S.  95)  erwähnt  und  nachher  Scherk  (eber 
Bd.  9,  S.  162)  bewiesen,  dass  dieselbe  Beihe  folgende  Form  anneh 
kann 

welche  bei  kleinen  js   eine  leichtere  Summirung  gestattet.    Die   o 
Transformation,  gewissermaassen  das  Gegenstück  der  vorigen,  ist 
Verfasser  angegeben  worden  in  den  Sitzungsberichten   der  K»  S.  Grc 
ßchaft  d.  Wissenschaften,  Bd.  13  (Jahrg.  1861),  S.  120. 
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16* 


Die   Gamma functionen. 


Definition  und  Fundamentaleigenscliaften  der 

Oamtnafunctionen. 

I^enn  m  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  hat  es  bekannt- 
ßine  Schwierigkeit,  das  Product  x^e~'dx  zu  integriren,  na- 
ch wird  zwischen  den  Grenzen  x  =  0  und  ^=00  der  Inte- 
»rth  sehr  einfach  (ThL  I,  S.  413,  Nro.  8); 

x^er'dx  =  1  .  2  .  3  .  .  .  w». 
0 

idere  als  ganze  positive  m  lässt  sich  der  Integral werth  nicht 

;hlossener  Form  darstellen,  und  es  liegt  dann  am  nächsten, 

die  bekannte  Potenzenreihe  zu  verwandeln«    Das  so  erhaltene 


00 

I' 


!■ 

0 


x^e-'^^dx 

pr  "~  T  m  +  2  "^  172  m  +  3  ""*  1.2.3  w  +  4^ 

zwar  für  jedes  endliche  |  gültig,  verliert  aber  bei  grossen  J 
iucbbarkeit;  der  Fall  |  =  00  bedarf  daher  einer  besonderen 
ichung.  Mit  dieser  wollen  wir  uns  im  Folgenden  beschäfti- 
1  dabei  unter  Yoraussetzuug  eines  beliebigen  positiven  ft  die 
ung  • 
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1)  r'(^)=   f  cr^-'^er'dx 

0 

benutzen*).     Nach  dieser  Definition  der  Function  fO*)  ist  spec 

r(i)  =  i,    r(2)=i,    r(3)  =  i.2,    r(4)  =  1.2.3, 

wie  aus  der  Anfangs  erwähnten  Formel  hervorgeht. 

Um  rii»)  in  zwei  Grenzen  einzuschliessen,  welche  frei  von 
gralzeichen  sind,  bemerken  wir  zuerst,  dass  für  jedes  positive 
Ungleichung  e*  >>  1  +  ^er  besteht,  dass  also  für  beliebige  po 
X  und  jp 

e^  >  1  +  - 
JP 

ist,  woraus  folgt 

/  x\P  1 


(■+1 


fljy 


Da  femer  xH-"^  immer  positiv  bleibt,  wenn  diese  Potenz  im  absc 
Sinne  genommen  wird,  so  hat  man 


X  1 

oder  durch  Substitution  von  \  A =  — 

1 

0  <  r(fi)  <  jp."y  ^p-^-^i  —yy-'^dy. 

0 

Nimmt  man  die  beliebige  positive  Grösse  jp  =  ft  -f-  1  4"  W» 
eine  willkührliche  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  lässt  sich  di< 


*)  Ueber  das  obige  und  einige  verwandte  Integrale  hat  zuerst  E 
mehrfache  UntersuchuDgen  angestellt;  s.  Institutiones  calculi  inte^ 
Vol.  I,  sect.  1,  cap.  VII,  IX.  und  Vol.  IV  (supplementa),  Acta  Petr( 
tanae,  T.  I,  Nova  acta  Petrop.  T.  V,   Miscellanea  Berolmensia,  VII. 
Melanges  de  la  Societe  de  Turin,  T.  III.    Später  haben  sich  gleich: 
damit  beschäftigt  Legendre    in  seinen  Exercices  de  calcul  int< 
Paris  1811,   und  Gauss  in   den  Commentat.  Gotting.  reo.  T.  II,  a. 
Von  Legendre  rührt  der  Name  „Euler'sches  Integral"  und  di< 
Zeichnung  r{jji)  her;  Gauss  bezeichnet  dasselbe  Integral  mit  Uijj, 
Jedß  dieser  Bezeichnungen  hat  etwas  für   sich,  doch   scheint  die 
allgenl^iner  angenommen  zu  sein. 
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[f  bezügliche   Integration  mittelst  der  Formel  4)  anf  Seite  412  des 
■ersten  Theiles  ansfuhren,  und  es  wird 

0  o<r(,)<(,+, + ■>",(, +V)fr+2r:;+»)- 

Die  Formel  1)  liefert  andererseits,  wenn  statt  der  oberen  Grenze 
\m  die  endliche  ganze  Zahl  n  gesetzt  wird, 

n 


^(ß)  >  I  xf^-^e-'dx. 


rüT  jedes  echt  gebrochene  positive  ss  ist  nun  e~'  >  1  —  z^  mithin 


c    «  >  1  —  — ,      e-*> 

n 


.0  -  J 


)" 


id  nach  dem  Vorhergehenden 


« 


X 


sist  der  Snbstitntion  1 ^  V  yriiA  hieraus 

n 


I) 


r(it)>nf 


X«^«d**aa«7v 


f^Ö*  +  l)(/^  +  2)...(^+n) 

Die   beiden  für  JT'Qi)  gefundenen  Ungleichungen  gestatten  fol- 
igende  übersichtliche  Zusammenstellung 

rQi)  ^  1.2.3 n 


i( 


1  + 


II  +  lY  '^  Hill  +  l)(n  +  2) ...(n  +  n) 


— ) 
n     J 


w^<r(ft), 


Welche  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  n  eine 
Gleichung  liefert,  nämlich 

i|)  r{iC)  =  lAm\ 


n)      i 


l^(fi  +  l)(^  +  2)...(fi  +  n) 

tJm  in  Zähler  und  Nenner  des  rechts  stehenden  Bruches  gleich  viel 
fe*actoren  zu  haben,  zerlegen  wir  noch  wie  folgt 

n^  n 


rü^ 


—  1 


und  bemerken,  dass  der  Bruch  n  :  (ji  -{-n)  gegen  die  Einheit  con- 
Fergirt;  es  ist  dann 
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5)  rOi)  =  Xfw(l._J— 1— -r^ -nf^A 

wofür  auch  das  unendliche  Product 

6)  ^0^)  =  — 


(i      li"-i(^  +  l)     2i"-J'0*+2)     3^-i(f*  +  3) 
gesetzt  werden  kann*). 

Entwickelt  man  nach  einer  der  Formeln  4),  5)  oder  6)  die  b»] 


•  'j 


den  Functionen  r(k)  und  r(k  -}-  1),  so  gelangt  man  zu  der  BelatM 

7)  r(A  +  i)  =  Arw, 

die  auch  aus  Nro.  1)  durch  theilweise  Integration  hergeleitet  w 
kann.     Nach  dieser  Relation  ist  weiter  x 

r(A  +  2)  =  (A  +  i)r(A  + 1)  =  (iL  +  i)Ar(A) 

und  überhaupt  für  jedes  ganze  positive  q 

8)  r(a  +  A)  =  A(x  +  i)(A  +  2)...(A  +  fl- 1) .  r(X). 

Diese  Gleichung  dient  u.  A.,  um  Gammafunctionen  unecht  ge\x» 
chener  Argumente  auf  Gammafunctionen  echt  gebrochener  Argumenli 
zurückzuführen.  Ist  nämlich  ft  keine  ganze  Zahl,  so  kann  man  M 
in  eine  ganze  Zahl  q  und  in  einen  echt  gebrochenen  Rest  k  zerleget; 
die  Formel  8)  zeigt  dann,  wie  r(ji)  =  Jr(2+  A)  aus  r(k)  hem* 
leiten  ist.  Zugleich  erhellt,  dass  eine  Tafel  der  numerischen  WerHü 
von  r  nur  das  Intervall  A  =  0  bis  A  =  1  zu  umfassen  braucht 

Berechnet  man  nach  Formel  5)  die  drei  Functionen  r(x), 
r(>t  +  A)  und  r('ii  —  A) ,  wobei  x  >  A  >  0  sein  muss ,  so  findet 
man  leicht 

[iMi =.ri_inri. i^iTi ^i..... 

specieller  für  jc  =  1  wird  r(x)  =  1,  und  das  unendliche  Prodad 
rechter  Hand  erhält  dann  einen  bekannten  Werth;  es  ergiebt  sich 

1  sin  In 

r(l  +  A)  r(l  —  k)  ~  "J^ 


*)  Die  obigen  Productenformeln  sind  von  Gauss  in  der  vorhin  et 
wähnten  Abhandlung  auf  anderem  Wege  entwickelt  worden.  Man  kann 
sie  auch  als  Ausgangspunkt  d.  h.  als  Definition  von  r(fji)  benutzen,  un^ 
es  ist  dies  in  dem  Falle  von  Vortheil,  wo  man  negative  oder  oompleK 
fi  zulassen  will,  weil  das  in  Nro.  1)  angegebene  Integral  für  solche /< 
nicht  immer  einen  bestimmten  Werth  hat.  Wegen  des  überaus  seltenen 
Vorkommens  dieser  Fälle  haben  wir  den  historischen  Gedankengang  bei- 
behalten, und  verweisen  dafür  auf  die  Abhandlung  von  H.  Hankel  in 
der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik.  Bd.  IX,  S.  l. 
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umgekehrt 

r(i  +  A)r(i-A)  =  -if-,     o<A<i. 

en  P(l  -f-  A)  =  A  r(A)  kann  man  dafdr  schreiben 

68  ist  hieraus  ersichtlich,  vrie  die  Gammafunclion  eines  swisohen 
d  1  liegenden  Argumentes  auf  die  Gammafunction  eines  swischen 
id  I  enthaltenen  Argumentes  zurückgeführt  werden  kann.  Der 
ieUe  FaU  ;i  =  ^  giebt 

ras  nach  Nro.  8)  folgt 

^e  der  ursprünglichen  Bedeutung  von  rQi)  ist  also 


/ 


'^>-|,-«,^^l-3-5...(2g-l)^ 

2« 


b  Formel  durch  die  Substitution  x  =  js^  in  die  auf  Seite  153 
ickelte  Formel  übergeht 


IL  Bestimmte  Integrale  für  l  r(^). 

• 

)a  JTQi)  in  Form  eines  Productes  dargestellt  werden  kann,  so 
MS  nahe,  den  Logarithmus  von  r((i)  genauer  zu  untersuchen. 
Msem  Zwecke  schicken  wir  ein  paar  Bemerkungen  über  gewisse 
imte  Integrale  voraus. 

Vie  leicht  zu  sehen  ist,  bleibt  die  Function 

b  und  stetig  für  alle  positiven  jT,  und  zwar  wächst  sie  von 
=  I  bis  9(00)  =  1;  hieraus  folgt,  dass  der  Werth  des  Inte- 


dz 


en 
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l\e-'dz^=^\      und        le-'de=:l 

0  0 

enthalteD,  also  von  endlicher  Grösse  ist.     Er  mag  künftig  mit 
zeichnet  werden.     Statt  der  Gleichung 


J  \l  —  e~'        IS    '    1  +  0/ 


12)      fir^'-iy-"^-.^ 

0  ^ 

schreiben  wir  die  mit  ihr  identische 

und  entwickeln  hier  das  zweite  Integral.  Bei  unbestimmter  In 
tion  ist 

und  da  dieser  Ausdruck  sowohl  für  js  =  co  als  für  JS  =  i 
schwindet,  so  reducirt  sich  die  vorige  Gleichung  auf 

•»  Arh  — )  f  =  « 

0 

Hierin  setzen  wir  das  eine  Mal  0  =  ax,  nachher  ^e?  =  l>fl?,  wo  i 
h  positive  nicht  verschwindende  Constanten  bedeuten,  und  st 
hiren  beide  so  entstehende  Gleichungen  von  einander;  wir  erl 
dann  die  neue  Gleichung 

/°^/       1 1      \  dx  ^     r  _^^  ^       6x^  ^  — 
\l  +  ax        l  ^Ix)  X        J  ^^   "^  ^  '^   X  '^ 

0  0  . 

worin  sich  der  Werth  des  ersten  Integrales  leicht  auf  gewöhnl 
Wege  finden  lässt.     Wir  gelangen  damit  zu  der  Formel 


00 


14)     J  (e-^^'^  ^  e-^^)  —  =:lfl\         a>0,     5  >  0. 

0 

Hiervon  kann  man  Gebrauch  machen,  um  alle  Glieder  dei 
liehen  Reihe 

in  bestimmte  Integrale  zu  verwandeln;  man  erhält  einen  Au£ 
von  der  Form 


GammafiuictioneB. 


3^1 


P    dx 


Udzwmrisi 

...  4-  (e-(«+--i)x-.e-")  +  (jÄ  —  l)(e~'  -  <^*') 
|der  nach  der  Sammenfomiel  for  geometrische  Progresskami 

>lge  des  nTsprünglidien  und  des  nachherigoi  Werthes  Ton  S  hat 
nun  folgende  Gleichung 

Vöi+i)(fi+2)...öi+n-i)*'    ; 


z 


fi?-/''— 


1  — 


+  (^-l)«-'J!i? 


1  dx 

X 


0 

das    letzte  Integral   ist   die   Bemeikung   wesentlich,  dass  die 
ion 

1  —  Ja;  +  Jä^  —  •  •  • 
r  alle  positiven  x  endlich  nnd  stetig  bleibt,  dass  mithin  ihr  Mini» 
fem    JL  und  ihr  Maximum  B  endliche  Grössen  sind.     DemEufolge 
gt  der  "Werth  des  letzten  Integrales  in  Nro.  15)  zwischen 


00 


Ae~-**dxz= —     und      1  Be^^'dx  =  — , 

n  J  n 

o  0 

convergirt  daher  bei   unendlich   wachsenden  n  gegen    die  Null. 

ihen  wir  jetzt  in  Nro.  15)  zur  Grenze  für  n  =  <x>  über,  so  erhal« 

II  wir  die  Gleichung 

0 

lohe  späteren  Untersuchungen  als  Basis  dienen  wird. 

In  dem  speciellen  Falle  f(  ==  |  wird  die  vorige  Gleichung  zu 
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0 

oder  für  x  =  2y 

Hieraus  läset  sich  noch  eine  andere  Tntegralformel  herleiten 
che  wieder  zur  Umgestaltung  von  Nro.  6)  dienen  kann.   Die  Fu: 


*(f 


)  -  |i  +  i L_  1  i 

^       \js  ^  2        1  —  er'}  z  ' 


•  •  • 


die  sich,  falls  0^  <^  (23^)2  ist,  auch  unter  der  Form 

darstellen  lässt,  hleiht  nämlich  für  alle  positiven  e  endlich  un 
tig,  mithin  hesitzt  das  Integral 


«0 


0 

einen  endlichen  Werth,  den  wir  vorläufig  G  nennen  wollen«     Z 
80  gehildeten  Gleichung 

0 

addiren  wir  die  folgende 

00 


/■ll^  -  ^-1  f = .. 


0 

welche  aus  der  unhestimmten  Integralformel 

J  \       z  )    z  z 

unmittelbar  hervorgeht,  und  erhalten 

0 

wo  n  zur  Abkürzung  dient.  Statt  z  substituiren  wir  das  eine 
ax^  das  andere  Mal  "hx^  multipliciren  die  erste  so  entstandene 
chung  mit  a,  die  zweite  mit  b,  und  ziehen  das  erste  Product 
zweiten  ab;  unter  Voraussetzung  positiver  von  Null  verBchiede 
und  h  giebt  dies 
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0 

a  >  0,     6  >  0. 

e  GoDstante  H  bestimmt  sich   dui'ch    die  Specialisinmg   a  =  1, 
=  2,  fär  welche  man  erhält 

0 

0  '  0 

L  nach  Nro.  17)  und  14) 

e  Formeln  18),  19)  und  20)  werden  jetzt 


0 
eo 


0 

OD 

a  >  0,     6  >  0. 

Um   die  Gleichung  16)  mittelst  dieser  Formeln  umzugestalten, 
reiben  wir  statt  jener  Gleichung  die  mit  ihr  identische 

TO.)  =  /{i  -  ,..  -  ,^.)  f 

0 


0 

00 


+  j  l'*^'" ^— )  T 

0 

+  A,-^  -  -  -  t1  -«-"-''«• 

^  c/   U  —  e-^        a?         2j  a; 

0 

sh  Nro.  22)  ist  der  Werth  des  ersten  Integrales  =  \H2n)\  der 


n 
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Werth  des  zweiten  folgt  ans  Nro.  14)  und  ist  =  Zfi;  das  dritte 
tegral  wird  mittelst  der  Formel 

1  —  c-^*|  dx        1  —  c^i"* 

ue~/"* —  = 

X         ]    X  X 

gefunden  und  hat  den  Werth  —  ^;  demnach  ist 
24)  ir(ii)  =  |J(23r)  +  (fi-|)Zft  -  (t 

^  o/   ll  —  6-*        a?         2)  X 

0 

Bevor  wir  die  Formeln  16)  und  24)  weiter  entwickeln,  sei 
ten  wir  erst  einige  Bemerkungen  ein,  welche  die  Dififerentialq 
tienten 

betreffen.     Aus  Nro.  16)  folgt 

d  ~  J  V   "^       l  —  e-^'         öx        ix 

0 

und  wenn  hier  die  bekannte  Ungleichung 

i>L_£:->i-id. 

benutzt  wird,  so  ergiebt  sich  für  den  vorigen  Differentialquotien 
die  Ungleichung 

f  U«    J^TÜL}  ^^  ^  ir(ji  +  S)-ir((t) 

0 

zr0t  +  3)-;r(fi)        f[  xe-f]  dx     ^^  f  xe-F' 

0  0 

Im  letzten  Integrale  ist  x  :  {1  —  er')  immer  positiv  und  <;^  1  -|- 
mithin  besitzt  das  Integral  einen  endlichen  Werth,  der  einen  Bra 

theil  von 1 ausmacht      Das  Product  aus  8  und  dem  Ie 

'^     .    ^ 
grale  convergirt  demnach  gegen  die  Null,   wenn  8  unendlich 

nimmt,  und  dann  geht  die  obige  Ungleichung  in  die  folgende  G 

chung  über 

^^.  dir(p)  r\     ^         xe-H^*  \  dx 
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InMtzt  man  sie  durch  die  mit  ihr  identische 

0 
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Jft 


=  /^?^F^'—/(r^ -!)--• 


1^  hat  man  auch  nach  Nro.  12) 


»— X 


du  o/        1   —  ( 

0 

r,  wenn  er-*  =  ^  suhstituirt  wird, 


c?a?  —  (7, 


(2^ 


= /-if^«  -  <'. 


noch  folgt 


roi)  =  röt) 


Formel  zeigt,  dass  —  G  der  specielle  Werth  ist,  den  I^ipi)  für 
\s=z  1  annimmt,  und  es  ist  daher 

—  C  =  r'(l)  =  Lim — ^  g       \ 
d  wie  vorhin  eine  unendlich  abnehmende  Grösse  bezeichnet. 


HL  Das  Theorem  von  Gauss. 


Setzt  man  in  Formel  16)  der  Reihe  nach 

»  k  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet,  so  erhält  man  durch  Addi« 
H  aller  so  entstehenden  Gleichungen 

1  —  e    *  j 

or,  'wenn  man  Ka;  an  die  Stelle  von  x  treten  lässt, 
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Ferner  ist  nach  Nro.  1 6) 

0 

diese  Gleichung  ziehen  wir  von  der  yorhergehenden  ab  und  g 
der  Differenz  folgende  Form 

CO 

+  G-Ä^)/(e-'-<r-*')f- 

0 

Nach  Formel  23)  hat  das  erste  Integral  den  Werth  |(Jfc—  1)7(5 
das  zweite  Integral  ist  =  Ih^  wie  man  aus  Formel  14)  ersieht,  i 
somit  ergiebt  sich  die  Gleichung 

i[rii)r(i.  +  ^y..r(i  +^))  -  ir(kX) 

=  |(Ä  — 1)?(2ä)  +  Q  —  U)llc. 

Geht  man  Yon  den  Logarithmen  auf  die  Logarithmanden  znrfick, 
erhält  man  das  bemerkenswerthe  Theorem*) 

29)       mr(x  +  l)r(A  + 1)  . . .  r(A  +  tzl^ 

=  (23r)*'*~'^Ää~**r(fcA). 
In  dem  speciellen  Falle  X  =  —  wird  linker  Hand  der  let 

iß 

Factor  =  1  und  es  bleibt  die  einfachere  Gleichung 


*)  Legendre  beweist  diesen  Satz  mit  Hülfe  unendlicher  ReÜM 
die  jedenfalls  der  Sache  fremd  sind;  s.  Traite  des  fonotions  elliptiq« 
Tome  n,  p.  439,  Nro.  93.  Der  von  G  a  u  c  h  y  in  den  Exercices  de  i 
thematiques,  livraison  15,  pag.  91  gegebene  Beweis  gründet  sich  auf  ^ 
im  Abschnitte  IV.  vorkommende  Formel  37).    Lejeune-Dirichlet  l 

nutzt  in  Grelle' s  Journal,  Bd.  15,  S.  258  eine  Formel  für  — "T^»^ 

erst  den  nach  X  genommenen  Differentialquotienten  der  Gleichung  S 
und  dann  letztere  selber  zu  ent;wickeln,  wobei  jedoch  vorausgesetzt  w( 
den  muss,  dass  man  die  speciellere  Formel  30)  schon  kenne.  Der  obi 
neue  Beweis  dürfte  wohl  am  einfachsten  sein. 


80) 


Die  (jrammafunctionen. 


25t 


■md  ■  ■  ■  <^) = v^. 


lie  Bich  auch  aus  der  unter  Nro.  9)  bewiesen en  Relation  herleiten 
ist. 


IV.  Unendliolie  Reihen  für  irQi). 

Um  zu  einer  Reihenentwickelung  für  ir(fi)  oder  ZF(1  +  ft)  zu 

klangen,  kann  man  verschiedene  Wege  einschlagen,  je  nachdem  man 

ton  der  einen  oder  anderen  der  Gleichungen  5),  16)  und  24)  ausgeht. 

a.    Lässt  man  in  Nro.  5)  ft  -|-  1  an  die  Stelle  von  ft  treten  und 
zeichnet  für  den  Augenblick  mit  q  eine  Grösse,  welche  bei  unend- 
)h  wachsenden  n  gegen  die  Null  convergirt,  so  ist 

r{i  +  ti)  +  ^  =  _i_.     2 n 

ithin 

h{r(i+(i)+Q}=(iin-i(i  +  f)-i(i+f) ^0+0 

l^fjnter  der  Voraussetzung,  dass  ft  ein  positiver  oder  negativer  echter 
^*  Bruch  ist,  können  rechter  Hand  alle  negativ  genommenen  Logarith- 
men in  unendliche  Reihen  verwandelt  werden ;  dies  giebt  bei  Anord- 
nung nach  Potenzen  von  ft 

li{r(i  +i,)  +  q}  =  -(L  +  ^  +  L  + 

2   \1«        2^        3* 

+  ±(1+1  +  1  + 
~    3   Vi'        23  ^  3» 

+ 

Ijassen  wir  jetzt  n  ins  Unendliche  wachsen,  so  convergirt  ^  gegen 

die  Null,  ferner  wird 


•  •  • 


+ 


+ 


Zw  ju 

n  / 


""(T  +  f+T  + 


J Ifl 

n 


j  =  c, 


<^o  c  =  0,5772  1566  .  .  die  schon  auf  Seite  440  des  ersten  Theils 
bestimmte  Constante  ist,  femer  gehen  die  Coefficienten  von  ft^  /t^,  etc. 
in  convergirende  unendliche  Reihen  über,  für  deren  Summen  wir 
die  Bezeichnung 


Sp  =  A  +  ^.  +  |;  + 


^        IP    '    2P 

Schlömilch,  Analysis.    IL 


i>>  1 
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•  •  • 
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in  Anwendung  bringen  wollen.     Nach  diesen  Erörterangen  ist 

-  1  <  f*  <  +  1. 

Dividirt  man  beiderseits  mit  ft  and  lässt  dann  ft  gegen  die  Null  con-j 
vergiren,  so  ergiebt  sich  nach  Formel  28)  die  Gleichung  C  =  ei 
die  früher  vorläufig  durch  G  bezeichnete  Constante  ist  domnadi 
identisch  mit  der  sogenannten  Constante  des  Integrajlogarithmiii 
(vergl.  Seite  199). 

Aus  Nro.  31)  folgt  weiter 

-  1  <fi<  +  1; 

diese  Gleichung  subtrahiren  wir  von  der  vorhergehenden  und  beri 
sichtigen  hierbei  die  Relation 

r(i  +  ft)  _    [ra+  (i)v    _  [r(i  +  fi)ysinfix 

wodurch  entsteht 

Um  die  Convergenz  der  Reihe  zu  erhöhen,  addiren  wir  zur  vori| 
Gleichung  die  folgende 

0  =  -  5^(f^)  +  1**  +  if**  +  »**'  + 
und  erhalten  ein  Resultat  von  der  Form 

82)    ir(i  +  i.)  =  ti(4^)-ii(^±J!^) 

*  \8tnfinJ        ^  \i  ^  fij 
+  Ciii  —  Caft^  —  Csft» , 


•  •  •  • 


0 


f*<l. 


worin   die  mit  Cu  O3,  O5,  etc.  bezeichneten  Goefficienten  folgeode 
Werthe  haben 

Ci  =  1  —  C=  0,42278  43351, 
Cs  =  |(S3  —  1)  =  0,06735  30105, 
C5  =  gCSö  —  1)  =  0,00738  55510, 
C^  =  i(S7  —  1)  =  0,00119  27539, 
C9  =  iiSg  —  1)  =  0,00022  31548, 
Oii=i(Sn— 1)  =  0,00004  49262, 

u.  s.  w. 
Durch  beiderseitige  Subtraction  von  Zft  findet  man  aus  Nro.  32)  andt 


Üie  öammafunctionötl.  059 

Uebrigens  kann  man  wegen  Nro.  9)  immer  jx  <;  §  voraua- 
und  dann  convergirt  die  obige  Reihe  sehr  rasch*). 

Nimmt  man  die  Differenz  der  beiden  Gleichungen 

r-a-.)=/{'-;r-"'-H 


0 

eaclitet  hierbei  die  Relation 


dx 
X 


ir{i-iL)  =  i\—JL, — 1, 


lält  man  die'  Formel 

2ir(j^)  —  Zjt  4-  Isiniin 

— n r—- (1  —  2^)e 


f 


. —  X 


0  e^    —  e   2 


dx 


3h  auf  folgende  Art  weiter  entwickeln  lässt.  Für  beliebige  a 
in  zwischen  —  tc  und  +  tc  enthaltenes  o  gelten  bekanntlich 
leichnngen 


^  —  c^**^  Isinco  2sin2c}     .    SsinSo 


+ 


•  •  • « 


-  c-«w        a2  +  12        «2  +  22  ^  «'  +  3«  • 

CD  sino  sin2(o      ,      sinSa) 

2  1  2^3  ' 

- —  und  o  =  (1  —  2u)7C  wird  hieraus 


e^    —  e   '' 


{2xsin2(i7C        4:7rsin4:^7C         67tsin6fin    ,  l 

0?«  +  (2;r)2  "^  a;2  -j-  (4;r)2  +  a;«  -}-  (63r)2  "^  /* 

iese  Oleichungen,  welche  für  beliebige  x  und  echt  gebrochene 
e  II  gelten,  können  nun  zur  Entwickelung    des  Integrales  in 

Dieselbe  ist  auf  ganz  anderem  Wege  von  Legendre  entwickelt 
iuA  TraitS  .des  fonctions  elliptiques,  Tome  U,  Ghap.  X,  Nro.  90« 

17* 
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Nro.  33)  benutzt  werden.     Man  erhält  zunächst  ein  Resultat 
der  Form 

34)  2ir(ji)  —  ln;  +  IsiniiTt 

=  4:(b2Sin2ii7t  -f-  h^siniiiJt  -\-  hßSinGiiTC  -f-  •  •  •  •) 

worin  die  Goefficienten  &2)  ^4)  etc.  durch  die  Gleichung 


_     /^/        2n7C e^\  dx 

*"  ~  J  U«  +  (2n7ty        2nn]   x 


bestimmt  sind.     Der  Werth  dieses  Integrales  ergiebt  sieb  mit 
der  Zerlegung 


Oln   = 


•         '  0 


oo 


und  zwar  ist  derselbe  zufolge  der  Formel  13) 

Hiernach  erhält  man  aus  Nro.  34)*durch  Division  mit  2 

IFQi)  —  IItc  +  \lsiniiJt 

=  -i — iLJ 8tn2u7C  -\ ^^ — f- — ■ sin4iin 

yc  2% 

+  '^ — sen6/t«  +  •• 

und  wenn  man  noch  alle  diejenigen  Glieder  zusammenfasst,  wd 
den  gemeinschaftlichen  Factor  1%  -\'  G  besitzen,  so  wird  schliees 

35)    ir(^)  =  (1— rt^^  +  Cd  — f*)  —  \Uin^Tt 

wobei  ft  zwischen  0  und  1  enthalten  sein  muss  *). 

c.  Behufs  einer  weiteren  Entwickelung  der  Formel  24)  schic 
wir  folgende  Bemerkung  voraus.  Die  Gleichung  6)  auf  Seite! 
des  ersten  Theiles  lässt  sich  schreiben 

^     -i-i 


1  —  e-*"                y 
2y  2y  2y 

"t"  /fi  — \Q    I     *.9  "r    /o --^9    I     -.0     I 


n^  -^  y^        (2jr)2  +  y^    '    (3;r)«  +  y^ 


*)  Zu  derselben  Formel  ist  Kummer  auf  anderem  Wege  gelanj 
Crelle's  Journal,  Bd.  35,  S.  1. 
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A  giebi,  weiin  ^  =  |a;  gesetzt  und  bcidorseits  mit  2  dividirt  wird, 

1         _!_}:_ 
1  —  e-'         2        X 


2x  2x  ,  .         2jc  , 


(2«)2  -f.  x^    *    (4;r)3  +  ic«  ^  (6;r)-^  +  x^ 
ifc  Hülfe  der  identischen  Gleichung 

X         X         ^^    1    ^ 

a2  +  a?2  ~  ö»  ""  o^  "^  06  "" 


I  man  alle  auf  der  rechten  Seite  der  vorigen  Gleichung  stehen- 
Bruche  in  endliche  Potenzenreihen  umsetzen,  und  zwar  erhalt 

1         _  1  _  1 
1  —  e-^        X         2 

2S2  284     o   ,      2Ss     ^ 

1_  X  —  -; — —  x^  A —•  x^  —  .  .  •  • 

{2jiy  {2nY      ^  {27tY 

in  haben  S2,  S4,  .  •  .   dieselbe  Bedeutung  wie  in  a,  und  T^k  ist 
Abkürzung  benutzt,  nämlich 

L  _1_  .  JL  __l_j.i-       1       . 

*  —  I2*'(2;r)2-|-a?2"^22*'  (4;r)2  +  a?3  "^  3''^*'(6;r)2+»3"^.'" 
1  bemerkt  augenblicklich,  dass  T2k  positiv  und  kleiner  ist  als 

JL      _L-  4.  J-    _!_  j.  J-    -i—J-  _^*±2 

L-^*  *  (2;r)«  "^  22*  *  {\7cy  ■*■  32*  *  (6;r)2  "^  ~  (2;r)3 ' 

I  kann  folglich 

"  (2;r)2 

;en«  wo  B  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet.  Drückt  man 
h  8-2^  Sa  etc.  durch  die  B er noulli'schen Zahlen  aus  (ThLI,  8.244« 
mel  2Q)%  so  gelangt  man  zu  folgender,  für  jedes  X  gültigen 
icbnng 


X 

"2 

1 

BzX^ 

1 

X 

B, 

1 

X 
X^ 

— - 

1 

»1 

1 

.  4 

+  r 

2 

1. 

.  2  . 

•    . 

6 

••  +  (-ir      1.2...  (2*^  ^  ^~*''^1.2...(2*  +  2)' 
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Diese  lässt  sich  nun  zur  Transformation  von  Nro.  24)  benutaen, 
zwar  ergiebt  sich  zunächst 

^  1.2  J  1.2.3.47 


dx 


Für  die  h  ersten  Integrale  liefert  die  Formel 

1  .  2  .  3  .  .  .p 


0 


xPe-f^^dx  = 


fi.p+- 


alle  nöthigen  Werthe;  das  letzte  Integral  ist,  wegen  0 
zwischen  Null  und 


s 


0 


x^ier/^'^dx 


enthalten,  und  kann   folglich   einem    Bruchtheilo    dieses  Inte| 
gleichgesetzt  werden.     Nach  diesen  Bemerkungen  hat  man,  unl 
einen  nicht  näher  bezeichneten  positiven  echten  Bruch  verstände 
36)    ir{n.)  =  il(27t)  +  {ii-l)li,-n 

Bi  B,         ,  5j 


+ 


•  •  +  (-  1)*-^ 


1.2.^        3  .  4  .  jt3 
Bii—i 


+ 


5  .  6.1»* 


•  •  • 


fh  +  (-  D* 


qB 


2*+l 


(2A;— l)2Ä;.fi2*-i   '   ^      *^  (2Ä+1)  (2Ä+2).ft"^ 
woraus  sich  durch  beiderseitige  Addition  von  l^  noch  eine  Foi 
für  l  r{\  +  |x)  herleiten  lässt.    üebrigens  darf  diese  Reihe  nicht 
Unendliche  fortgesetzt  werden,  weil  dann  Divergenz  eintreten 
gleichwohl  bietet  die  obige  Formel  namentlich  bei  grossen  ft  wf 
liehe  Yortheile,  denn  schreibt  man  kurz 

ir{(C)  =  \l{2%)  +  (/i  — 1)7^  -  ft  +  s. 
80  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass   unter  jener  Voraussetzung  9 
wenig  beträgt.     Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt  noch 


^w = v¥  m^- 


Die  Gammafunctionen. 
■nd  da  s  sehr  klein  ist,  so  kann  man  auch  setzen 


263 


«7) 


r(F) 


= Vt  (f )' 


(1 + «). 


wo  d  gegen  die  Null  convergirt,  wenn  ^  unendlich  wächst.     Für 
[ganze  positive  [i  gehen  diese  Formeln  in  die  schon  von  Stirling 
Uigegebenen  über. 

<L  Wir  kehren  noch  einmal  zur  Formel  24)  zurück,  um  die- 
[lelbe  auf  andere  Weise  umzugestalten.  Durch  Substitution  von 
1  —  e — ^  =  t  verwandelt  sich  dieselbe  in 


i 


f«8)      ir(jt)  =  11(2m)  +  (h- 1)1(1  —  (i 

J  \t  2   ^  l(l-i)i     1(1— t)    "^' 

id  hier  richten  wir  die  Aufmerksamkeit  auf  den  Factor,  womit 
—  ty* — ^  dt  miter  dem  Integralzeichen  verbunden  ist.  Aus  der  leicht 
prtifenden  Integralformel 

—  iHi-    V)     (^    *^i(i_Q     [1(1 -t)y 

folgt  nun  durch  Einführung  der  Grenzen  v  =  1  und  t;  =  0 

/(|-f)[l-(l-0']dt; 

0 

—  \^     *^^  l(l-t)il(l—t) 

durch  beiderseitige  Division  mit  t  und  umgekehrte  Anordnung 

1 

f 


=    /(J-t^) 


1  -(i-ty 


dv. 


Da  V  positiv  ist  und  t  die  Einheit  nicht  überschreitet,  so  lässt  neb 

f\ iy^  nach  dem  binomischen  Satze  entwickeln  (Tbl.  I,  S.  214);  die 

Integration  der  einzelnen  Glieder  liefert  dann  ein  Besultat  von  der 
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\t         2  ^  1(1-  OJ 


1(1 -i) 

«4  ^3 


=T  +  A'  +  T:f-3"  +  r:fiT-/  + 


•    •    • 


worin  die  Coefficienten  Oi,  a2,  etc.  folgende  Werthe  haben 

■    ■■  1 


ai 


ÜQ 


«3 


=J  (^  —  v)vdv  =  —  ^, 

0 

1 

=f(\-v)v(l—v)dv=zO, 

0 

1 
=fih-v)v(l  -v)  (2-v)  dv  =  -jL-, 


1 

ai—J(l  —  v)v(l—v)(2—v)(3—v)dv  =  -Jj ,  j 


40) 


Mi 


1 

0 

Durch  Substitution  von  Nro.  39)  in  Nro.  38)  ergiebt  sich  weiter 
irQi)  =  11(271)  +  (ft-D?^-^ 

-  At  +  rh' +  T^," + ■  ■ -k  - '^- 

0 

und  wenn  man  rechter  Hand  die  einzelnen  Theile  integrirt»  so 
langt  man  zu  der  Formel 

41)     irQi)  =  ll(27c)  +  (fi ^1)1(1  -  ii 

1     «1  1  «2  1  gs 

""  T  "fT  ""  2"  iiQi  +  l)  ~"  ¥  ii(li+  1)0^+2)  " 

welche  den  Yortheil  bietet,  dass  die  Reihe  für  alle  positiven  ft 
vergirt  und  zwar  sehr  gut,  falls  ft  einigermaassen  gross  ist*)« 


•  •  •  •< 


*)  Für 'die  Brigg' sehen  Logarithmen  von  r(fi)  hat  Legendre 
zweiten  Bande  des  Traite  des  fonct.  ellipt.  eine  ziemlich  um&igli< 
Tafel  gegeben,  aus  welcher  einige  Werthe  hier  Platz  finden  mögen. 
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V.    XJnvollstäiidige  Qammafunotionen. 

Mit  dem  Namen  „unvollständige  Gammafunction"  möge  im  Fol- 
plen  das  bestimmte  Integral 


X 

I 

0 


^M— lg— ar^/p 


Achnet  ^werden,  welches  für  ic  =  oo  in  T{^  übergeht.  Die  Berech- 
desselben  hat  bei  kleinen  x  keine  Schwierigkeit,  denn  man  er* 
mittelst  der  Exponentialreihe 


I 


xf^-'^er^dx 


(1 _1^      X 1_^  ^ 1_     x^  I 

Ift  1  ft  +  1  "^  1.2  ft+2         1.2.3ft+3"'  J 


eiiu£^ermaassen  grosse  x  (wie  z.  B.  schon  für  o;  =  10)  wird 
diese  Formel  so  unbequem,  dass  man  sich  nach  einer  anderen 
iode  umsehen  muss. 
Unter  der  Voraussetzung  eines  positiven  ft  ist  nun 

*  ^  *» 

/  xf^^^c^dx  =  /  xf^-^e^^dx  —   /  xM'-'^e^^dx^ 

O  0  « 


^ 

log  r(^.) 

A* 

log  r{fj) 

1,00 

0,000  000  0000 

1,50 

0,947  544  9407  —  1 

1,05 

0,988  337  8588  —  1 

1,55 

0,948837  4414  —  1 

1,10 

0,978  340  6740  —  1 

1,60 

0,951 102  0175  —  1 

1,15 

0,969  900  6960  —  1 

1,65 

0,954  298  8754  —  1 

1,20 

0,962  922  5038  —  1 

1,70 

0,958  391  2457  —  1 

1,25 

0,957  321  0887  -  1 

1,75 

0,963  345  0589  —  1 

1,90 

0,953  020  2772  —  1 

1,80 

0,969128  6662  —  1 

1,35 

0,949  951 5142  —  1 

1,85 

0,975  712  5966  -  1 

1,40 

0,948052  7714  -  1 

1,90 

0,983  069  3441  —  1 

1  1,46 

0,9472677075  -  1 

1,95 

0,991 173 1822  —  1 
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0  X 

woraus  hervorgeht,  dass  es  nur  darauf  ankommt,  das  zweite  Int^ 
zu  iontwickeln.  Ist  ^  ]>»  1,  so  kann  man  zunächst  die  theilvi 
Integration  anwenden  um  den  Exponenten  von  x  zu  vernDgem;  m 
erhält  nämlich 


A" 


^er^dx  —  xf^-^er"'  +  (|x 


—  1)  Jx/^- 


^er'dx. 


Im  Falle  ft  !>'  2  lässt  sich  rechter  Hand  dasselbe  Verfahren  wie 
holen,  und  es  wird, 


/ 


xf^^^e'^^dx 


=  [aa"-i  +  (ft— l)ic/^-2]g-»  ^  Qg,^i)(ji^2)  f  xf*-^er4 

X 

Bei  ganzen  fi  kommt  man  durch  hinreichend  vielmalige  Anw( 
dieser  Operation  auf  das  Integral 


/ 


e^^dx  =  ß— *; 


liegt  dagegen  ft  zwischen  zwei  ganzen  Zahlen  g  und  S  -|-  If  so 
die  ^-malige  theilweise  Integration  auf  das  Integral 


/ 


^^-1— gg-or^^^ 


worin  ft  —  1  —  g   ein    negativer  echter  Bruch  ist.     Um 
weiter    zu    entwickeln,    setzen    wir     den    positiven    echten 
g  +  1  —  ft  =  A,  schreiben  unter   dem  Integralzeichen  v  st 
so  dass 


f^-'- 


^er'dx 


00 


dv 


ist,  imd  substituiren  rechter  Hand  t?=  x(l  +t*);eBist  dann 


43) 


00  ep 


Zufolge  der  Definition 
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00 


^er'dz 


«0 


00  0^ 


man  weiter  für  a  =  at^  wenn  a  eine    positive  Constante  be« 
icfanet, 

/oo 
l^-^e-'^^dt     oder     ij  =  j^j^y  ^^-ie-«'clf. 

id  hiervon  lässt  sich  für  a  =  1  4~  ^  Gebrauch  machen   am  die 
ige  Gleichung  zu  transformiren,  nämlich 

o:  Ö 

überzeugt  sich  leicht,  dass  es  erlaubt  ist,  die  Reihenfolge  der  In- 
ttionen  nach  t  und  u  umzukehren ;  das  Doppelintegral  geht  dann 
in 

ep  00  00 

Jt^-'^er^dtje-^^^^^^du  z=  ft^-'^e-^dt-^ 

O  0  0 

es  entsteht  die  Gleichung 


e-'dt. 


pei 


Wir  erinnern  nun  an  die  in  Thl.  I,  S.  169  bewiesene  identische 
ichang 


ß 


a  —  ß\a        «(«+ l)(a  +  2)  .  .  .  («  +  «— 1)1 


+ 


ß(ß  +  1) 


+  ••  •  + 


ß(ß  +  l)...(ß  +  n-2) 


X 


a(«+  iya{a  +  l)(a  +  2)  ^      ^a(a+l)(a+2)..(a+n— 1)' 

et  =  x,  ß  =  —  t  und  durch  beiderseitige  Addition  von  —  zie- 
wir  daraus 

rt  _i ,   IN«  t(t-ixt-2)...(t-ir^)  _i 

'-'   x  +  t       ^       '  a:(a;  +  l)(a;  +  2)...(a;  +  n— l)*a;^ 


+  < 


\ 


t(t-l) 


X       «(a;+l)^a;(«+l)(a;4-2) 


•  ■  • 


V 


..     ,   (      i)„-.^(<-l)-(^-»»-2) 
^''       -•       a!(a;  +  l)...(a!  +  n-l)' 
untersuchen  vorerst  den  Quotienten 


l 
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^  —  1  t—  2 


t^n  —  1 


•  •  •  • 


a;-|-la?  +  2  «  +  n  —  1 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  t  zwischen  den  ganzen  Zahlen  h  —  \\ 
und  Je  liegt,  nehmen  wir  n  "^  h  und  zerlegen  den  fragüchen  Qg^j 
tienten  in 

^—1       t  —  h  —  1  t  —  Jc      *  — n  — 1       1  n— 1 

1  Ä— 1  Je  n  — 1       «+1     »  +  »  —  1 

Die  erste  Gruppe  lässt  sich  folgendermaassen  darstellen 
t  ^jc  +  l  t  "--k  +  2  ^  — 2*  — 1 


•  •  •  • 


1  2  Ä  — 2   Ä  — 1' 

wegen  Je  —  1  <i  t  <^Jc  sind  hier  alle  Factoren  echte  Brüdie, 
hin  ist  auch  das  Product  ein  echter  Bruch.     Die  zweite  Gruppe  ge*| 
stattet  die  Schreibweise 

'-•^-('-i)(-d^)-('-.-^> 

welche  zeigt ,   dass  dieses  Product  gleichfalls  ein  echter  Bruch  ii 
Der  absolute  Werth  des  in  Nro.  45)  erwähnten  Quotienten  betri(|i| 
demnach  einen  Bruchtheil  von 

1  .  2  .  3  .  .  .  (n  —  1) 

(aj-H  l)(a?  +  2)  .  .  .  (rc  +  w  —  l) 

und  es  ist  folglich,  wenn  €„  einen  positiven  oder  negativen  echtes 
Bruch  bedeutet, 

1    _  2.  _      t      _j t(t  —  1) 

X  -\-   t  X 


+ 


•    • 


x(x+l)    '    x(x+l){x  +  2) 

...4- r- i>-i  t(t-^m-2)...(t—ir=:-2) 

^^  ^  x(X+l){x+2)  ..  .(X  + 71-^1) 

1  .  2  .  3  .  .  .  (n  —  1) 


+  fn 


t 


x(x  +  l)(x  +  2)  .  .  ,  (x  +  n  —  1)   X  +t 
Diesen  Ausdruck  substituiren  wir  auf  der  rechten  Seite  von  Nro.  44) 
und  führen  zur  Abkürzung  folgende  Bezeichnungen  ein 

CO 

46)     a„  =  J—Jt(t—l)(t  —  2)  .  .  .  (<  — w^l)<^-ie-'d<, 


'"  ~  ra)J  X 


00  « 


r{X)j  X  + 1 


dt; 


wir  erhalten  dann 


I/im 
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* 

^^     ^       a;(a;+l)...(a;  +  n  — 1) 

1.2...(n— 1)&^      I 
"^a;(a?+l)...Ca?  +  n--l)j 

)a  f„  zwischen  —  1  und  -}-  1  liegt,  weil  femer  bei  positiven  x  der 
taotient  1 :  (o?  +  f)  endlich  bleibt ,  so  hat  l>»  immer  nur  endliche 
Terthe.  Nimmt  man  hierzu  die  Bemerkung,  dass  für  05  >  0  und 
Dendlich  wachsende  n 

f_l 2^  n~\     1  _ 

U+la?  +  2  flj  +  w  —  Ij 

i,  so  folgt  weiter 

r-    f         1  .  2  .  3  .  .  .  (n  —  l)'bn        \     _  ^ 
\x{x  +  l){x  +  2)  .  .  .  (aj  +  n  -  l)r        • 
d  damit  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 

OD 

)    J^'^'^^=^^'['  -  ^-fl  +  (^+1X^  +  2)  — 

Die  CoefEcienten  ai,  a^,  etc.  sind  leicht  zu  berechnen,  wenn  man 
Ler  dem  Integralzeichen  die  Entwickelung 

t{t  —  1)(^  —  2){t  —  3)  .  .  .  (*  —  m  —  1) 
mimmt,  die  einzelnen  Glieder  integrirt  und  die  Gleichungen 

sichtet.    Wendet  man  hierbei  die  abkürzende  Bezeichnung 
^-^^^  =  A(X+  1)  . .  .  (A  +  2-1)  =  \k] 

,  SO  erhält  man 

)  o„  =  [A]  —  Ol  [A]      +  C2[A]      - • 

emach  sind  z.  B.  die  Werthe  der  fünf  ersten  Coefficienten 
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Ol  =  A, 

«2  =  U-]  -  W  =  A^ 

aa  =  [kj—  3[A]  +  2[A]  =  A3  +  A, 

a4  =  [A]  —  6  [A]  +  11  [A]  —  6  [A]  ==  A^  +  4  A^  —  A, 

ag  =  [A]  —  10  [A]  +  35  [A]  —  50  [A]  -f  24  [A] 

=  A5  4-  lOA*  —  5A^  +  8A, 

IL  8.  W. 

Einige  bemerkenswertbe  specielle  Fälle  der  Gleichung  47) 
gen  noch  Erwähnung  finden. 

Für  A  =  1  ergiebt  sich  die  Formel 

J   v""     "^"^        x^  \  X  +  l^  (x+l)(x+2)  y 

X 

Ol  =  1,  02  =  1,  «3  =  2,  «4  =  4,  ag  =  14,  Oß  =  38,  .  •  . ., 

welche  zur  Berechnung  des   Integrallogarithmus  von  e~~^  beni 
werden  kann. 


Im  Falle  A  =  |  hat  man 


j 


1  — 


«1       j o» 1 

«+  1  ■^(a:+l)(a?  +  2)      •**7' 

«1   f I  «3   4»  »3   5»  »4  16»  ^5   sT»  •  •  •  • 

oder  auch,  wenn  v  =z  t^  und  x'^  für  x  gesetzt  wird, 


00 

yv  yx 


/ 


«1 


2a;        I  «2  +  1 


+ 


(h 


(a;»+l)(a!»  +  2) 


••••/• 


Alle  diese  Reihen  convergiren  für  jedes  positive  x  und  zwar  um  soj 
stärker  je  grösser  x  ist.  Für  a;  =  3  z.  B.  geben  die  drei  ersten 
Glieder  der  letzten  Reihe 


8 


e-^dt  =  0,00001958, 


was  auf  acht  Stellen  richtig  ist.*} 


*)  Die  Formel  47)  hat  der  Verf.  gefunden   s.  Zeitschr.  f.  Mathem.  xl 
Phys.,  4.  Jahrg.,  S.  390.    Für  die  Transcendente 


00 

f' 


e—^dt^ 


welche  auch  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  vorkommt,  hat  Kramp 
eine  Tafel  gegeben  am  Endo  seiner  Analyse  des  refractions  astronomiqaes. 
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Durcli  Oammafiinctionezi  ausdrüokbare  Integr^tle. 

Nach  den  vorigen  Untersuchungen  und  vermöge  der  Tafel, 
Ae  Legendre  far  logFip)  berechnet  hat,  ist  die  Function  Fipi) 
ibenso  bekannt  anzusehen,  wie  z.  B.  log^,  sinn^  cosfi  etc.,  daher 
tauch  bestimmte  Integrale  als  voUstäudig  entwickelt  zu  betrach- 
,venn  es  gelingt,  dieselben  auf  Gammafunctionen  zurückzuführen. 
tder  ansehnlichen  Menge  bestimmter  Integrale ,  welche  man  auf 
^  Weise  reducirt  hat,  wollen  wir  im  Folgenden  einige  der  wich- 
m  herausheben. 

a.  Wir  betrachten  zunächst  die  Integrale 

CO  00 

o  0 

ien  t  eine  willkührliche  Gonstante  bezeichnen  möge.  Beide  In- 
b  lassen  sich  in  ein  einziges  zusammenfassen;  setzt  man  näm- 

/ —  1  =  i  und 

0 

JV  =  U  —  iV  mithin  U  der  reelle,  —  iV  der  rein  imaginäre 
ndtheil  von  W.  Man  überzeugt  sich  sehr  leicht,  dass  es  hier 
yt  ist,  beiderseits  in  Beziehung  auf  t  zu  differenziren  und  rech- 
lad  die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  vorzunehmen ; 
vh&lt  so 


=  —  %  I  xf^e-^^"^'^^  dx. 


ZW 

dt 

0 

ir  giebt  die  theilweise  Integration,  ft  >>  0  vorausgesetzt. 


'-rfüf-"'- 


dt  1  + 


(l+it)xclx 


8Z_ l^prr 

dt  ~      1  +  it  ^' 

lieser    Differentialgleichung,  welche  die  Sonderung  der  Varia- 
gestattet»  findet  sich 


(1  +  ity 
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wobei  C  die  IntegratioDSconstante  bezeichnet.   Um  sie  zu  bestlmi 
braucht  man  nur  in  der  Gleichuxig 

C 


I  x!^-^e- 


(X+iOxdx  = 


(1  +  itr 

u 

^  =  0  zu  nehmen;  es  bleibt  dann  /^(ft)  =  C  mitbin 

r(!i) 


j 


00 

» 


(1  +  it)f^ 

0 

Diese  Formel  wird  etwas  allgem|^ner,  wenn  man  ir= —  nnds^ 

setzt,  wo  a  eine  positive  von  Null  verschiedene  Gonstante  bedfli 
es  ergiebt  sich*) 

49)  /  i?."-i  e-(«+»«'c?;^  =  ^   ^^Lt         ö  >  0. 

Um  die  reellen  und  imaginären  Theile   beiderseits   vergleich^; 
können,  bringen  wir  a  +  ?6  auf  die  Form  Ä(cosy  +  tst»y),K 


h  =  Va2  -f.  l>»,         y  =  ardan \   nn 

ist,  und  haben 

♦)  Wenn  man  die  auf  S.  56  unter  Nro.  24)  angegebene  Formel 

y  ay  ß 

(«  +  .•/»)//[(«  + tiS)J]d{  =  ff{x)dx  +  iYj'f[7{«  +  i^)]i% 

0  0  0 

als  bekannt  voraussetzen  will,  so  kann  man  das  obige  Resultat  auch 
folgende  sehr  einfache  Weise  ableiten.  Für  fix)  =  a:^— i  e-*  &i 
sich 

0 

/€ty  ß 

0  0 

bei  positiven  «,  y  und  ^  convergirt  der  Ausdruck  yf^e^ay  gegen 
Null,  sobald  y  ins  Unendliche  wächst;  dasselbe  gilt  auch  von  dem 
ducte  aus  yf^e—f<y  und  dem  letzten  Integrale,  weil  dieses  immer 
endliche  Werthe  besitzt.    Die  so  entstehende  Gleichung 

00  an 

[—1  mt—x 


0  0 

ist  im  Wesentlichen  identisch  mit  Nro.  49). 


e^'dx 
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/ 


^.ii-l^(o  +  «)r^^ 


t;| 


eos\  ufardan 1-  nnj  1  —  isin  1  ^ (ardan  — J-  n«\  1 

ie  ganze  ZaU  n  bestimmt  sich  durch  die  Specialisirang  a  =  1, 
=    0,  welche  zu  der  Gleichung  1  =  cos(inx  fuhrt     Diese  kann 

beliebige  positive  ft  nur  dann  bestehen,  wenn  n  =  0  ist,  und 
ergeben  sich  durch  Yergleichung  der  reellen  und  imaginären 

Leen  die  beiden  Gleichungen 

r(^)  cos  ( II  ardan  —  j 


>) 


J'^- 


^er^'coshedz  = 


i) 


f^- 


^er^'sinh/sdis 


(«2  +  62J5^ 
r(^)  sin  ( II  ardan  —  j 

ft  >  0,    a  >  0. 

Der  Fall  a  r=:  0  ist  durch  die  vorige  Herleitung  von  selbst  aus- 
(blossen  und  bedarf  deshalb  einer  besonderen  Untersuchung.    Wir 
»heu  dabei  von  der  Formel 

0 

welche  für  alle  positiven  X  gilt,  schreiben  ^e^  für  a,  multipliciren 
nanmehrige  Gleichung 

]wät  cos  he  de  und  integriren  von  ^  =  0  bis  £r  =  oo  ;  dies  giebt  zu- 
rAftchst 


/ 


H-.,=^,"».....  • 


-  raj ' 


p- 


^€r"*du. 


0  "   'Ö  0 

wir  rechter  Hand   die  Reihenfolge  der  Integrationen  um, 
m>  liaben  wir  femer 


Behlöasilch,  AaalyBiB.    n. 
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ü   . 


COS  Iß 


dz 


CD  « 

^   \  0 


00 

0 


r(A) 


i^w 


u 


1)2    +    «2* 


und  mittelst  der  Substitution  t*  =  bi;  wird  hieraus,  falls  l>  >  0  k 


/coslyz 


dz 


^*— 1  l'iif'dv 


^T   --         r(A)  J  1  +  v^ 

0  ^  ^ü 

Das  Integral  rechter  Hand  kennt   man  zufolge  der  Formel  2) 
S.  433  des  ersten  Theiles;   es  ist  also  unter   der  dort  angegel 
Bedingung  und  weil  hier  X  positiv  sein  muss, 


0 


*coshz 


dz  = 


TCh^-^ 


2r(l)cosHn 


0  <  A  <  1. 


Mittelst  ganz,  desselben  Verfahrens  erhält  man 


00 

I- 


sinJ)z 


Tth^-^ 


r^^  —  ^^rWsinUTt' 


0  <  A  <  2. 


Setzt  man  endlich  in  diesen  Formeln  A  =  1  —  ft  und  beachtet 
Relation 


r(i  -(1)  = 


n 


80  gelangt  man  zu  den  beiden  Ergebnissen 


52) 


/./*-!  cos  5.d.  =  ^M^ifi2. 


0<^< 


—  l<ft< 


53)  f,f^-isinl.d0  =  W.plf^, 

J  W' 

0 

worin  l)  positiv  sein  muss.     Hieraus  ersieht  man  dieBeschr&nl 
welchen  \jü  und  "b  zu  unterwerfen  sind,  wenn  die  Formeln  50)  und  51 
für  a  =  0  benutzt  werden  sollen.     Üeberhaupt  lassen  sich  die 
herigen  Resultate  zu  folgendem  Satze  zusammenfassen:  die  Formell 


/ 


^,a-lg-*f^^  _- 


r>) 


ft>0 


gilt  für  jedes  complexe  %  dessen  reeller  Theil  positiv  und   von  Ni 
verschieden  ist;  im  Fall  aber  der  reelle  Theil  von  Ä  gleich  Null 
muss  ^  ein  positiver  echter  Bruch  sein. 
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Der  fpedelle  Fall  f^  =  |  giebt 

BTy  in  eine  Formel  züsammeDgezogen 


fi:^-'-=W'"- 


z  =  y*  wird  hieraus 


•00 


durch  Substitution  von  y  ==  to  -\-  -r- 


—  00 


b.  Die  Gleichungen  50)  und  51)  führen  zu  neuen  Resultaten, 
II  man  beiderseits  in  Beziehung  auf  [i  differenzirt  und  dabei  die 
uel  27)  anwendet.  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  rechter  Hand 
Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  vorgenommen  werden 
\  und  erhält  dann,  wenn  zur  Abkürzung 

n  / h 

h  =  Va^  +  &^      ^  =  arctan  — 


iizt  wird, 

er^^cös'bzdz 

0 

1 


00 


0 

^Izer^'  sinhzdz 

0 


p- 


1 

0 

iit  s.  B.  nach  Nro.  55)  für  ft  =  1  und  5  =  0  also  7t  =  a,  '9'  =  0, 
J-L^lger^'dz  =  y^i—  212  "'  C -- la) 
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oder  für  j?  =  w« 

0 

Die  Gleichungen  55)  und  56)  könnte  man  wiederum  nach  fi  di 
ziren,  doch  werden  die  Resultate  immer  verwickelter. 

c.  In  der  Formel 


J  hf* 


0 

welche  für  alle  positiven  (i  gilt,  falls  der  reelle  Bestandtheil 
positiv  und  von  Null  verschieden  ist,  substituiren   wir  js  =  i 
erhalten 

57)  J  tn^-i  e-i.fi  ät^  IM. 

0 

Diese  Formel  lässt  sich  zur  Reduction  des  Doppelintegrales 

00       00 

0       0 

in  folgender  Weise  benutzen.     Man  erhält  zunächst,  wenn  ma 
angedeuteten  Integrationen  mittelst  der  Formel  57)  ausfilhrt, 

58)  y^IMm. 

Transformirt  man  dagegen  V  mit  Hülfe  der  Substitutionen 

x  =  rco80t    y  =  rsinO,    dxdy  ^=  rdddr^ 
so  findet  man 


J'ß 


V=  I    I  r»ö>+«)-ie-(am«d+6*^n«ö)r«cos2p-i0s*n««-^öd9J 

U        0 

und  durch  Ausführung  der  auf  r  bezüglichen  Integration 
'  2       J  (aco8^d-\-lsin^e)'*t 


Aus  Nro.  58)  und  69)  zosammon  ergiebt  sich  die  Formet 

r(p)r(3)     1 


\n 


'  J  {a  cos^  U  +  h  s«»2  Ö)P+« 

welche  fär  alle  positiven  p  und  q  gilt,  wenn  dio  reellen  Bm 


2r(p  +  q)  aPlfi' 
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ü  von  a  und  h  positiv  und  nicht  Null  sind.  Das  hier  vorkom- 
le  Integral  lässt  sich  mittelst  der  Substitution  cos^O  =  ^  in  eine 
braische  Form  bringen,  nämlich 

[a|  +  5(l  — g)]P+?        r(p  +  q)'aPh'^' 

für  a  =  b  +  ^1  wo  nun  die  reellen  Theile  von  b  und  h  ^  e 
iv  sein  müssen*), 
1 


/i 


/ 


|p-i(i_D,-i^^^r(p)r(g)      1 


V 

man  in  Nro.  61) 

^       =e    also     |  =  _1-E,     1-1=       * 


1  -I    '        '~i  +  r       '~i  +  r 

hält  man  noch 

Bemerkenswerth  ist  der  specielle  Fall  ^  =  1  —  i?,  wobei  p  ein 
iver  echter  Bruch  sein  möge;  man  erhält 

\p-^dt  n      5P-1 


/i 


/i 


0<i><l, 


infolge  der  hiusichtlich  des  p  gemachten  Voraussetzung  darf  hier 
eelle  Theil  von  a  auch  =  0  genommen  werden.     Setzt  man  h 


)  Auf  anderem  Wege  ist  Abel  zu  dieser  Formel  gelangt  in  Cr  eile's 
lal,  Bd.  2,  S.  22,  ohne  jedoch  ihre  Gültigkeitsbedingungen  näher  zu 
3hnen.  Man  kann  übrigens  die  Formel  61)  auch  dadurch  erhalten, 
man  von  der  Gleichung 

.00        00 


ip 


0       0 

tbt  und  linker  Hand  die  auf  S.  460  des  ersten  Theiles  besprochene 
itution 

a;  =  s(l  —  0,  y  =i  st,  dxdy^sdsdt 
ndet.  Die  im  Texte  gegebene  Ableitung  wurde  nur  vorgezogen, 
der  Uebergang  von  rechtwinkligen  zu  polaren  Coordinaten  bekann« 
ad  geläufiger  ist  als  die  letztere  Substitution. 
^ÜT  a  =  1  und  &  =  1  erhält  man  eine  specielle  Formel,  deren  linke 
Legendre  mit  dem  Namen  Euler'sches  Integral  erster  Art  be- 
oet  hat. 


00 


/s 
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als  reell  voraus  und  a  =  cosß  +  isinß,  so  giebt  die  Vergleic 
4er  beiderseitigen  imaginären  Tbeile 

t^d^ TtlP-'^  sinp ß 

6-2  +  2htcosß  +  i'^  ~  sinpz'  sinß  ' 

0<p<h         -l^^ß^  +  l^' 
Aus  derVergleicbung  der  reellen  Theile  findet  man  leicbt  unter  I 
sieht  auf  die  vorstehende  Gleichung 

tP-^dt  _  _  TtlP-^  sin(p—l)ß 

1)2  +  2hicosß  +  g2  —        sinpTt'        sinß 

0<p<h     -l^^ß^  +  l^' 
Beide  Resultate  lassen  sich  zu  einer  Formel  vereinigen,  wenn 
in  der  ersten  Gleichung  |)  =  A ,  in  der  zweiten  p  =z  X  -\-  1  8 
dies  giebt 

^  J  h^  +  2h^cosß  +  g2       smlz'  sinß  ' 

'~1<A<  +  1,    -l^^ß^  +  lTC. 

Für  5=1  und  /S  =  Ja  kommt  man  auf  dieinTheill,  S.433  i 
Nro  2)  angegebene  specielle  Formel  zurück 

Die  Gleichung  63)  gestattet  eine  eigenthümliche  Transforma 
wenn 

a  =  cosß  +  isinß,        6  =  cosa  +  isina 

gesetzt  wird,  wobei  noch 

ag  4-  5  =  cosa  +  tcosß  +  i(sina  +  tsmß) 

=  q{cos(o  -f  ismo}), 
mithin 

Q  =  Vi  +  2Uos{a-^  ß)  +  §3  und  ^awo  =  — "^  f  f^^ 

sein  möge.     Durch  die  Vergleichung  der  beiderseitigen  reellen 
imaginären  Bestandtheile  erhält  man  die  Formeln 


0 

00 


/ 


^  ^F+i ^S  =  r(^4r^s^«(i' /?  +  ««). 

welche  eine  bessere  Gestalt  annehmen,  wenn  man  o  als  neue  V 
bele  betrachtet  und  demgemäss  5  und  Q   durch  cd  ausdrückt, 
obige  Formel  für  tan(o  liefert  zu  diesem  Zwecke 
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f,  _sin(o  —  ä)  sin(ß^a)  ^_ 

dttelst  des  Tontehenden  Werthes  von  S  luid  auter  Anwendung  der 
igooometrischen  Relation 

sin'^A  +  2sinÄsinBcos(Ä  +  J5)  +  sin^^B  =  sin^(Ä  +  B) 

it  man  ferner 

sin(ß  —  a) 

^  ~  sin(ß  —  o)  ' 
idlich  zeigt   die  frühere  Gleichung   für  tanio^  dass  den  Grenzen 
'=  0  imd  5  =  00    die  Grenzen  o  =  a  und  o  =±  j3  entsprechen; 
lach  diesen  Bemerkungen  findet  man 

ß 

i)  I  sin^^^ (o  —  ff)  sm^-i  (/3  -—  o)  cos (jp  -|-  g') o  do 


/ 


=  ^^^^pi^'-'-'iß  -  ^)cos(pß  +  fl«X 


=  ^^5  8«»"+'"'  (^  -  «)  S'«(i'^  +  2«)- 

lIRrerden  hier  a  und  /3  zwischen  — |;r  und  -f-  2^  gewählt,  so  gelten 
llese  Formeln  für  alle  positiven  p  und  2;^  nimmt  man  dagegen 
p  =  \7Cj  so  darf  2?  nur  echt  gebrochene  positive  Werthe  erhalten*). 

d.  Um  noch  eine  Anwendung  der  Formel  63)  zu  zeigen,  er- 
knern  wir  an  die  im  ersten  Theile  auf  S.  425  unter  Nro  10)  ange- 
kebene  Gleichung 

I      /"    /  u  \d^  ^ L  /*    /  1      \i^ 

irorin  (f  eine  beliebige  Function  bezeichnet.  Bai  der  Annahme 
gp(ier)  =  jS^^  +  V«  erhält  man  rechter  Hand  ein  Integral,  welches  sich 

nach  Nro.  63)  für  2?  =  i  a  =  1,  l)  =  /3  +  2Vay entwickeln  lässt, 
10  dass  entsteht 


•)  Die  Formeln  65)  und  66)  sind  vom  Verfasser  in  der  Zeitsclir.  für 
Ifathcni.  u.  Phys.  Bd.  9,  S.  356  entwickelt  worden.  Den  ßpeciellen  Fall 
tt  ^  Of  ß  ^=  i^i  hatte  schon  früher  Kummer  nach  einem  ganz  anderen 
Verfahren  behandelt  in  Cr  eile's  Journal  Bd.  17,  S.  215. 
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'   /  (« + ^«  +  y«»)«+v.  -  r(a + i)' WÖJ+ivW 

Durch  mehrmalige  Differentiationen  in  Beziehung  auf  die  Consiul 
€C,  ß,  y  können  hieraus  noch  mehrere  Formeln  abgeleitet  werf 
von  denen  wenigstens  zwei  Platz  finden  mögen. 

Linker  Hand  führt  die  n-malige  Differentiation  in  Besiehung  i 
a  zu  dem  Ausdrucke 

.(-i)-(a+i)(«+D . . .  («+^)/(a  +  ^>TyV^ 


"■^     ^    r(2  +  D  j/ («  +  /»« 


0 


rechter  Hand  läset  sich  die  n- malige  Differentiation  nach  a  milfa 

der  allgemeinen  Formel  fär  D^FQJx)  ausfahren  (s.    S.  9,  Nro,  1 
wenn 

F(a;)  = ^7- 

und  nachher  o;  =  a  gesetzt  wird.     Benutzt  man  zur  Abküm 

die  Zeichen 

'"  ^ '  ~  VW z%:{  ■ '' - " =<='•  ^+^v.-?= 

und  beachtet  die  Gleichungen 
80  erhält  man 

_(-i)Yy\in[r(g+«)      Ci    r(g+«-i) 

(^    r(g  +  n-2)  > 

Hiemach  ergiebt  sich  aus  Kro.  67),  wenn  g  4*  **  =  |>  gesetzt  w 


««>  /?^ 


«P"»«?« 


(a  +  /3«  +  yM2)p+v» 


r(iJ+i)K   «»  1  öp  "^2V^  *>-»      (2V^)»  *•-*  "^ 

worin  |)  jede  beliebige  positive  Grösse  ^  n  bedeuten  kann. 
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DifierenBri  man  die  Gleidiong  67)  n-nud  in  6eziehan|f  auf  /}, 
man  sn  demselben  Resultate,  als  wenn  man  q  um  n  her- 
hatte, was  von  keiner  Bedeutung  ist. 

Um  endlich  die  Gleichung  67)  in  Beziehung  auf  y  zu  differen« 
möge  man  bemerken,  dass  erstens 


Vy(ß  +  2  Wy)«  V^        y  (^  +  2  Vä  y)»-i 

dass  zweitens  /3  -f*  2  Vay  symmetrisch  in  Beziehung  auf  a  und 
Differenzirt  man  jetzt  (n  —  l)mal  nach  y,  so  ergiebt  sich, 
wieder  q  •{-  n  =  p  gesetzt  wird, 


/ 


(a  +  /J«  +  y«»)'+'A 


Vi  1/a»-'/ro>)      (7,  r(p-i)      c    r(p-2) 


» 


n&mlichen  Resultate  gelangt  man  kürzer  dadurch,  dass  man 

68)  —  an  die  Stelle  von  u  treten  lässt  und  zugleich  die 
kben  a  und  y  gegeneinander  vertauscht*). 


Doroh  Gammaftiiiotionen  summirbare  Reihen. 

Wenn  far  alle  von  a;=0  bis  a;=  1  gehenden  x  eine  Gleichung 
der  Form 

F(x)  =  A9  +  ÄiX  +  Ä2X'^  +  ÄsX^  + 

it,  so  kann  man  daraus  mittelst  der  Formel  61)  oder  der  ein- 


1 


r(p)r(g) 


r(i>  +  3) 

folgende  Weise  neue  Reihensummirungen  ableiten. 

a.  In  der  Gleichung  70)  setzen  wir  a;0^  an  die  Stelle  von  o?, 
ipliciren  beiderseits  mit 

integriren  zwischen  den  Grenzen  ^  =  0  und  ^  =  1.    Rechter 


^  Der  Verf.  hat  die  Formeln  68)  und  69)  ursprüu  glich  auf  einem  an- 
Wege gefanden,  s.  Beiträge  zur  Theorie  beBtimmter  Integrale, 
ttna  1843. 
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Hand,  lasBcn  sich  alle  Integrale  nachNro.  71)  entwickeln,  und  e 
steht  die  Gloicbung 

1 


/ 


_Aor(a)ria)     Äir(a  +  h)r(q)       A2r(a  +  2h)ria) 

Unter  der  Voraussetzung  eines  ganzen  positiven  q  geht  diese 

chung  üher  in 

1 

72)  ^Jd'^-^1  -  ^y-^F(x^^)d^ 

*    0 
Äo  ,  ÄiX 

-r 


a(a+l)...(a+g— 1)     (a+2>)(ö+&+l)..(a+&+S-l) 

,  Ä<i  x^ 


(a+2d)(a+25— l)...(a+25+g— 1) 
und  hieraus  ergiebt  sich  in  allen  den  Fällen  eine  Reihensummi: 
wo  es  gelingt,  die  Integration  nach  d"  durch  geschlossene  Ausdi 
zu  bewirken. 

So  erhält  man  z.  B.  für  F(a;)  =  (1  -f  a;>" 

1 

73)  ~ry -^«-1(1  —  0')?-i(l  +X^^)f'dd' 


^ (f*)l« 


a(a+l)...(a+2-l)  '  («+&)(«+&+!). ..(a+6+g—l) 


+. 


(a+2d)(a-f2&+l)...(a+2d+g— 1) 
und  hier  ist  die  Integration  sehr  häufig  ausführbar  namentlich 
a  und  h  ganze  Zahlen  sind.     Der  specielle  Fall  a  =  b  =  1,  g 
fc-  =  —  1  giebt  z.  E. 

2a!'     ^    ^^        2a;s        4« 
1  ^1         a;2  «3 


1.2.3        2.3.4    '     3.4.5         4.5.6 

—  1  <^<  +  1. 

Nimmt  man  in  Nro.  73)  &  =  1  und  x  =  —  1,  was  unter  der 
aussetzung  eines  positiven  fi  erlaubt  ist,  so  kann  man  linker 
wieder  die  Formel  71)  anwenden  und  erhält 
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A3)A«+«  +  f*) 


(A). 


a(a+l)...(a  +  ff-l)        (a+l)(a  +  2)..-(a  +  5) 

■^(a+2)(a+3)...(a+3+l) 

b.  "Wir  gehen  noch  eiumal  auf  die  Gleichung  70)  snrück,  setzen 
x^  för  X,  multipliciren  beiderseits  mit 

integriren  rechter  Hand  alle  Glieder  mittelst  der  Formel  71), 
ibei  wir  r(6  +  1),  r(&  +  2),  etc.  durch  r(6),  ebenso  r(c  +  1) 
[c  -{-  2),  et&  durch  I\c)  ausdräcken.     Das  Resultat  besteht  in  der 
[chang  1 

r{c) 


iV>)ric 


^^d»->(i  -  »y-*-^F(x») 


d» 


ist  z.  B.,  wenn  ^(x)  =  (1  —  x)~"  genommen  wird, 


•  •  •• 


r(b)r(c 


^y  ^-1(1  —  ^)«-*-i(l— Ä^)-«(l; 


a^  0^  +  21,1(6+1)^, 

^  1  .  c     ^      1  .  2  .  c(c  +  1) 

a(a  +  l)(a  + 2).  &(&  +  !)(& +  2)  _  ^ 

■^         1  .  2.  3  .c(c+l)(c+2)  ^ 

hier  gelingt  es  nicht  selten,  die  auf  der  linken  Seite  angedeutete 
tion  auszufuhren.     Im  Falle  x  =  1,  kann  dies  wieder  mit» 
der  Formel  71)  geschehen,  und  es  ergiebt  sich 

r(c)r(c  —  &  —  fl) 
r(c  —  a)  r{c  —  b) 
_        a.h     a(a+l).K^  +  l)     a(a-[-l)(a+2).h(h+l)(b+2) 

'^  l.c"^  1  .2  .c(c  +  l)  +  1.2.3  .c(c+l)(c  +  2)  '^"' 
wobei  c  >  a  +  5  sein  muss,  damit  die  R«ihe  convergire  und 
r(c  —  h  —  a)  nicht  unendlich  werde  *). 


r7) 


*)  Die  in  Nro.  76)  vorkommende  Reihe  führt  den  Namen  hyper- 
geometrische  Reihe;  sie  wurde  genauer  zuerst  von  Gauss  untersucht 
in  den  Comment.  SOG.  Gotting..  Tom.  II,  a.  1812;  wesentliche  Ergänzungen 
hierzu  lieferten  Kummer,  Heine,  Riemann  u.  A. 
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Wählt  man  in  den  hier  entwickelten  Sammenformeln  ^(d?) 
die  Constanten  so,  dass  die  Summe  der  Reihe  schon  bekannt  ist 
lassen  sich  die  vorigen  Gleichungen  auch  benutzen  um  die  We: 
mancher  bestimmten  Integrale  zu  ermitteln.  In  Formel  76)  s 
erhält  man  far  a  =  —  |f*,  5  =  +  if*»  c  =  h  a?  =  ^*  auf 
rechten  Seite  eine  Reihe,  deren  Summe  =  cos  (ft  aresin  jer)  ist  (Tl 
S.  230,  Formel  13);  setzt  man  noch  arcsin  gf  =  a  und  ^  =  sii 
80  gelangt  man  zu  der  Integralformel 

'r 

worin  (i  ein  positiver  echter  Bruch,  und  a  zwischen  —  ^n 
•\'  \n  enthalten  sein  muss  *). 

0.    Um  die.  Anwendung  der  Gammafunctionen  auf  Reihen  i 
an  einem  Beispiele  ganz  anderer  Art  zu  zeigen,  wollen    wir 
Integral 

0 

auf  zwei  verschiedene  Weisen  entwickeln. 

Ersetzt  man  zunächst  X  durch  2d?,  so  hat  man 

0 

mithin  durch  Subtraction 

Weiter  ist  nun 

1  2  e-*  e-2j: 

mithin  durch  Substitution  in  die  vorhergehende  Gleichung  und  i 
Ausführung  der  Integrationen 


*)  Zahlreiche  £ntwickelungen  dieser  Art  giebt  Kummer  in  Grel 
Journal  Bd.  17,  S.  210  und  S.  288,  sowie  Bd.  20,  S.  1. 
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AbkSiziiiig  möge  niin  folgende  Bezeichnung  angewendet  werden 
80)  ,,Oi)  =  l._i-  +  ^_±  +  ..... 

hat  dann  nach  dem  Vorigen 

£iiie  andere,  nicht  für  alle  positiven  (i  geltende  Entwickelang 
in  U  entsteht  dadurch,  dass  man  die  Formel  27)  auf  S.  142  für 


0,  A  =  —  anwendet,  also  in  Nro,  79) 


X 


X 


+ 


X 


e*  —  e-*       «»  +  Ä«       (2 «)» +  Ä»  '   (33r)2  +  »« 
imd  die  einzelnen  Integralwerthe  nach  der  Formel 

xf^dx  Ä  1 


c»  +  Ä»        2cosliix'  c^-f*' 


-  1<  ,*  <  +  1, 


{bestimmt,  welche  aus  der  letzten  Formel  auf  S.  277  mittelst  der 
ibstitutionen  f  =  a;',  p  =  5(1  +  ft),  a  =  1,  &  =  c*  hervorgeht; 
1  giebt 


U  = 


n 


2co$liJkX 


f    1  11  I 

W-f*       (2  xV -/"  "^  (3 3r)i -f*  j 


(Ssry 


3a" 


9  (1  —  ft). 


2cos^iix 

Darch  Vergleichung  dieses  und  des  unter  Nro.  81)  verzeichneten 
Werthes  von  ü  gelangt  man  nun  zu  der  Relation 

y(l  — fi)    _     2/"--  1       2  rpi)  cos  I  fi  gr 
9)(fi)      ""  2^-/*  —  1  '         (2jnc>" 


82) 


0  <  fi<  1, 


trelche  den  Zusammenhang  zwischen  der  Function  (pQi)  und  ihrer 
komplementären  Function  (q>l  —  fi)  aufdeckt.  Symmetrischer  ge- 
rvialtet  sich  die  Formel  82),  wenn  man  die  Function  OQi)  durch 
folgende  Gleichung  definirt 

63)  <K^)=(2.-l)(i,-l  +  l,-....)V^^i:, 
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es  ist  dann 

84)  *(1  —  /*)  =  0{(i). 

d.    Mittelst  eines  ganz  analogen  Verfahrens   findet  man 
der  Formel  82)  entsprechende  Eigenschaft  der  Reihensumme 

1111 
Wird  nämlich  in  dem  Integrale 


F=  /-r-i -a?**-^da; 

J  e^  +  6-* 

0 

die  Entwickelung  benutzt 

80  ergiebt  sich 

setzt  man  dagegen 

1  _  3rf  1 3  5 

e^  +  e^^  ""  2((|;r)2  +  a;2       (1^)2  +  a;2  +  (|:jr)2  +  a;« 

wie  ans  der  Gleichung  32)  auf  S.  143  für  iC  ===  |ä   und  A  = 

folgt,  so  erhält  man 

'jr\"  ^  (1  —  (i) 


\2/       stn-^^Tt 
mithin  durch  Vergleichung  beider  Werthe  von  V 

86)     ^^^^i^^^  =  (|)''r(^)smi,i«,  0<^<1. 

Um  auch  hier  eine  symmetrische  Form   herbeizuführen,  möge 
Function  ^(^)  durch  die  Gleichung 

definirt  werden;  es  giU  dann  die  Relation 
88)  ^(1  -  ii)  =  W((i), 

welche  dem  Ergebnisse  Nro.  84)  völlig  analog  ist*). 


*)  Diese  Resultate  hat   d.  V.  mitgetheilt  in   den  Sitzungsberic 
d.  K.  S.  Gesellsch.  d.  Wissensch.,  Juni  1877. 
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.LIPTISCHEK    INTEGRALE. 


Die   elliptischen   Integrale. 


I.    Die  Reduction  der  elliptiselieii  Integrale. 

Wenn  es  sich  um  die  Entwickelung  eines  Integrales  handelt, 
'elches  nicht  unmittelbar  zu  den  Fundamentalintegralen  in  §.  65 
les  ersten  Theiles  gehört,  so  ist  es  immer  die  erste  Sorge,  das  ge- 
Ipebeue  Integral  mittelst  passender  Transformationen  auf  andere  und 
pwar  einfachere  Integrale   zurückzuführen,  deren  Werthe  entweder 

Ehon  bekannt  oder  doch  leichter  zu  berechnen  sind.     Ein  Beispiel 
erzu  liefert  das  Integral 

F(x)  dx 


ß 


rorin  T{x)  eine  rationale  Function  von  x  bedeuten  möge;  schafft 
lan  mittelst  der  auf  Seite  340-und  341  angegebenen  Substitutionen 
jie  Wurzel  weg,  so  kommt  man  auf  ein  Integral  von  der  Form 

+  B^y  +  B,y'^  H +  B„,y^ 


J   Co 


m 


dieses  lässt  sich  wieder  nach  den  in  Cap.  XL  auseinander  gesetzten 
Ifethoden  behandeln,  also  zuletzt  durch  Potenzen,  Logarithmen  und 
Kreisbögen  ausdrücken.  Einer  ähnlichen  Reduction  sind  nun  auch 
alle  die  Integrale  fähig,  welche  der  Form 

F{x)dx  


ß 


VAo  +  A,x  +  A,x'^  +  Ä,x^  +  A,x' 
ing^ehören  und  elliptische  Integrale  genannt  werden,  weil  die  Rec- 
ification  der  Ellipse  von  einem  derartigen  Integral  abhängt.    Es  ist 
nvar  nicht  möglich,  das  hier  vorkommende  Radical  wegzuschaffen, 

Schlömilch,  Analysis.    H.  19 
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wohl  aber  kann  das  Integral  auf  einfachere  Integrale  derselben  . 
zurückgeführt  werden,  welche  als  die  constituirenden  Elemente 
allgemeineren  Integrales  zu  betrachten  sind. 

A.     Um  die  genannte  Eeduction  auszuführen    betrachten 
zunächst  das  Integral 

dx 


A 


VAo  +  Äix  +  Ä2X^  +  Asz^  +  A^x^' 
worin  Aq  -\-  AiX  -{-  •  •  •  -\-  A^x^  zur  Abkürzung  mit  X  bezeich 
werden  möge,  und  setzen  einstweilen  voraus,   dass  A4  von  Null  1 
schieden  sei.     Die  vier  Wurzeln  der  Gleichung  X  =  0  nennen 
Ai,  a^,  tts,  cla'i  falls  sie  sämmtlich  reell  sind,  denken  wir  sie  uns 
Grösse  nach  geordnet,  nämlich  «i  <C  «2  <C  <3f8  <^  «4;  sind  zwei 
von  reell  und  die  beiden  anderen  complex,  so  mögen  «i  und  «2 
beiden  complexen  Wurzeln  sein,   welche  dann  selbstverständlich 
Form 

ai  =  /x  -}-  *'v»        aa  =  /t  —  itf 
besitzen;  sind  alle  Wurzeln  complex,  so  nehmen  wir  wieder  ai  \ 
(X2  als  das  eine  conjugirte  Paar,  sodass  das  andere  durch 

«3  =  /*!  +  ivu         «4  =  /*i  —  «>i 
ausgedrückt  wird.     Man  hat  nun,  wenn  statt  A^  kürzer  A  gescbi 
ben  wird, 

X  =  A(x  —  ai)(x  —  aa)  (x  —  a^)  (x  —  a^) 

=  A[x^  —  («1  +  «2)  ^  +  «1  «2]  [^^  —  (03  +  «4)  ^  +  ^3  «4] 
und  zufolge  der  gemachten  Voraussetzungen'  sind  hier  die  quadn 
sehen  Factoren  reell. 

Zunächst  wollen  wir  den  speciellen  Fall  betrachten,  wo 

ai  -f  «2  =  ^3  +  «4 
ist;  der  gemeinschaftliche  Werth  beider  Summen  heisse    dann  I 
Dem  X  kann  jetzt  die  Form 

X  =  A[(x  —  ay  4-  aia.2  —  a2][(a;  — a)«  +  asU^  —  a«] 
gegeben  werden,  worin  zur  Abkürzung  a^  —  «lOa  =  61,  a*  —  fl 
=  ^2  sein' möge.     Führt  man  in  der  nunmehrigen  Gleichung 

/dx    r  dx 

Vx~  J  y^[(a;-a)2  — 5,][(a;-a)2— b.,] 
statt  X  die  neue  Variabele  y  =  x  —  a  ein,  so  erhält  man 

das  ursprüngliche  Integral  lässt  sich  demnach  auf  ein   anderes 
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kfübren»  worin  nur  gerade  Potenzen  der  Integrationsvariabelen 
kommen. 

Um  auch  in  dem  allgemeinen  Falle 

fli  +  o«  ^  «3  +  ö* 
einer  ähnlichen  Eeduction  zu  gelangen,  gehen  wir  auf  die  Glei- 

/dx  n  dx 

Vx       J  Va (rc  —  a,)  (a;  —  a^)  (x  —  a^)  (x  —  a^) 
-ück  und  benutzen  die  Substitution 

P  +  QV 

1    +   y 

rin  p  und  q  zwei,  vorläufig  nicht  näher  bestimmte  Constanten  be- 
ichnen.     Es  ergiebt  sich 

dx  r     {q,—p)dy 


/dx  r 
Vx-J^ 


Vä  ü,  ü,  ü,  ü, 

d  zwar  sind  hierbei  die  folgenden  Abkürzungen  eingeführt 

üi  =p  —  Ol  +  (q  —  ai)y, 

U2=p  —  02  +  ia  — (h)yy 

u.  s.  w. 
B  denen  folgt 

(üi  =  (i>— «i)(jP— «2)  +  [(i>— ai)(3  — 02)  +  (jP— a2)(<Z  — «i)]!/ 

+  (</  — «i)(g  — «2)y', 

Soll  nun  das  Product  üi  U^  ü^  U^  nur  gerade  Potenzen  von  y 
Iten,  80  müssen  die  in  üi  U-i  und  Ü3  Ü4  vorkommenden  Coeffi- 

iten  von  y  verschwinden;   daraus  ergeben  sich  zur  Bestimmung 

p  und  2  die  zwei  Gleichungen 

JP3  —  K«i  +  «2)(i?  +  3)  4-  «j«2  =  0, 

i>3  —  |(«8  +  ß4)(i>  +  3)  +  «3Ö4  =  0. 

man 

\{P  +  i)  =  S»     Up  —  Q)  =  ^     mithin  i^g  =  S«  —  <», 
gehen  die  vorigen  Gleichungen  über  in 

i»  =  (s  —  tti)  (s  — ■  «2)»      t^  =  (s  —  as)  (s  —  «4), 
man  erhält  der  Reihe  nach 


S  = 


«1  +  «9  —  («8  +  «4) ' 

19 
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^N  ^  _  V(qi  —  «3)  («I  —  «4)  («2  —  g3)(g2  —  04) 

öi  +  «2  —  («a  +  aj 

5)  j)  =  s  +  f ,        0^  =  5  —  t 

Zufolge  der  Voraussetzungen,  welche  anfangs  hinsichtlicli  der 
zeln  ai,  a^,  aa,  04  gemacht  wurden,  ist  s  jederzeit  reell;  was 
t  betrifft,   so  müssen  drei  Fälle  unterschieden  werden.     Bei  1 
Wurzeln  ist  jeder  der  vier  Factoren  a^  —  «3,  ai  —  «4  etc.  n( 
mithin  t  reell;  bei  zwei  reellen  und  zwei  complexen  Wurzeln 
sich  die  vier  Factoren  folgendermaassen  gruppiren 

(«1  —  Oz)  («2  —  ^3)  •  (ö^i  —  Ö4)  («2  —  Ö4) 

und  liefern  ein  positives  Product;  endlich  bei  vier  complexen 
zeln  gestatten  jene  Factoren  die  Anordnung 

(«1  —  fla)  (a2  —  a^)  .  («i  —  «4)  (03  —  03) 

=  [(ji--(i,y  +  (v^v.y]  .  [Qi-fi^y  +  (v  +  1 

und  geben  wiederum  ein  positives  Product;  demnach  ist  t  je( 
eine  reelle  Grösse.      Hieraus  folgen  reelle   endliche  Werthe 
und  g;   es  lässt   sich  daher  die  beabsichtigte  Transformation 
allen  Umständen  ausführen,  nämlich 

dx 

Vx 

~J  Va l(p-ai)(i)-a2)  +  fa-ai)(2-a2)y2J  [{p-a^) (p-a^)  +  (ff-^sX«- 
Zur  Abkürzung  sei  noch 

6)  2?  =  ^(2  — Ol)  (^  —  02) (g  -  03)((Z  — 04), 

^     _  _  (P  — Ol)(p  — O2)  ^     _   _   (i>  ~  «3)  (P  —  04 

'  (2  — ai)(2  — Ö2)'       ^  (2  — a3)(3  — Ö4 

wobei  ^,  bi  und  1)2  jederzeit  reelle  Grössen  sind;  man  hat  dai 
wichtige  Reduction 

8)       r  ^^ 

J  V A  {x  —  Ol)  {x  —  02)  (x  —  Os)  {x  —  04) 

dy 


ß 


w-p)ß 


Die  weiteren  Schritte  der  Rechnung  hängen  von  den  T 
chen  der  Grössen  B,  6j,  62  ab;  dabei  ist  erstens  zu  unterscb 
ob  B  positiv  =  -j-  y2  oder  negativ  =  —  y^  ist,  und  in  jede 
ser  Hauptfälle  sind  dann  wieder  die  dl  ei  Unterfalle 
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5,  =  -  a\        h  =  +  /32, 
l>i  =  -  «2,        h,  =  -  /32. 

f^lich.  Für  den  Ausdruck  B{iß —  hi){y^ —  Ui),  welcher  kurz  T 
jsen  möge,  ergeben  sich  hiernach  sechs  verschiedene  Formen,  die 
'  im  Folgenden  einzeln  betrachten. 

Ist  erstens 

r=y2(y2_a2)(y2_^2) 

1  a'  die  kleinere  der  beiden  Grössen  «^  und  /5'^,  so  hat  das  Inte- 
il  nur  dann  einen  reellen  Werth,  wenn  entweder  ^^  <C  ^^  <C  ß^ 
jr  y^  >  /S2  >  «2  genommen  wird.  Im  ersten  Falle  substi- 
re man 

»  giebt 

V^~  ßy  J  V{i—z^{i  —  7t^z^y 

d  zwar  sind  hier  x  und  xr  positive  echte  Brüche,  deren  letzter 
aichzeitig  mit  y  wächst.     Im  zweiten  Falle  setze  man 

a  ß 

»durch 


J  Vy         ßyjyn- 


V(l— ;?2)(l_x2^2) 

halten  wird;  auch  hier  sind  x  und  e  positive  echte  Brüche,  deren 
tzter  abnimmt,  wenn  y  wächst. 

Für  die  zweite  Form 

r=y2(t/2  4.a2)(t,2».^2) 

)bei  selbstverständlich  y^  ^  ß-  sein  muss,  benutze  man  die  Sub- 

itutionen 

a  ß 


Va2  +  ß2'      ^     vr^:rj2' 

wird  dann 

/dy  1  r da 

Vf  ~  yVa2    +    ß2  J    y(l— ;^2)(l_x2^2)' 

id  hier  sind  x  und  <r  positive  echte  Brüche*    deren  letzter  gleich- 
itig  mit  y  wächst. 

Gehört  Y  unter  die  dritte  Form 

r=y2(3,2  +  «2)(y2+/52), 
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so  nenne  man  a^  die  kleinere  der  beiden  Grössen  a^  und  /}', 
substituire 


K  = 


V/J2  —  «2 


ß 


y 


_ßvr^ 


z 


dies  giebt 


/dy 1_     n ^£ 


wiederum  sind   x  und  ^r  positive  echte   Brüche,   deren  letzter 
nimmt,  wenn  y  wächst. 

Falls  Y  von  der  vierten  Form  ist,  nämlich 

r  =  y»(y»-««)(^»-y»), 

hetsse  a*  ^{q  kleinere  der  beiden  Grössen  a^  und  /J*;  selbstvei 
lieh  muss  dann  y^  zwischen  a^  und  ß'^  liegen.     Die  Substitutionea , 


X  = 


V/32   ^   gi 
ß 


y  = 


a 


Vi  —  x2£r» 


geben  jetzt 


/c?y 1_     r de 
Vy~  ßy  J  V(l— ;e2)(l  — 


»2^2) 


worin  x  und  ;ef  positive  echte  Brüche  sind,  deren  letzter  gleicl 
mit  y  wächst. 

Für  die  fünfte  Form 

bedient  man  sich  der  Substitutionen 

_         /3 


X 


y 


=  ^VT^ 


"  Va«  +  ß^' 
diese  geben 

/dy 1  r dz^ 

Vy~~  yVa^  +  /32  J  V(l— ;P»)(l~x2^2)' 

worin  x  und  ^  wieder  echte  Brüche  sind,  deren  letzter  abnimi 
wenn  y  wächst. 

Was  endlich  die  sechste  Form  anbelangt,  so  ist  dieselbe  voll 
keiner  Bedeutung,  weil  dann  das  Integral  einen  rein  imaginärraj 
Werth  hat,  welcher  arith  aus  der  dritten  Form  durch  Multiplicatiot] 

mit  V—  1  folgt. 

Das  Resultat  der  bisherigen  Untersuchung  besteht  in  dem  Satze^ 
dass  das  Integral 


/ 
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dx 


Vä  (x  —  ai)  (x  —  02)  (x  —  03)  (x  —  «4) 
eist  zweier  Substitutionen  auf  die  weit  einfachere  Form 

G  r         ^^ 

rächt  werden  kann,  worin  x  und  z  positive  echte  Brüche  sind. . 

Noch   müssen  wir  die  Modification  erwähnen,  welche  sich  für 
Fall  nöthig  macht,   wo  das  Polygon  X  nur  vom  dritten  Grade 
also  die  Reduction  des  Integrales 

dx 


ß 


Vä  (x  —  «,)  (x  —  02)  (a;*—  03) 

langt  wird,  in  welchem  bei  drei  reellen  Wurzeln  «i  <C  ^^2  <C  ^» 
L  im  Gegenfalle  «3  die  einzige  reelle  Wurzel  sein  möge.  Es  ge- 
^  hier  die  einfache  Bemerkung,  dass  das  vorliegende  Integral 
der  Grenzwerth  angesehen  werden  kann,  welchem  sich  der  Aus- 
ck 

y —  «4  dx      


ß 


Vä(x  —  «i)  (x -—aijix  —  Os)  (x  —  tti) 

unendlich  wachsenden  a^  nähert;  man  braucht  demnach  nur  die 

(ichung  8)  mit  V —  t*4  zu  multipliciren  und  die  Grenzwerthe  der 
3ssen 

*zu6uchen.     Bezeichnen  wir  den   dritten  dieser  Grenzwerthe  mit 
,  so  erhalten  wir  für  04  =  00  aus  Nro.  3),  4)  etc. 

s  =  aa ,       t  =z  -—  V(ai  —03)  (02  — «3)» 

1>  =  03  —  V(öi— %)(%— «3)1    a  =  (^B  +  V(ai— a3)(a2  — «3)1 
)  Jff  z=  Ä(q  —  ai)(q'—  02) (2  —  «3) , 

)  6    =  —  (P'—^i)(P  —  ^)       j^  _        i>  —  «3 

^  (3!  — öl)  (2  —  02)'       ^  2  —  öts 

d  aus  Nro.  8)  • 

t/  V-ä  (a;  —  Ui)  (x  —  02)  (a?  ■—  03) 


=^^-''^fw 


bei  zwischen  a?  und  y  die  Gleichung  2)  stattfindet.     Das  rechts- 
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stehende  Integral  hat  dieselbe  Form  wie  das  auf  y  bezügliche  Inte- 
gral in  Nro.  8);  die  weitere  Reduction  bleibt  also  für  beide  Th^ 
die  nämliche. 

B.     Nach  diesen  Voruntersuchungen  ist  es  nicht  schwer,  dai 
allgemeine  Integral 

r F(x) dx rE^dx 

J  V^o  +  Äix  +  A^iX^  +  AiX^  4-  Aa?*        J   VX 

zu  transformiren ,  worin  F{x)  eine  rationale  algebraische  Function  j 
von  X  bedeutet.     Die  Substitution 

V  +  gy 

X  "^^       ■■ 

giebt  zunächst 

und  zwar  ist  hier  IT  wie  früher  von  der  Form  JB(y*  —  ^i)(y*  —  W 

Ferner  ist  Fi—^ — ; )  wieder  eine  rationale  algebraische  Functic 

\l  +  yj 

von  y,  also  von  der  Form 


•  .  • 


■p(p  +  iy\  _  gp  +  giy  +  G-iv^  +  gay'  +  &*y*  + 

gp  +  g^y' 4-  g4y^  +  •••  +  (gl  +  g»y»  +  — )y 

~  Ho+  H.y^  +  H,y*'  +  •  ••  +  (IT,  +  If^y«  -\-"-)9 
Multiplicirt  man  Zähler  und  Nenner  mit 
flo  +  H,y»  +  ff^/  + (H,  +  Bay»  +  -Hjy*  -1-  .  •  •)», 

SO  enthält  der  neue  Nenner  nur  gerade  Potenzen  von  y\  in  dei 
neuen  Zähler  dagegen  kommen  gerade  und  ungerade  Potenzen  vor,l 
die  sich  wie  vorhin  sondern  lassen.  Das  Kesultat  hat  demnach  fol- 
gende Gestalt 

/p  +  gy\     ii/o+3f2y^  +  3f4y*  +  -'  +  (Jfi+K3y^  +  Jf5y^  +  -)y 

\l+y)  No+N,y^  +  N,y'  +  Ney'  +  ,.. 


oder  kurz 


worin   C^  und   'P*  rationale  gebrochene  Functionen  bedeuten.     Aus 
der  Gleichung  13)  wird  jetzt  vermöge  des  Werthes  von  y 
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Fix) 


/■ 


dx 


Vx 

\J  VBiy^-hXy'-h)         J  yBQ,^-bOOf'-b,y  1 
i  es  sind  nun  die  einzelnen  Integrale  rechter  Hand  näher  zu  uu- 
Buchen. 

Das  letzte  Integral  geht  für  y^  -=  z  über  in 

V  VB(e-h)(s-}>,) 
i  kann  mittelst  der  gewöhnlichen  Methoden  entwickelt,  d.  h.  auf 
tanzen,  Logarithmen  und  Kreisbögen  zurückgeführt  werden,  was 
iner  weiteren  Erörterung  bedarf. 

Anders  verhält  sich  die  Sache  bei  dem  ersten  Integrale  in 
!0.  14),  für  welches  je  nach  den  Vorzeichen  von  JB,  bi  und  62  ver- 
iiiedene  Substitutionen  anzuwenden  sind.  Man  bemerkt  aber  leicht, 
■8  jene  Substitutionen  unter  der  gemeinschaftlichen  Form 

ithalten  sind,  und  dass  folglich  die  Function 


*W 


i  einer  rationalen  Function  von  z^  wird,  etwa 

'S  +  Ä,«2\         Po  +  Pne^  +  -P*«*  + 


•    .    • 


Qo  +  Qi^^  4-  Ö4^*  + 

I0  wir,  der  Allgemeinheit  wegen,  als  unecht  gebrochene  Function 
Iraassetzen  wollen.  Diese  zerfällt  durch  Division  in  eine  ganze 
Biction  JTo  +  -^2^^  "h  K^z^  +  etc.,  und  in  eine  echt  gebrochene 
inction,  die  sich  wieder  in  Partialbrüche  von  der  Form 

L 

(1  +  iz'^Y 

riegen  lässt.    Da  ferner  durch  die  für  y  angewendete  Substitution 
dy  =0  ^^ 


y£(y2^h,)(y^'-h,)  V(l— ;er2)(l-x2^2) 

ird,  so  folgt,  dass  das  Integral 

'F(x) 


f- 


d3i 


Vx 

if  drei  Gruppen  von  Integralen   zurückkommt;  die  erste  Gruppe 
lihält  Integrale  von  der  Form 
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15)  ^  *"■''' 


V(l— ;52)(1— X»ä2) 


worin  m  eine  gerade  Zahl  bedeutet;  die  zweite  Gruppe  ist  au 
gralen  von  der  Form 

16)  f ,    ^' 

zusammengesetzt;  in  der  letzten  Gruppe  kommen  nur  solche 
grale  vor,  die  sich  durch  Potenzen,  Logarithmen  und  Kreii 
ausdrücken  lassen. 

Wir  haben  uns  nun  noch  mit  der  weiteren  Reduction  d 
tegrale  15)  und  16)  zu  beschäftigen.  Gewöhnlich  ertheilt  mai 
selben  durch  Substitution  von  z  =  sin^>  und  durch  Einführu 
abkürzenden  Zeichens 

J{q>)  =  Vi  —  x'^sin^q) ' 
eine  einfachere  trigonometrische  Form;  es  sei  daher 

C.    Durch  Differentiation  erhält  man 
=  [(w— 3)  sin'^'^ (p  cos^ (p — sin'^-'^ g)]  J{q>)  d q) ^^  >#/   \^ 

mithin  ist  umgekehrt  durch  Integration 
18)  sin^^^(pcos(p  ^((p) 

=  (m  —  3)üm^,  —  (w  — 2)(1  +x2)r7^_2  4-  (m— l)x3 

Diese  Reductionsformel  zeigt,  wie  17,^  aus  17^—2  und  Um—i  1 
leitet  werden  kann;  für  m  =  4:,  6,  8,  etc.  liefert  sie  der  Reih« 
^4i  ^6»  ^8»  etc.  ausgedrückt  durch 

Wegen 

ist  noch 
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BntiNrickelang  von  U)«  fulirt  daher  auf  die  beiden  Integrale 
n  letztes  bei  der  Rectification  der  Ellipse  Yorkommt. 


D.     Bezeichnet  man  V{1  —  jf *)  (1  —  x^z*)  kurz  mit  i2,  so  erhält 
i  durch  Differentiation  eine  Gleichung  Yon  der  Form 

,  f  gR         1  CtZ^  +  Cjg*  +  Cjg^  +  Co  dz 

1(1  +  Xz^-A  ~  (1  +  Xz^Y  R  • 

in  die  Coefficienten  Co^  Ci,  c^,  c^  Yon  x,  A  und  n  abhängen.  Die- 
Ergebnisse  kann  man  leicht  die  folgende  Gestalt  Yerleihen 

,  na  +  ^^y  +  y2(i  +  A^y  +  yi(i  +  A5»)  4-  yo  dz 

~  (1  +  Axr«)»  22 

dz  ^  dz  ,  dz 


,  dz 

1  zwar  sind  hier  die  Werthe  der  mit  y  bezeichneten  neuen  Coef- 
enten: 

,  =  _(2„_5)^.       y,  =  (2»_4)(l±^*  +  3^). 
y.  =  -(2«-3)(l  ^-2^^  +  3|i), 


ro 


=<— ^'('  +  ^'+^) 


rch  Integration  der  Yorhergehenden  Gleichung  und  Substitution 
1  z  =  sin^  gelangt  man  zu  der  Reductionsformel 

.  sin<pco8(p  ^{(p) 

'  (1  +Asm»9)«-i 

=  73^,-3  +  y2F._,  +  y,F„_i  +  yoVn, 

lohe  filr  jedes  n  gilt.  Nimmt  man  der  Reihe  nach  n  =  2,  3,  4, 
•9  so  erhalt  man  F2,  Fa,  F4,  etc.  ausgedrückt  durch  die  drei 
egrsle 
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V,=    f ^ 

die  beiden  ersten  gehören  zu  der  schon  vorhin  betrachteten  Fe 
dagegen  bildet  das  letzte  Integral  ein  neues  Element. 

Das  Gesammtresultat   der    ganzen   Untersuchung  besteht   i 
darin,  dass  die  Eeduction  des  allgemeinen  elliptischen  Integrales 

r  F(x)dx  ' 

theils  auf  Potenzen,  Logarithmen  und  Kreisbögen,  tbeils  auf  ( 
specielle  elliptische  Integrale  führt,  welche  entweder  in  der  algeh: 
sehen  Form 

•/  V(l  —  e-i) (1  —  x*«-^  .Z     V     l—g-i 

dt 


/; 


(1  +-  A^2)  \/(l-»^9)(l-»x2^2) 

oder  in  der  trigonometrischen  Form 


^(g>)'         J      ^^^^'        o/  (1  +  ksin^(p)^{(p) 
dargestellt  werden  können.     Falls  die  letzteren  Integrale  zwiscl 
den  Grenzen   ^  =  0  und  (p  =  (p  genommen  sind,  pflegt  man 
elliptische  Integrale  erster,  zweiter  und  dritter  Gattu 
zu  nennen  und  folgendermaassen  zu  bezeichnen: 

-^,     E(x,<p)  =  Jj(<p)dip, 


77o  (jc,  X,fp)  =  J 


a(p 


(1  -f  Asm2^)^(g))' 

die  obere  Grenze  (p  heisst  die  Amplitude,  x  der  Modulus,  A 
Parameter  des  betreffenden  Integrales *). 


*)  Die   obige  Reduction  des   allgemeinen    elliptischen  Integrales  ist 
Legeudre  in  den  fiiuf  ersten  Capiteln  seines  Traite  des  fonctions  eiliptiq 
Paris  1825,  angegeben  worden;  sie  empfiehlt  sich  durch  einfachen  und  na 
liehen  Gedankengang.     Elegante  Modificationen   der   Legeudre'scben 
thode  verdankt   man    Kichelot   in  Cr  eile's    Journal,   Bd.   34:,    S.  1, 
Weierstrass  in  Abschn.  13  des  Schellbach'schen  Werkes:  Die  Lehre 
den  elliptischen  Integralen  und  den  Thetafunctionen,  Berlin  1864.     Die  al 
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Mittelst  der  Formeln  18)  und  19)  überzeugt  man  sich  leicht 
ron  der  Richtigkeit  der  nachstehenden  Gleichungen,  welche  wir  ihres 
öfteren  Gebrauchs  wegen  zusammenstellen  und  in  denen  statt  ^(qp), 
F*(x,  9>),  ^ECK,  q))  kürzer  ^,  F,  E  gesetzt  worden  ist. 


/ 

o 

/ 

o 

/ 

o 

/ 


s/n«qp  ^  F  —  E 


cos^w  ,  E  —  (1 


x2)F 


x2 


iancp  —  E 


sec'^cp 


dg)  = 


1    —   X2 

fang)  +  (1  —it^)F  —  E 
1  —  x»  ^ 


/       1     ^^  1        /^       ^^sin(pcosg)\ 


0 


J5  —  (1  — x2)F 


X2 


sm  9  cos  (p\ 


Vos^op,  F — E    .    sinwcosq) 


[ieran  knüpfen  sich  noch  ein  paar  bemerkenswerthe  Folgerungen, 
ifferenzirt  man  nämlich  das  mit  EiiC,  (p)  bezeichnete  Integral  par- 
tiell in  Beziehung  auf  x ,  so  erhält  man 

dE 


E  Csin'^q)  . 


d.  i.  nach  der  ersten  Formel 

dE 


dx 


E  —  F 

X 


leine    Theorie  der  Transformation,    deren  Auseinandersetzung   hier  zu  weit 
ffibren  würde,  ist  eine  Schöpfung  Jacobi's;   siehe  dessen  Fundamenta  nova 
leoriae  fanctionum  ellipticarum,  Regiomonti,  1829.  Hinsichtlich  der  Bezeich- 
long  ist  za  erwähnen,  dass  Jacobi  unter  /T*  ein' etwas  anderes  Integral  ver- 
'•(abt  als  Legendre;  es  schien  daher  zweckmässig,  das  Legendre'sche  In- 
tegral dritter  Gattung   mittelst   eines  Index   von  dem  später  vorkommenden 
faeobi'schen  Integral  zu  unterscheiden,  p 
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Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich  durch  Differentiatioii  Yon  JP(Sif) 

d.  i.  nach  der  vorletzten  Formel 

dF  _       1        /jg  — (1— x*)F       H8in^co8q>\ 

8x  ~  1  —  X»  \     X  jd    y 


TL   Die  Landen 'sehe  Substitution  für  Integrale 

erster  Art. 

Wenn  man  in  dem  elliptischen  Integrale  erster  Gattung 

F(p.  r)  =    /.        ^\,^ 
j/  Vi  —  i>«m«T 

statt  T  eine  neue  Yariabele  (9   einführt,  welche  mit  x  durch 
Gleichung 

8«n2Gi  -       .  sti»2ci 

r  =  ardan  — : r —    oder  tan  t  = 


p  -|-  cos2(a  p  -f-  co82a 

verbunden  ist,  so  erhält  man  der  Reihe  nach 

1  4-  pcos2co  , 

dt  =  2 acj, 

1  +  2pcos2(D  -{-  p2 

1  +  pcos2c} 


VT^ 


p*sm*T  = 


Vi  +  2pcos2G)  +  p»' 
mithin  durch  Division  und  wegen  cos2o  =  1  —  2sin^C} 

dz  2  dco 


Vi  —  p^sin^T         ^  +  P  A/ .  4p 

V  1  -  (T+^^*^'^ 

Der  unteren  Grenze  r  =  0  entspricht  o  =  0;  ferner  wachse] 
und  OJ  gleichzeitig,  und  wenn  daher  r  eine  obere  Grenze  errei 
liat,  die  hier  kurz  mit  T  bezeichnet  wurde,  so  hat  o  den  durch 
Gleichung 

^  N         .  sin2G)  ,         .   ,^  N 

20)         tant  = ; —  oder    stn  (2  a  —  r)  =  «  s?nr 

^  p  -f-  cos  20}  /        x- 

bestimmten  Werth  angenommen.  Aus  der  vorhergehenden  G 
chung  folgt  jetzt 
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X 


dt 


'\/l  —  p^sinH 


=  _2_    f. 
1  +J>7 


da 


V.- 


4p 


=  « 


•  i.  wenn  zur  Abkürzung 

1        +1) 

(Metzt  wird, 

0 


mithin  p  = 


(1  +py 

1  —  Vi  —  g« 

1  +  Vi  -  3» 


S«W*Ö 


F(l>,  r)  = 


1^(3,  ö). 


1  +i> 

>d  hierin  liegt  die  Reduction  eines  elliptischen  Integrales  auf  ein 
eites  von  anderem  Modulus  und  anderer  Amplitude. 

In  Beziehung  auf  die  Grössenverhältnisse  zwischen  p  und  q  so- 
zwischen  r  und  cd    verdient  Folgendes    bemerkt   zu    werden. 
'egen  j?  <  1  ist  (1  +  py  <  4  und 

r^   /^  xa  >!>>!>',  d.  i.  a^  >  j)2  oder  3  >  p. 

Nro.  20)  ergiebt  sich  ferner 

sin(2(Ä}  —  r)  <  sinr,  also   2a)  —  r  <  r   oder  o  <  r. 

Gleichung  22)  zeigt  demnach,  wie  ein  elliptisches  Integral  auf 
anderes  von  grösserem  Modulus  und  von  kleinerer  Ampli- 
ide  zurückgeführt  werden  kann.    Ertheilt  man  der  Gleichung  22) 
umgekehrte  Form 

»m  man  q  und  07  als  gegeben,  p  und  r  als  hieraus  abgeleitet  an- 
li,  so  sagt  die  Gleichung  23),  dass  sich  jedes  elliptische  Integral 

ein  anderes  von  kleinerem  Modulus  und  von  grösserer 
iplitude  reduciren  lässt. 

Die  beiden  hiermit  gewonnenen  Theoreme  liefern  zwei  bemer- 
iwerthe  Methoden  zur  numerischen  Berechnung  des  Werthes  von 
;,  q>);   sie  bestehen  einfach  darin,  dass  man  entweder  den  einen 

den  anderen  Satz  mehrmals  nacheinander  auf  das  gegebene  In- 

d  anwendet. 

Im  ersten  Falle  berechnet  man  eine  Reihe  wachsender  Moduli 
It  ^>  ^tc.  und  zugleich  eine  Eeihe  abnehmender  Amplituden  fpi, 
f,  etc.  mittelst  der  Formeln 

2  V^  ,  2Vki 


h-= 


l  +  k' 


^2  = 


1  +Ä, 


%  . 
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sin(2q)i  —  qp)  =  Jcsinq),        sin(2q)2  —  q>i)  =  ki8inq>i^ . . 
und  hat  dann  die  entsprechenden  Gleichungen 

Aus  diesen  zusammen  folgt,  wenn  bis  äj„  und  (pn  gegangen  wird, 
oder  kürzer 


Zufolge  des  Umstandes,  dass  die  Moduli  fortwährend  wachsen,  ol 
die  Einheit  zu  überschreiten,  muss  fe„  bei  unendlich  wachsende! 
gegen  eine  bestimmte  Grenze  ^  1  convergiren.  Sie  bestimmt  i 
leicht  aus  der  Relation 

welche  giebt 

1    -   JCn  +  l  ^  1    -    V^  1 

1  -  *»      1  +  vC*  1  +  *«* 

und  wonach  auf  alle  Fälle 

lAm]  ~^  +  ^<l 

ist.  Zufolge  eines  bekannten  Satzes  (Theil  I.,  Seite  208)  ist  i 
Lim{\  —  Ä;„)  =  0  oder  Lim  kn  =  1.  Weil  ferner  die  Amplitui 
unausgesetzt  abnehmen,  ohne  negativ  zu  werden,  so  muss  Lm 
eine  bestimmte  endliche  Grösse  O  sein,  welche  sich  aus  der  obij 
Rechnung  von  selbst  ergiebt.     Nach  diesen  Bemerkungen  ist 

LimF(kn.ip„)=    f.     ^"^  =ltan(\n-\-\0) 

0  ^ 

und  hierdurch  verwandelt  sich  die  vorige.  Formel  für  F(h^  y)  in 
folgende 

F(7c,  9)  =  Uan(ln  +  1<S)  .  ]/hhh.:^. 

Dieselbe  gewährt  namentlich  bei  grossen  h  eine  bequeme  Rechnt 
weil  dann  schon  /^j,  Jc^  der  Grenze  1  ausserordentlich  nahe  komn 
So  ist  z.  B.  für  fc  =  ^| 


*  =  Ö36 


Die  dl^dsdteii  lategndeL  SOd 

:     ti  =  0,^9  7917;     it  =  0l9W»»S^9j 
DteiMleii  if  =  1.     Kimmt  omoi  fintier  f  ss  \9^ 


2fr,  —  y  =  56»  14*28^30.         ^i  =  5S»7*14'*15; 

w^^en    Jbi  =  i^  •  •  •  =  1  bricht  hier  die  Rechnung  von  »«^b$t  iib 
^«nd  ^ebt 

9,  =  0  =  58*  6'  39"  57, 
ist  folglich 

^(i.f«)  =  Hu»  740  3^19"  79  .  V^l^^^il  =  1,978523, 
f  f  0,9o 

Will  man  dagegen  F(Ä,  y)  durch  successive  Verkleinerung  tlet 

lulus  und  Yergrösserung  der  Amplitude  berechnen,  so  benutit  man 

Be  Formel  23),  worin  p  aus  der  zweiten  Gleichung  in  Nro.  21),  und 

\.  ans  der  Gleichung  20)  zu  bestimmen  ist.    Die  letstoi^e  nimmt  eina 

die  Praxis  bequemere  Form  an,  wenn  in  der  Gleichung 

,     ,          .         tanz  —  ianoj 
tan(T  —  o)  =  - — p— 

sbter  Hand  für  tarn  sein  Werth  gesetzt  und  Alles  durch  Bintd 
td  cosa  ausgedrückt  wird;  es  ergiebt  sich  nämlich 


tan 


(r  —  Gj)  =  - — r-^tan  o)  =  Vi  —  ö 
1+1) 


^  tan  0). 


-echnet  man  nun  der  Reihe  nach  die  Grössen  Ali,  h^^  oto.  und  fp\y 
t,  etc.  nach  den  Formeln 

_  1  -^  Vi  —  feg  1  —Vi  —  fe* 

1  -|_Vl  -  fc»  1  -l-Vl  -  kf 

iVi  —  9>)  =  Vi  —  fc'tong),  tan(g)i  —  yO  =  Vi  — Ä/* /an^jj, . . . 
hat  man  als  entsprechende  Gleichungen 

es  ißt  folglich,  wenn  bis  k^  und  9>i,  gegangen  wird, 


F(h,  ip)  =  (1  +ä;0(1  +  ä:,)  .  .  .  (1  +  M 


lihfnVn) 


2« 


Grenxwerth,  gegen  welchen  A;«  durch  Abnahm«  convergiri,  fiiuM 
darcb  die  Bemerkung,  dass 


it,-e 


A;/ 


/•. 


i.  i.(  1  +  l/l  -  fc.«)        (l  +  V^l  -  it.»)» 
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mithin  auf  alle  Fälle 

Lim^±i  <  1 

ist;  dies  giebt  lAmTCn  =  0.     Hieraus  folgt  weiter 

2»  J  2»  Vi  —  fc,»s»n»a> 

0 
9n 


0/2«  2» ' 

0 


dieser  Grenzwerth,  welcher  sich  bei  der  Berechnung  der  wachsende 
Amplituden  von  selbst  ergeben  muss,  heisse  O.  Nach  den  gemad 
ten  Bemerkungen  hat  man  nun 

F(K  (p)  =  o.  (1  +  feO(i  +  h)ii+h) . . . 

Aus  der  Gleichung  tan((pn^i  —  q^n)  =  Vi  —  Jc^  tanq>n  geht  übr 
gens  hervor,  dass  bei  klein  gewordenen  Ä;„  nahezu  9«  + 1  —  g?„  =  y 
also  jede  folgende  Amplitude  beiläufig  das  Doppelte  ihrer  Vorgäi 
gerin  sein  muss.  Genau  findet  diese  Beziehung  im  Falle  ^  =  | 
statt;  es  ist  dann  g)|  =  sr,  g?2  =  2»,  g?8  =  4jr,  .  .  .  mithin 

2«  2 

und 

F{k,  \n)  =  \«  .  (1  +  fc.)(l  +  Ä,)(l  +  A3) 

Der  Vergleich  mit  der  vorigen  P'ormel  giebt 

F{h,  \ji)  :  File,  q>)  =  \n:  «P, 

und  hieraus  erhellt  die  analytische  Bedeutung  von  O, 

Besonders  elegant  gestaltet  sich  diese  Berechnungsmethode,  wei 
man  sie  auf  das  Integral 

f  dcp  _  1      /Va^  -  ft2       X 

/  Va^cos^q)  +  h^sin^tp        a     \       a         '     / 
anwendet,  welches  kurz  /(a,  5,  (f)  heissen  möge.     Hier  ist 


tC  — ^— _^—  ^  ^j   ____  . — _.  ^  j[    _|-  ^j   — 


tan  {(pi  —  g?)  r=  —  <an  q> , 


mithin  bei  einmaliger  Transformation 


>' ^' 'P)  =  i  Min; /i 
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+ 

0 


~V  1/i 


«1 

dcpi 


Vi-(^p4y«»'9>. 


v^enn  zur  Abkürzung 

ai  =i(a  +  6),        5i  =  Wb 
zt  i^ird,  so  gilt  die  einfache  Belation 

dieselbe  mehrmals  nach  einander  anzuwenden,  berechnet  man 
leihe  nach  folgende  Grössen 


«3  =  \((h  +  h)^  h  =  Vchh, 


<aw  (9?8  —  9^2)  =  —  ^^^  9^2 1  •  •  • 
erhält,  bis  a„,  !)„,  (fn  gehend, 


'•  ''^  =  h^^"- '-  ''-^  =  /^rv^ 


i  dem  Früheren  ist  UmTCn  ==  0,  d.  h.  im  vorliegenden  Falle 

Um  |/l  —  C^y  =  0  mithin  Lim^  =  1; 

jrussen  a„  und  b„  convergiren  also  gegen  eine  gemeinschaftliche 
I2e,  welche  das  arithmetisch-geometrische  Mittel  aus  a 
6  genannt  wird.  Bezeichnet  man  dasselbe  mit  c,  so  ist  bei  un- 
ich  wachsenden  n 

lach  dem  Vorigen 

O 
f(a,  5,  9)  =  — , 

20* 
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wo   O  wiederum   den  Grenzwerth   des  Quotienten  <pn  :  2"  baden 
Im  speciellen  Falle  (p  =  ^it  wird  ^  =  \%  mithin 


Als  Beispiel  diene  die  Berechnung  des  Integrales 


I" 


dfp 


J  V252cös2<p  +  Vsin^(p 

welches  für  die  auseinandergesetzte  Methode  insofern  ungünstig! 
als  a  und  h  bedeutend  di£Penren.     Man  hat 

a  =  26,0000000,  l  =  7,0000000 
ax  =  16,0000000,  hi  =  13,2287566 
02  =  14,6143783,  62  =  14,5485431 
as  =  14,5814607,  h  =  14,5814235 
»4  =  14,5814421    =  ^4  =  14,5814421  =  c\ 

q>    =    600  O'O", 
g?i  —  g)   =    25052'19"87,         g>i  =    85052'19"87, 
g?2  —  91  =;^  850   o'41"23,         q>2  =  1700  53'    1"  10, 
9?3  —  g?2  =  170055'26"47,         <ps  =  341048' 27"57, 
9?4  —  g?3  =  3410  48' 27"  72,         g,^  _  6830  36' 55"  29, 

|9i  =  420  56'    9"  93, 

\(P2  =  420  43' 15"  27, 

|9?3  =  42043' 33"  45, 

i:9?4  =  420  43' 33"  46, 

0  =  arc 420 43'  33''  45^  _  0,7457087, 

0,7457087 
14,58144 

Das  nach  der  ersten  Methode  gerechnete  Beispiel  liefert  hierzu 
Probe;  es  ist  nämlich 

/(25,  7,  In)  =  Tö^iM^l^)  =  0,04  .  1,278522  =  0,0511408 
Bei  denselben  Werthen  von  a  und  h  erhält  man  für  (p  z=  ^n 

/(25,  7.  i.)  =  i^  =  ^^  =  0.1077257. 

woraus  sich  durch  Multiplication  mit  25   der  Werth  von  P(^, 
=  2,6931425  herleiten  lässt. 


/(25, 7,  itc)  =  ;l,,v;;  =  0,0511409. 
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m.    Die  Landen 'sehe  Substitution  für  Integrale 

zweiter  Art. 

Die  im  vorigen  Abschnitte  erwähnte  Substitution 

sin2cf 

tanz  =  — ■ r— , 

p  -^  cos2g) 

t  welcher  die  nachstehenden  drei  Gleichungen  folgen: 

p  4-  cos2(o 
i  cosv  =  ,.  , 

■  Vi  -|-  2pcos2(o  +  p^ 

Vi  +  2pcos2a  +  p^ 

dt  = 2(l+i>cos2a>) 

,  **  1  4-  2i)cos2ö*+i)2 

■ife  sich  auch  auf  elliptische  Integrale  zweiter  Art  anwenden  und 
Wi  dann  zu  gleichfalls  bemerkenswerthen  Resultaten. 

f    Benutzt  man  nämlich  die  angegebene  Substitution  zur  Trans- 
pmation  der  rechten  Seite  folgender  Gleichung 

•K(P>  ^)  +  psint  =   I  (yi—p^sin^x  +  pco8t)dx^ 

0 

I  erhält  man 

0) 


Eipyt)  +  i)stnr  =  2  /     .  (fa>, 

7  Vi  +  2pcos2(o  -f-  1)2 


r  l+Po/       Vi  —  a^sin^ca 

Vobei  wie  früher 

2V^ 


a  = 


i  +  p 

jBsetzt  worden  ist.     Für    die  rechte  Seite    der  vorigen  Gleichung 
imn  man  schreiben 

"r         .,. — —  .    .        .  1  1, 

IG) 


A' 


=  (1  +i))i:(4,  ra)  +  (1  -l))2i'(2,  o), 
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und  damit  gelangt  man  zu  der  Formel 

24)  E(p,  t)  +  psint  =  (1  +p)E(g[,  cd)  +  (1  '-p)F(q,  ©). 
Wegen  F(q,  co)  b=  |(1  +p)F(p,  r)  ist  ferner 

E(p,  t)  +  psint  =  (1  +p)E(q,  o)  +  |(1  — i>«)F(p,  r) 
oder 

25)  J(l  -1J«)F(2),  t)  =  E(p,  r)  -  (1  +i))E(«,  a)  +  Dsmr, 

und  hierin  liegt  der  Satz,  dass  jedes  elliptische  Integral  erster 
tung  durch  zwei  elliptische  Integrale  zweiter  Gattung  ausg« 
werden  kann. 

Die  obigen  Formeln  gestatten  ganz  ähnliche  Anwendungen 
die  früheren  einfachen  Relationen  22)  und  23);  man  benutzt  sie 
weder,  um  den  Modulus  eines  elliptischen  Integrales  zweiter 
successiv  zu  ver grössern  und  zugleich  die  Amplitude  zu  verkleii 
oder  um  den  Modulus  zu  verkleinern  und  die  Amplitude  zu 
grössern. 

Wir  wollen  dieses  Verfahren  an  dem  allgemeineren  Integrale^ 


zeigen,  welches  aus  elliptischen  Integralen  erster  und  zweiter 
besteht,  falls  A  und  (i  irgendwelche  Constanten  bedeuten.  Tram 
mirt  man  nämlich  die  identische  Gleichung 


T 


Q-Cp,  0  —  —sinv 
V 

p  sin^  r  —  cos  r  Vi  —  p^  sm^r 

P 


\  dr 

)  Vi  —  p^sin'^x 


mittelst  der  vorhin  erwähnten  Substitution  und  berücksichtigt 
bei  die  Relation 

psin^t  —  cosz  Vi  —  p^sin'^z  =  —  cos2g)  =  2sm^C3  —  1, 
so  erhält  man 


ü) 

0 

Durch  Einführung  der  Abkürzungen 

26)  A-^=A,,        ^ 

p  p 

wird  hieraus 


2  sin^  a—l 


)dcij 
Vl—a^s 


Vi— g^stn'i 


=  ^1 
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Ol 


G(P^  ^)  —  ll^i  smz  =  -— /     .'   ^  '  ^  do. 

^as  Integral  rechter  Hand  hat  wieder  die  Form  von  G  und  möge 
imit  6ri(g[,  cd)  bezeichnet  werden,  um  gleichzeitig  anzudeuten,  dass 
?Zi  und  (ii  an  die  Stellen  von  A  und  ft  getreten  sind.  Zufolge  der 
[Gleichung 

1  +P 
nun  das  Integral  G  auf  ein  anderes  derselben  Art  reducirt,  wel- 
les  einen  grösseren  Modulus  q  und  eine  kleinere  Amplitude  (o  be- 
st.    Wendet  man  diese  Reduction   mehrmals   nach  einander  auf 
Integral 


0  G(p,  r)  =  ,     ,       Gi(q,  cd)  +  |,Ui  sint 


/l  +  tistn^w     , 


so  erhält  man  die  folgende  Reihe  der  Gleichungen 

G  =  J-XT  ^^  +  2^^  s«wg>, 
2 

id  hierin  wird  man  so  weit  gehen,  bis  mit  hinreichender  Genauig* 
ii  k^  =  1  gesetzt  werden  darf.     Der  Werth  von  Gn  ist  dann 

J  cosw 

0  ^ 

hieraus  lassen  sich  rückwärts  mittelst  der  obigen  Formeln  6rn— i» 
F»— 2,  ...  Gl,  G  herleiten.     Die  zur  Ausführung  dieses  Gedankens 
forderlichen  kleinen  Rechnungen  übergehen   wir,   weil   die  gleiclw 
erwähnende  zweite  Methode  bequemere  Formeln  liefert. 

Aus  den  Gleichungen  26)  und  27)  folgt  umgekehrt 

l  +  p  l 
Gi(q,  cö)  =  — 2 —  [^(Pi  ^)  —  If^ismr 

mkt  man  sich  Aj.  und  (ii  gegeben,  etwa  Ai  =  a,  ^i  =  /5,  und 
[daraus  X  =  cci,  ii  =  ßi  hergeleitet,  schreibt  man  ferner  G  für  die 
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nunmehr  primitive  Function  6ri  und  ersetzt  demnach  die  ahgeleit 
Function  G  durch  6ri,  so  hat  man 

G(a.  CO)  =  i^  Ig,(p,  r)  -  Ißsinr^, 

«1  =  «  +i/5,    ßi  =lßp, 

und  damit  ist  das  Integral  G  auf  ein  anderes  Gi  zurückgefu 
welches  einen  kleineren  Modulus  p  und  eine  grössere  AmpHtuc 
besitzt.  Diese  Relation  gestattet  eine  mehrmalige  Anwendung, 
dem  man  aus  der  Gleichung 


J  VT 


G=  1   7  +  <^""*y  ,f  j 

J  Vi  —  h^sin*(p 


die  folgenden  Gleichungen  herleitet 


ö  =  i±A(ff.-J/Jsf«9)i), 
G,=l±h(a,-\ß,sin<p,) 


in  denen  Äi,  Ä^,  .  .  .  die  abnehmenden  Moduli,  ^i,  g?2»  •  . . 
wachsenden  Amplituden  und  «i ,  «2 »  •  •  •  >  i^i »  /^2 »  •  •  •  Grössen 
zeichnen,  welche  durch  die  Formeln 

«1  =  «  +  Iß,  ßi  =lßJcu 

«2   =  «1+   i^l,  ß2  =  lßlh, 


bestimmt  werden.    Denkt  man  sich  die  vorigen  Gleichungen  bis 
fortgesetzt,   so   lässt  sich   G  durch  Gn  ausdrücken,  und   zwar 
schiebt  dies  am  einfachsten,  wenn  man  jene  Gleichungen   mit 
entsprechenden  Factoren 

1  +  A;,        1  +  Äi     1  +  Ä2 


1, 


,  •  •  • 


2       '  2  2 

multiplicirt  und  die  Producte  addirt.     Dies  giebt 

1_+Ji      1   +  h      1  +  h  l  +^n^ 

2        *       2        '        2         *  "        2  "• 


1 
2 


—^ ßstntpi   -\ -— i- L-lß^stn(p2  4- 


ijMi    1  +  h    i+^Ä 

H ^ —  •  — ^ 7i — Pn—ism 


und  darin  ist 


;{.«»*«- 


*V. 


P»  P  2«  * 

1  nan  ii  wo  gross  genommen,  dass  Jb«  mit  KiurficKend^r  InMMttii^ 
for  JsvH  gelten  dar^  so  ist  am  so  mehr  f),  ^  0>  miüiiii 


0 
1+tl       1+Jb,       l+»5  1+^ 


OH 


2  2  2  2 

=  «.(1  +*i)(l  +it.)(i  +  W  •  •  .  (1  +*iO'|r, 

^ch  ist  genau  für  n  =  oo ,  wenn  wie  früher  Lm  —  mit  V  Iw 

linet  und  LimOn  =  ii  gesetzt  wird, 
=  .H&(1 +Ä,)(1 +*,)(! +*,)...  . 


-|/5{ 


^(1 +..)(! +^)(l+^).M,,,y,  4. 


*    *    •    • 


A  =  a  +  \ß[l  +  h.  +  ^  +  !^  + 


•    *    •    • 


'  • 


[  Abkürzung  der  für  G  gefundenen  Formel  bemerken  wir  orHtoni, 
b  ^(1  +  fci)  (1  +  ^)  .  .  .  =  FQc^  q>)  ist,  und  dass  zwoitoiiB  aus 
1  Gleichungen 

TT~ih~  '     r+^  — *i'    nn^"*» 

nachstehenden  folgen 

dl  allen  diesen  Bemerkungen  zusammen  ergiebt  sich  zur  ßerecli» 
Ig  Ton  G  folgende  Vorschrift:  man  berechne  zunächst  die  abneh* 
iden  Modali  und  die  wachsenden  Amplituden  mittelst  d#;r  l<*or« 
b 
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1  —  Vi  -  fc«         t   _  1  -  Vi  -ii* 
l_t_  Vi  -^2'  i^Vi^-A;« 


/ö«  (g?i  —  (j^O  —  Vi— -Ä^  tan^>^  tan((p2  —  9i)  =  1/1  —kltanfpx, 
so  ist  Bchliesslich 

28)  /  «  +  ^sm^y 

j/  Vi  —  fc2smV 

—  Y  hVÄiSfwg?!  +  J Väi  1c2 sin fp^  +  J Väi A^a A3 sf » g>3  +  •••] 

Für  a  =  1 ,  /3  =  —  A;2  erhält  man  sofort  eine  Formel  zur  Berij 
nung  von  E{k^  9),  nämlich 

29)  E{h,  q>)  =  F(h,  (jp)  jl  -  iJc^  (1  + 1^,  +  i^i«:»  +  •  •  O) 

+  ^{sV^smg?!  +  \Vkik2  sin  (p2  + }' 

Im  speciellen  Falle  g?  =  ijr  wird  91  =  »,  9)3  =  2;r,  93  =4 
etc.,  mithin  einfacher 

30)  Eih,\n)  =  F(k,lii)[l-lk^(l+\ki+\hh,  H ))• 

Nach  diesen  Vorschriften  lässt  sich  auch  das  Integral 

A  / /Va«  —  6«      \ 

/  l^a^cos^^  4-  h^sin^cpd^  =  aEi ,g)\ 

0 

berechnen,  wobei  das  arithmetisch  -  geometrische  Mittel  zwisch* 
und  b  wieder  benutzt  werden  kann.  Es  sind  dann  folgende  Gröfl 
zu  bestimmen 

Oi=l(a  +  b),        1)1  =  V^,  Ä,  =i^^^, 

o,  =  l(a,  +  6i),      b,  =  V^,        h  =  5i^LZ±), 

a2 


tan{(pi  —  9)  =  —  tätig) j      tan((p2  —  9i)  =  —  ^ß** 9^1 »  •  •  •  • 

a  eil 

und  wenn  LimOn  =  Limbn  =  c,  Lim{(pn  :  2**)  =  ^  gesetzt  wi 
so  ergiebt  sich 


/ 
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0 


h  V2  (a  —  h)  ai  { J  Vä;»  sm  (pi  +  ^  V^i  ^^2  s?»  9a  +••••} 
.  specieller  für  cp  =  ^tc 


fra 


^cos^cp  +  i^  sin- ^  dtp 


spiel  weise  sei,  wie  im  vorigen  Abschnitte,  a  =  25,  6  =  7;   aus 
.  dort  berechneten  Werthen  von  ai ,  bi ,  «2 ,  bj  etc.  erhält  man 

kl  =  0,5625000,  |ä;i          =  0,2812500, 

A;^  =  0,0948122,  jÄi^a       =0,0133330, 

Ä;3  =  0,0022575,  g^iÄ^Äa  =  0,0000151, 

Jc^  =  0,0000013 ,  ^ki..ki  =  0,0000000, 

iVh  sitiipi  =  +  0,3740272, 

JVM^     sm9?2  =  +  0,0091474, 

l  Vki hi h  sintps  =  —  0,0004282, 


8 

1_ 
16 


fv 


h  Vh-'-h  sin  9?4  =  —  0,0000005 , 
1 


y2b^cos'^(p  +  lUin^q)  dtp  =  22,081387, 


I- 


J  ]/ 26^ cos'ifp  +  7'^stn^(p  d(p  =  27,163662. 

0 

ises  Beispiel  zeigt,  dass,  selbst  bei  ungünstigen  Verhältnissen  zwi- 
en  a  und  &,  die  Rectification  eines  EUipsenbogens  weit  leichter 
jh  der  vorigen  Methode  als  nach  den  Formeln  auf  Seite  387  des 
ten  Theiles  ausgeführt  werden  kann.  Bei  den  angegebenen  Zahl- 
rthen  ist  nämlich  die  numerische  Excentricität  s  =  ||  wenig  von 
Einheit  verschieden,  und  in  Folge  davon  convergiren  die  nach 
enzen  von  6  fortschreitenden  Reihen  so  langsam,  dass  man  we- 
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nigstens  50  Glieder  derselben  Buinmiren  müsste,  um  6  richtige 
malstellen  zu  erhalten. 

Auf  die  elliptischen  Integrale  dritter  Art  lässt  sich  die 
den' sehe  Substitution  zwar  gleichfalls  anwenden,  führt  aber 
zu  complicirten  und  praktisch  nicht  brauchbaren  Formeln.  Die 
Wickelung  derselben  können  wir  um  so  eher  übergehen,  als 
später  zeigen  wird,  dass  die  Integrale  dritter  Art,  welche  Funct 
dreier  Variabelen  darstellen,  auf  gewisse  Functionen  zweier  ^ 
belen  zurückftihrbar  sind*). 


ly.   Reihenentwickelungen  für  die  Integrale  ers1 

und  zweiter  Art. 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  der  Entwickelung  der 
ständigen  Integrale  F(Ä;,  ^^r),  E(k,  \7t)  und  bezeichnen  dies 
kurz  mit  K  und  E. 

a.    Entwickelt  man  in  der  Gleichung 


K 


=  /-==££_ 


den  Factor  von  dq>  mittelst  des  binomischen  Satzes  und  int< 
dann  die  einzelnen  Reihenglieder  unter  Anwendung  der  Form« 

1. 


0 


n 

•  9«     ,  1.3.5...  (2n— 1)     n 

V^    V^  2.4.6.-...  (2n)        2 


so  erhält  man  augenblicklich 


*)  Die  Arbeiten  von  John  Landen,  nach  welchem  die  bespro 
Substitution  genannt  wird,  stehen  in  den  Philosophical  Transactions  toi 
Jahren  1771  und  1775,  sowie  in  den  Mathematical  Memoirs  vom  Jahre 
Die  successive  Transformation  der  elliptischen  Integrale  zeigte  Lag  ran 
den  Memoires  de  l'Academie  a  Turin,  1784  und  1785,  Tome  II,  worai 
die  weitere  Ausführung  von  Legendre  im  Traite  des  fonctions  ellipt 
Tome  I,  Chap.  XVII.  bis  XIX.  anschliesst.  Das  arithmetisch -geomet 
Mittel  hat  Gauss  eingeführt  in  der  berühmten  Abhandlung:  Determ 
attractionis  etc.,  Commentat.  societ.  reg.  Gotting.  rec.  Vol.  IV,  1820. 
die  geometrische  Bedeutung  der  Landen'schen  Substitution  yergl.  Ja 
Extrait  d'une  lettre  a  M.  Hermite,  Crelle*s  Journal,  Bd.  32,  S.  176, 
Kuppef,  Demons'ration  geometrique  etc.,  Cr  eile 's  Journ.,  Bd.  55,  S. 
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-=f('+(i)'"+G-f4)'-  +  (e7l)-H- 

Zur  Eiitwickelung  von  E  kann  man  entweder  auf  analoge 
iise  verfahren  oder  anch  die  auf  Seite  302  bewiesene  Relation 

^(k,q>)  _       1       jEQc,  y)  —  (l  —  h^)F(k,  y)  _  ksintpcostp] 
dk       ""  1  —  fcM  k  ^(k,  q>)   j 

lutzen,  welche  für  y  =  |;r  übergeht  in 

s  der  schon  bekannten  Reihe  für  K  folgt  dann 

'  2  1  \2/    1        V2  .  4/    3       V2.4.6y    5  J 

b.  Etwas  rascher  convergirende  Reihen  erhält  man  dadurch, 
38  man  erst  mittelst  der  Landen 'sehen  Substitution  den  Modulus 
rkleinert  und  dann  die  Reihenentwickelung  vornimmt.  Nun  ist, 
nn 

kl  = ^y  ,     tan  (cpi  —  flp)  =  Vi  —  k^tan  w 

1  +  Vi  —  Ä;2  ^^        ^^  .         ^ 

jetzt  wird, 

1  für  y  =  ijr 

F(k,  \n)  =  i^tA  j'(fcj,  ;r)  =  (1  +  h)F{ku  \n) 

hin,  wenn  Fik^^  \n)  nach  Potenzen  von  k^  entwickelt  wird, 

^(1+A;i) 
2 

Mit   E  kann  man  ähnlich  verfahren,  doch  ist  es  kürzer,  erst 
Gleichung  34)  so  zu  trän sfor mir en ,  dass  ki  an  die  Stelle  von  k 
k,    und  dann  die  Entwickelung  in  Nro.  36)  anzuwenden.     Man 
nun 

/,       ,on/t^   .    T^iC      dk\        ,  2V^ 

ler    durch   Substitution    des   Werthes  von   k   in    die  Gleichung 
E 


K  = 


' + G)v + m'^' + 1 


1  +  k 


K[^-+"'lf)' 
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hieraus  folgt  nach  Nro.  3G) 


37      £  =  ?L(1-''') 


2 

wobei  der  Coefficient  von  fcj"  ist: 

(in  I   n/l-3.5...(2n-l)Y 
(4n+i;^^    2.4.6....(2n)  ^ 

Ersetzt  man   in  Nro.  37)  den  Factor   1  —  Ic^  durch  ~ — _,    ^ 
multiplicirt  die  Reihe  mit  1  —  Tc^^  so  wird 


+ 


Dies  giebt  zugleich  eine  Formel  für  die  Länge  des  Quadranten  c 
aus  den  Halbachsen  a  und  h  construirten  Ellipse;  für 

a  a  -\-  h 

und  durch  beiderseitige  Multiplication  mit  a  erhält  man  nämlic 


i" 


n     a  +  5 


Um  über  die  praktische  Brauchbarkeit  dieser  Reihen  ein 
theil  zu  gewinnen,  wollen  wir  wenigstens  bei  einer  derselben  ui 
suchen,  wie  viel  Glieder  zur  Erreichung  einer  vorgeschriebenen 
nauigkeit  berechnet  werden  müssen.  Bezeichnen  wir  die  n  ei 
Glieder  der  Reihe  in  Nro.  33)  mit  Woi  **i  >  Wq,  .  .  .  t*n— i  und 
Rest  mit  Mn^  so  haben  wir 

Ä"  =  Mo    +    Wl    +   Wa    4-    ...    4-   «n-l    +    J2n, 

«  /1.3..(2»-1)Y       j         /2»+iY^,  . 

■"•"       2  \    2.4...  (2m)   y        l    ^  \2n  +  2/       ^ 

Bei  einigermaassen  bedeutenden  n  ist  nun  annäherungsweis  (Th( 

Seite  237) 

/l  .  3  .  5  .  .  .  (2n— 1)Y_  2 

\2  .  4  .  6 (2n)     /  ■"  (2w  +  1)%' 

2n  4-  1  _  2n  +  3  _ 

"Z.  i      "^   •*• »  TI  i       'ä    •*•  >      U.    B.  VST« 

2w  -f  2  2w  H-  4 

also  nahezu 
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Ä  = 


A;2 


=  2M^(^  +  ^^  +  ^*  +  -) 


k^» 


(2n+  1)(1  — ^-2) 
1  nun    die  Eechnucg  auf  d  Decimalen   genau  werden,   so  muss 

<  -rr-^  sein,  folglich  n  der  Bedingung 

(2«  +  l)(l-A;«) 

er 

7o(7(2ii  -f-  1)  +  n  .  7o(/(^)  >  9  +  ?ö^(i-:r-fc^) 

ifigen,  woraus  man  n  durch  Versuche  leicht  findet.     Hiernach  ist 
Jk  =  *  und  bei  einer  Genauigkeit  von  6  Decimalen  n  so  zu  wäh- 
dass 

log{2n  4-  1)  +  n  .  0,19382  >  6,4437 

hierzu  gehört  mindestens  die  Gliederzahl  n  =  25.  Aehnliche 
kchtungen  gelten  für  die  übrigen  Reihen,  und  man  ersieht  dar- 
dass  die  vorigen  Formeln  nur  bei  kleinen  k  praktischen  Werth 
:en. 

c.     Um  Reihenent Wickelungen  zu  erhalten,  die  für  grosse,  d.  h. 
Einheit  nahe  kommende  k  eine  leichte  Berechnung  von  K  und 
Latten,  schicken  wir  eine  Erörterung  über  gewisse  bestimmte 
rale  voraus. 

In  der  Gleichung 

OD 


./     1  +  a^x* 


+ 

me  W  den  noch  unbekannten  Werth  des  rechts  stehenden  In- 
les;  man  erhält  dann  durch  beiderseitige  Differentiation  in 
lang   auf  /3,  welche  hier  aus  nahe  liegenden  Gründen  erlaubt 


dW 


dß 

Bün  umgekehrt 


00 


x^dx 


IC 


(l  +  a2a;8)(14-/32a?2)~  «(«  +  /?)' 


TF=~{z(a  +  /3)  +  ConstV 


Constante  bestimmt  sich  durch  die  Bemerkung,  dass  W  ver- 
rind«t,  wenn  ß  =  0  wird;  es  ist  folglich  Const.  =•  —  la  und 
nöge  der  ursprünglichen  Bedeutung  von  W 


320  Die  elliptischen  Integrale. 


0 

Durch  Substitution  von 


J     1  +«2^:2  «    \     «     / 


a  =  -j=z,       /S=l,       x  =  cotO 
Vi  —  «2 


folgt  weiter 


^^.  t'    IsinOdO      _        n     z(l  -}-  Vi  —  fi«) 


worin  selbstverständlich  B  ein  echter  Bruch  sein  muss.  Schreibt 
statt  dieser  Gleichung  die  mit  ihr  identische 

'    IsinOdO      _  _  fr    P         1  de 

1  —  £2sm-«Ö  ~        2  g/  Vi  _  £2^2  '  1   +  jer' 

so  kann  man  beide  Integrale  leicht  in  convergirende  Reihen 
wickeln,  die  nach  Potenzen  von  6  fortschreiten.  Die  Vergleic 
der  Coefficienten  von  a^«  giebt  dann 


\n 


n     1.3.5...(2n— 1)     /     z^ 


sin^^O  .  IsinOdO  = 


/r 


J  ^"    " "~       2  2.4.6...(2n)      o^   1  +  j 

0 

und  durch  Ausführung  der  auf  z  bezüglichen  Integration 
40)  /  siw2«0  .  IsinOdO 

0 

^     1.3...(2n  — 1)  L«       1    .     1  ,11 

2  2.4...(2w)      1  1^2  ^  2n 

Die  Formel  39)  lässt  sich  ferner  wegen  der   identischen 
chung 

'  1  _  yi  _£« 

folgendermaassen  darstellen 


/•    IsinOdO      _        n  Is  n      (l  +  Vi  — 

o/   1  —  B^sin'^0  ~        2  *  Vi  —  £2       T  '    Vi_  yi  _ 


0 

oder  auch 
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Is  2^    r     IsinddO      _  _     r  du 

Vi    —   6«  "^    STo/    1    —   62  5f^'i0  —  J    1    —  (1  —  £2)^2- 

^ir  setzen  hierin  e  =  hstnipf  multipliciren  beiderseits  mit  dq)  und 
itegriren  zwischen  den  Grenzen  9?  =  0  bis  9?  ==  I^T;  es  ist  dann 


/ 


In  In     In 


'  l{7csinq))d(p      .     2     /'     /'      lsmedq)dd 


+  l/./r 


0 

1 


2^    1 
r     f  dq)du 


(l'-'k^sin^q))u^ 


)as  erste  Integral  linker  Hand  zerfällt  in 
In  Ijt 

-,     /* d^ ,       /'      lsin(pdq> 

/  Vi  —  k^sin^q)        J  Vi  —  k^sin^(p 


\- 


==:K.lk+    /*_^±£££_. 

^   Vi  —  k^sin-ip 

las  nächste  Doppelintegral  wird  bei  umgekehrter  Anordnung  der 
Integrationen  zu 

\n  Itt 

-    /  IsinOdd     /~^— 
X  J  J  cos^q) 


dcp 


+  (1  —k^sin^O)sin^(p 

l  sind  de 


=j 


In 


^     Vi  —  k^sin^e' 

obei  die  Formel  9)  auf  Seite  413  des  ersten  Theils  angewendet 
orden  ist.  Im  letzten  Doppelintegral  giebt  die  umgekehrte  An- 
dnang  der  Integrationen  (abgesehen  vom  Vorzeichen) 


\n 


ß^fil^ 


dq) 


u^)  cos^  q>  +  [1  —  (1  —  k^)u^  sin^  q> 
0  0 


1 


2  J  y(i  _ »2) [1  —  (1  —  Ä;2)tt2]         2      V  2/ 

»zeichnen  wir  zur  Abkürzung  Vi  —  k^  mit  k'  und  F(J^f  |jr)  mit 
',   so  haben  wir  nach  allen  gemachten  Bemerkungen 

8 ch  10 milch,  Analysis.    Ü.        ,  21 
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In  In 


J  Vi  —  Jfc2sm2  9?        J  VT- 


sinOdO X 


Die  beiden  hier  vorkommenden  Integrale  sind  gleich,  weil  auf  d 
Integrationsbuchstaben  nichts  ankommt;  es  folgt  daher 

und  analog,  wenn  kf  für  k  gesetzt  wird, 

IsinOdO 


I« 


/ 


=  —  IK'W  —  ItcK. 


Vi— Ä'^saVÖ 
Diese  Gleichung  ist  es,  welche  bei  grossen  k  also  kleinen  ^  z 

• 

Berechnung  von  K  dienen  kann.     Schreibt  man  nämlich 


1" 


'      7t  \k'J  7t  J    Y\I1 


sinßdd 


so  hat  man  erstens  nach  Nro.  33) 

i..=.+(i)v.+(i-:)v.+(i4-»)v+.. 

ferner  kann  man  (1  — kf'^sin^d)  ^  mittelst  des  binomischen  Sats 
entwickeln  und  die  einzelnen  Reihtnglieder  nach  Formel  40)  ini 
griren ;  als  Resultat  der  angedeuteten  Operationen  findet  sich 

->  -=<F)+ay[<i)-']- 

+  (r^)'[f);-3^]-^ 

+ 

Hieraus  entspringt  folgende  Vorschrift.     Mittelst  der  Formeln 

«0  =  ^(^)»     «2  =  «0  —  1, 

berechne  man  successiv  die  Grössen  ccq,  «2»  ^4  etc.,  welche,  beiläul 
gesagt,  gegen  die  Grenze  M  t?  )  convergiren ;  nachher  hat  man 
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)        JT  =  «0  +  (|)*«»Ä'«  +  (l^\,i^*  + 

Um  die  entsprechende  Formel  für  E  zu  erhalten,  transformiren 
ir  erst  die  Gleichung  34)  so,  dass  ä'  an  die  Stelle  von  k  tritt. 
an  ist 

ad  daraus  wird,  wenn  für  Je  sein  Werth  Vi  —  k''^  gesetzt  wird, 

7)  TT 

E  =  Ic'^K  —  fc'  (1  —  'fe'')U  • 
|nf  die  Gleichung  42)  angewendet,  giebt  diese  Relation 

+  (bl)'l[<^)-'-j^-r^>' 

+ .  . 

daraus  entspringt  folgende  Vorschrift.     Mittelst  der  Formeln 

;line   man  die  Grössen  /32i  1^4  f  ^^^m  welche  gegen  die  Grenze 
y\  convergiren;  es  ist  dann 

Beispielweis  nehmen  wir  Ä  =  JJ,  also  ä'  =  j^,  die  Werthe  von 

,  ß^^  etc.  sind  in  diesem  Falle 
==  2,1592  6004,      ß^,  =  1,5759  2671,      jS«   =  1,4592  6004, 
=  1,4080  6956,      /3io=  1,37910131,      ßii=  1,36041444, 

1  liefern  weiter 


21* 
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1  =1 

i-/}^Ä/2  ==  0,0846  4299 

("i*)*  T'^*  ^'*  ~  ^fi^^^  1622 
(l^y^ft^'e  =0,0000  8241 

(^yi^«^''  =0,0000  0455 
Gt7^)']^^^^^'''=  0,0000  0027 

^  =  1,0865  4646. 

Durch  Multiplication  mit   25   ergiebt   sich  hieraus   die  Län 
Quadranten  einer  aus  den  Halbachsen  25  und  7  construirten 
=  27,163662,  übereinstimmend  mit  dem  auf  Seite  315  gefu 
Zahlwerthe  *). 

d.     Um  nun  auch  die  unvollständigen  Integrale  P(fe,  < 
J5(Ä,  g))  in  unendliche  Reihen  zu  verwandeln,  setzen  wir  zuni 

1  _  VrH~p        ,        ,        ,  2V^ 

^  =  Äi    oder    K  = 


1  4-  Vi  —  Ä»  1  +  ^i 

und  erhalten 


Vi  —  h^sin'^q> 


-L+_^i =  (l+Äi)(l+A;xe+2.-9,)   i(i+^,e- 


Vr-f2Mös29+^ 

worin,  wie  gewöhnlich,  i  =  V —  1  ist.  Die  hier  yorkomi 
Potenzen  vom  Grade  —  |  lassen  sich  nach  dem  binomischen 
in  Reihen  entwickeln,  welche  auch  dann  noch  convergiren, 
man  deren  Glieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reducirt.     Jei 


*)  Die  in  Abschn.  a.  entwickelten  Reihen  finden  sich  schon  in  E 
Werken;  die  Formeln  42)  und  44)  sind  zuerst  von  Legendre  nacl 
nicht  hinreichend  genauen  Verfahren  abgeleitet  worden  in  den  M^m« 
PAcademie,  1780,  pag.  630  und  im  Traite  des  fonct.  ellipt.  Tome  I 
Den  obigen  Beweis  hat  der  Verfasser  gegeben  in  der  Zeitschr.  t  l 
und  Phys.  Jahrg.  2,  S.  49. 
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dürfen   daher   ohne  Weiteres   miteinander  multiplicirt  werden 
.  liefern  ein  Prodact,  welches  unter  Anwendung  der  Formel 

Ke'V'  -f  c-'V')  =  cosif 

folgende  Gestalt  annimmt 

y  =ao  —  02  cos  2  g)  +04COS49?  —  «6  cos  6  g) -)-••' 

Vi  — Jrsin^ip 

I  Goefßcienten  Oo,  021  ^4i  etc.  sind  selbst  wieder  unendliche  Bei- 
i,  und  zwar 

.  =  (1  +  *,)  ji  +  (!)'*•  +  (l^)'i'  + } 

u.  s.  w. 
e  man  aus  Nro.  36)  ersieht,  kann  man  Qq  kürzer  durch 

(drücken,  und  es  ist  daher  zu  erwarten,  dass  auch  03,  04,  etc.  auf 
ktändige  elliptische  Integrale  zurückführbar  sein  werden.  In  der 
at  hätte  sich  schon  Oe  rascher  aus  der  Gleichung  46)  bestimmen 
sen;  multiplicirt  man  nämlich  letztere  mit  d(p  und  integrirt  zwi- 
en  9)  =  0  und  9?  =  Jjr,  so  bleibt  nichts  weiter  übrig,  als 


J  y 


dtp  7t 


/  Vi  —  kUin^q)  2  * 

aus  für  Oo  derselbe  Werth  wie  vorhin  folgt.  Multiplicirt  man 
er  die  Gleichung  46)  mit  2  cos  2  9),  zerlegt  rechter  Hand  jedes 
pelte  Cosinusproduct  in  die  Summe  zweier  Cosinus,  setzt  dann 
1  den  Factor  d(p  hinzu   und  integrirt  wie  vorhin,   so  ergiebt 


^    r     cos2wdw  n 

J  V\  —  Ä;2cin2ffi  2 


^    Vi  —  'k'^^m'^^i 
in  umgekehrt  wegen  C0^2tp  =  1  —  2sm*9? 


in 


^  J  Vi  —  ÄJ^sm«^    "^        Ä  l        Ä;2  J 

3rhaupt  kann  man  auf  ähnliche  Weise  a^n  durch  das  bestimmte 
opral 
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I» 


2nq)dq> 

«21 


■=<-"-i/^ 


ausdrücken,  jedoch  würde  die  völlige  iifdependente  Entwickeln 
desselben  ziemlich  weitläufig  ausfallen.  Es  ist  deswegen  besser,  < 
Coefficienten  a^,  ag ,  etc.  auf  die  vorigen  zurückzuführen ,  wozu  f 
gende  Bemerkungen  dienen  werden. 

Durch  Diflferentiation  der  Gleichung  46)  ergiebt  sich 

h"^  sing)  cos  q> 

=  2a2Sin2g)  —  4 «45^49  -|-  6aQsin6q)  —  .  .  . .; 
diese  Gleichung  multipliciren  wir  mit 

fc2  -  p  -1-    ^<^SJ(p 

und  zerlegen  rechter  Hand  die  doppelten  Producte  aus  Sinus  n 
Cosinus  in  Summen  je  zweier  Sinus;  wird  hierbei  zur  Abkürzung 

¥^       —^ 

gesetzt,  so  ist  das  gehörig  angeordnete  Product 

2sin2q>  ,    ,  .     v    .   « 

s  =  (2102  — ^a4)stn2q) 

Vi  —  k^sin^fp 

+  (202  —  4A04  -|-  6^6) s/n 4 9 

—  (4  «4  —  6Aa6  +  8as)sin6q) 

+  (6^6  —  Sias  +  lOttio)  sinSq) 


Andererseits  erhält   man  direct  aus  Nro.  46)  durch  Multiplicati 
mit  2  sin  2  (p 

2sin2q>  ,^  n   .   «    « 

Kl  —  k^stn^q) 

+  (% — 02)5^49  —  («8  —  a^)sin6q> 

+  («10  —  ö^e)  sin  89)  —  •  •  • 
mithin  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  von  sin2(p 

2^0  —  «4  =  2Aa2  —  4«!    oder    3a4  =  2{ka2  — o©) 
und  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  von  sin(yii  —  2)9>,  wol 
m  eine  gerade  Zahl  >  4  sein  muss, 

{m  —  l)a^  =  im  — 2)1  a^.^^  —  (iw  —  3)o^_4. 

Zur  Berechnung  der  Grössen  Oq  i  02 ,  04  etc.   dienen  also  folgen 
Formeln 
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2  8  2 

7t  7t  tC  ö 

4:Xa\  —  3  «2                    öAag  —  5^4 
«6  = g 1        «8  =  y 1  ^-  s-  w. 

Multiplicirt  man  nun  die  Gleichung  46)  mit  d(p   und  integrirt 
Ton  ^  =  0  bis  g)  =  g),  so  gelangt  man  zu  der  Entwickelung 

47)  F(Jc^  (p)  =  üoip  —  |a2S«'w29?  +  la^sin^cCp  —  laßSin6(p-{-  ••• 

Nach  einem  völlig   analogen  Verfahren   lässt  sich  EOc^cp)  in 
eine  Reihe  von  ähnlicher  Form  verwandeln.     Aus  der  Gleichung 

■1/ '■  1  11 

Vi  —  k'^sin^q)  =  — r-T-(l  +  Jfcie+2*iP)2(l  +  Ä;i  6-2.99)2 

1   +  Äi 

erhält  man  zunächst  mittelst  des  binomischen  Satzes  eine  Entwicke- 
lang von  der  Form 

48)  Vi  — k^sin^tp  =  ho -^1)2  cos 2g)  —  b^  cos 4 (p -^bß  cos 6g) — •••, 

worin  sich  die  beiden  ersten  Coefficienten  wie  früher  bestimmen  las- 
sen.    Es  ist  näniHch 

/Vi  —  k^8in^g)dg>  =  bo-—  oder  bo  =  —E; 
2  7t 

0 


ferner 


In 
2 


2   /  Vi  —  k^sin^g)  .  cos2g)dg>  =  b2-r- 
0 


mithin 


1- 


l>2=-- 


1^2  =  —   /  Vi  --  Ä;2sm2g?(i  — 2sw2g?)e?g) 

0 

und  durch  Reduction  dieses  Integrales 

£     (2--A;^)^~  2(1  — Z;2)JS: 
JT  '  3Ä;2 

Multiplicirt  man  femer  den  Diflferentialquotienten  der  Gleichung  48) 
mit  Ji  +  2  cos  2  g),  so  erhält  man  linker  Hand  denselben  Ausdruck, 
sJb  "wenn  man  in  Nro.  48)  beiderseits  den  Factor  2  sin  2  g)  zusetzt; 
die  Vergleichung  der  Coefficienten  in   den   so   entstehenden  Reihen 

g^ebt 

Öl>4  =  2  (A  62  —  bo) 
und  fiXr  jedes  gerade  w  >  4 
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(m+  !)&;„  =  (w  — 2)A5^-_2—  (»w  —  3)  ttm-i^ 
Zur  Berechnung  der  Grössen  l>o»  h  etc.  dienen  hiemach  folgende 


Formeln 


60  =-:^,     h 

7t 


\[u,  -  ^^'^^^'^ k],    64  =  1(^62-^, 


4A54  —  I&2 


^6 


-  6^5«  —  3l>4 

Og  =  1 •  u.  s.  w. 


7  '  °  9 

und  nun  ergiebt  sich  aus  Nro.  48)  durch  Multiplication  mit  d(p  und 
Integration  von  (p  -=  0  h\ü  (p  =  (p 

49)  E(Jc,<p)  =  log)  +  lh.2Sin2<p  —  lbiSin4:(p  +  |l>6St»69— •••• 
Will  man  für  einen  und  denselben  Modulus  gleichzeitig  F(h^q>) 
und  EQc^  9?)  berechnen,  so  ist  es  von  Vortheil,  die  Coefficienten  ^), 
l>2»  etc.  aus  «0»  0^2»  etc.  herzuleiten.  Die  hierzu  nöthigen  Rcduo- 
tionsformeln  ergeben  sich  dadurch,  dass  man  die  durch  Differentur 
tion  von  Nro.  48)  erhaltene  Gleichung 

h^sinwcosq)  ^,     .   «  ^x     .    ^       • 

, ,    ■  ^      =  2h28tn2w  —  4:h^8tn4:q>  -l-  •  .  •  • 

.  Vi  —  kHin^tp 
mit  der  früheren  Entwickelung 
2  sin  2  (p 


(2ao  —  ai)sin2q)  —  (oq — aß)sin4q)  + 


•  •  •  i 


Vi  —  k^sin^cp 

vergleicht,  indem  man  die  erste  mit  4,  die  zweite  mit  k^  multip&j 
cirt;  es  findet  sich  zunächst 

62  =  |Ä;2(2ao  — «4) 
und  für  jedes  gerade  m  ^  2 

L    _    ^S  ^ 

4m 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  Nro.  49),  so  kann  das  Resultat  iil 
folgende  Rechnungsvorschrift  gekleidet  werden:  man  bestimme  die| 
Grössen  Co,  C3,  C4,  etc.  mittelst  der  Formeln 

^     —    ^    TP        ^     —   2^    —   ^4 
Co   =  —-C/i       C2    = , 

7t  4 

04— p — ,      Cq= g5 — ,U.  s.  w.; 

es  ist  dann 

50)    JE(Ä;,  g?)  =  Co  +  i A;^  (casi»  2  9?  — 04^^49?  +  Ccsm  6  g) •) 

Um  zu  zeigen,  in  wie  weit  diese  Formeln  praktisch  anwendbar 
sind,  wollen  wir  nach  denselben  den  Fall  Ä  =  ||,  9?  =  Jot  behan- 
deln.   Es  ist  dann 
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337 


*  —  144  • 

0,6366  K 
1,4898  K  — 
1,8999  JT  — 
2,6632  K  — 
3,9852  K  — 
6,2188/C  — 
9,9700  Ä' — 
16,276  JT  — 
26,910  JT  — 


K  =  2,6931425,  E  =  1,0865465 ; 


Co  =  0,69172 
C2  =  0,74899 
C4  =  0,05034 
Cß  =  0,00922 
Cg  =  0,00239 
c,o=  0,00075 
Cu  =  0,00026 
Ci4=  0,00010 
Ci6  =  0,00004 
Ci8  =  0,00002 
C2o=  0,00001 


=  1,71451 
2.7631^=  1,01018 
4,3109^=  0,43306 
6,4131  E  =  0,20468 
9,7851 -E7=  0,10125 
15,3675^=  0,05143 
24,6887  E  =  0,02658 
40,331  E  =  0,01390 
66,697  E  =  0,00733 
=  44,911  JT  —111,321^  =0,00388 
=  75,495  Ä'  —  187,134 -E  =0,00205 
=  127,63  Z  —  316,37^  =  0,00105 
=  216,77  Ä'   —  537,3517   =  0,00049 

Fi^,  In)  =  1,27853;  E(ll  In)  =  0,88326. 

Coefficienten  ae ,  «a ,  etc.  sind  hier  vollständig  durch  K  und  E 
gedrückt  worden  (was  für  gewöhnlich  überflüssig  ist),  weil  da- 
ch ersichtlich  wird,  dass  der  Coefficient  a^  die  Form  pK  —  qE 

worin  p,  g  rasch  wachsen.  "Will  man  daher  eine  erhebliche  Ge- 
igkeit  erreichen,  so  muss  man  vorher  K  und  E  sehr  scharf,  d.  h. 
ungefähr   12  Decimalen  bestimmt  haben  und   selbstverständlich 

mehr  Reihenglieder  berechnen,  als  hier  geschehen  ist.  Aus  die- 
Bemerkungen  geht  zur  Genüge  hervor,  dass  die  Formeln  47)  und 
nur  einen  theoretischen  Werth  besitzen  *). 

Für  die  elliptischen  Integrale  dritter  Art  lassen  sich  zwar  Rei- 

von  ähnlicher  Gestalt  entwickeln,  jedoch  sind  die  darin  vor- 
menden  Coefficienten  von  so  complicirtem  Bau,  dass  die  betref- 
en  Reihen  keinen  Nutzen  gewähren. 


*)  Die  oben  abgeleiteten  Formeln  stimmen  im  Wesentlichen  mit  den  von 
endre  im  Trait^  des  fonct.  ellipt.  Chap.  34  gegebenen  überein,  nur  sind 
ier  einfacher  dargestellt  worden. 
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V.    Das  Additlonstheorem  für  die  Integrale 

erster  Art. 

Aus  den  Elementen  der  Integralrechnung  weiss  man,  dass 
die  Integrale  echt  gebrochener  rationaler  Functionen   durch 
rithmen  und  Kreisbögen  ausdrücken  lassen,  und  dass  die  Ini 
irrationaler  Functionen,  falls  letztere  nur  ein  Hadical  von  der  F< 

ya  -\-  hx  -{-  cx^  enthalten,  gleichfalls  auf  jene  einfachen  Fi 
nen  zurückkommen.  Steigt  aber  die  unter  der  Quadratwurzel 
hende  Grösse  auf  den  dritten  oder  vierten  Grad,  so  reichen  die 
heren  Integrationsmittel  nicht  mehr  aus,  und  die  Beduction 
dann  auf  die  drei  elliptischen  Integrale,  welche  denmach  den 
rithmen  und  Kreisbögen  gewissermaassen  verwandt  sind  und  sich 
der  That  bei  verschwindendem  Modulus  auf  jene  Functionen 
ciren.  Man  kann  daher  sagen,  dass  die  Logarithmen,  die  cycloi 
trischen  Functionen  und  die  elliptischen  Integrale  ihre  gemen 
Quelle  in  der  Integralrechnung  haben,  denn  wenn  auch  die  beic 
ersten  Functionen  nicht  schon  aus  der  Algebra  und  Trigonomel 
bekannt  wären,  so  würde  man  durch  die  Integralrechnung  genöl 
worden  sein,  Integrale  von  den  Formen 


X' 


/dx  r      dx 

1  0        "^  ^ 

zu  betrachten  und  irgendwie   zu  benennen.     Für  die   vorliegem 
Functionen  gelten  nun  bekanntlich  die  Gleichungen 

Ix  '\-  ly  =  l{xy), 

aresin X  +  aresin y  =  aresin (xVl  —  y^  -f-  yVl  —  «'), 

sie  haben  also  die  Eigenschaft  gemein,  dass  zwei  mit  verschiedf 
Argumenten  x  und  y  versehene  Functionen  derselben .  Art  zu  eini 
Function  der  nämlichen  Art  vereinigt  werden  können,  deren 
ment  nach  einer  bestimmten  Hegel  aus  x  und  y  zusammengesetzt  ii 
Allgemein  ausgedrückt,  heisst  dies,  sowohl  für  f(x)  =  Ix  als 
f(x)  =  aresin  X  besteht  eine  Gleichung  von  der  Form 

worin  £f  auf  gewisse  "Weise  von  x  und  y  abhängt.      Bei  der  Ve 
.  wandtschaft  zwischen  den  eben  genannten  Functionen  und  den  eDij 
tischen  Integralen  lässt  sich  erwarten,  dass  für  letztere  ähnliche 
lationen  bestehen  werden,  und  es  ist  dann  zu  untersuchen,  wie 
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diesem  Falle  ß  von  x  und  y  abhängt.  Bevor  wir  dazu  übergehen, 
"Wollen  wir  erst  die  beiden  einfachen  Fälle  f{x)  =  lx  und  f{x)  = 
aresin  X  betrachten,  um  an  diesen  das  nöthige  Verfahren  auseinander 
SU  aetzen. 

Wir  denken  unis  die  Function  f(x)  definirt  durch  die  Gleichung 


61)  /(x)  =  f 


X 

dx 


X 

1 


und  stellen  die  Aufgabe,  y  so  zu  bestimmen,  dass  die  Gleichung 

62)  m  +/(!,)=  C 

erföllt  wird,  in  welcher  C  irgend  eine  Constante  bezeichnet.     Durch 
Differentiation  folgt  zunächst  vermöge  der  Bedeutung  von  / 

X  y 

oder 

63)  ydx   +  xdy  =  0; 
mithin  ist  durch  Integration 

J  ydx  -^    I  xdy  r=  const. 

"f  Wendet  man  auf  jedes  dieser  Integrale  die  theil weise  Integration  an, 
Bo  erhält  man 

2xy  —    j  (xdy  +  ydx)  =  const. 

d.  i.  wegen  Nro.  53) 

2xy  =  const,    oder    xy  =  c. 
Dem  ursprünglichen  Sinne  der  Aufgabe  entspricht  also  die  Lösung 


speciellen  Falle  a?=l  verschwindet /(ic),  daraus  folgt  C  =f(c), 
fffi<;liiTi  ist  auch 


/(a5)   +  /(^)  =  f(c). 


Beachtet  man  noch,  dass  c  und  ebenso  —  jeden  beliebigen  Werth  ha- 

X 

|>en    kann ,  so  darf  man  —  mit  irgend  einem  Buchstaben,  also  auch 

X 

mit  y  bezeichnen,  woraus  c  =  xy  folgt.   Die  nunmehrige  Gleichung 
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drückt  in  der  That  die  Fundamentaleigenschaft  des  Logarithmui 
aus  und  ist  hier  lediglich  aus  der  Integraldefinition  in  51)  ber* 
geleitet. 

Es  sei  zweitens 

X 


^«  =  fvr= 


«• 


und  wiederum  die  Gleichung  52)  zu   erfüllen;   die  Differentiation 
gieht  dann 

64)  ^ _i_  ^ 

oder 

mithin 


Vi  —  a?2        Vi  —  y2 
Vi  —  y^  .  dx  +  Vi  —  x^  .  dfy  =  0, 


consi. 


Cyr^ITy  .  dx  +    fVl  —  x^  .  dy  = 

Bei  theilweiser  Integration  ist  ferner 


mithin  durch  Addition 

J       \Vl  — a;2      Vi— W 
Wegen  Nro.  54)  verschwindet  das  Integral  und  es  bleibt  einfacher 

a?Vl— 2/^  +  yVl—x^  =  c, 

womit  nun  die  Bedingung  gefunden  ist,  unter  welcher  die  Helation 
/(^)  +  /Ö/)  =  (^  besteht.     Für  a;  =  0  wird  y  =  c,  /(O)  =  0  und 
C  =  f{c)  also 

•     /(^)+/(j/)=/(c). 

Da  c  jeden  beliebigen  Werth  haben  kann,  so  kann  man  schliess- 
lich auch  z  für  c  schreiben  und  sagen ,  die  Gleichung  f{x)  +  /(y) 
=  /(-)  gilt  nnter  der  Bedingung 

e  =  xVl^-y^  +  yVl— aj2, 

womit  das  Additionstheorem  für  f(x)  =  aresin  o?  analytisch  abge- 
leitet ist. 

Dasselbe  Verfahren  lässt  sich  auf  die  Function 
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X 

55)  /(x)  =  r,  ^"^ 

/  y(l  -  «»)  (1  —  &»a;») 

in  folgender  Weise  anwenden.     Wenn  zunächst 

66)  fix)+f(2,)=0 

sein  soll,  so  ^ebt  die  Differentiation 

V(l— a;«)(l-Ä2a:«)        V(l  -  y^)  (1  -  k^y^ 
oder 

58)    V(l  —  y^) (1  —  Ä;«y^ . dx  +  V(l— a:0(l— &»a;2).^y  _  o. 

Diese  Gleichung  dividiren  wir  durch  1  —  k-x^y^  und  integriren; 
es  ist  also 

Mittelst  theilweiser  Integration    findet   sich   leicht,    wenn   zur 
Abkürzung 
xy  [2  Ä;«  {x^  -\-  y^  -  (1  +  k'^  (1  +  fe^x^y  ^)]  2rx^y^ 

(1— Ä;2ic^y2)«  ""     '      (1  —  A;2x2y2)a       ^ 

gesetzt  wird, 

r-  

Die  entsprechende  Transformation  für  das  zweite  Integral  in 
M'ro-  59)  ergiebt  sich  hieraus  durch  gegenseitige  Vertauschung  von 
X  und  y't  dabei  ändern  sich  aber  die  symmetrischen  Functionen  P  und 
Q  niclit,  mithin  ist 


(l-y»)(l-A;y)       _  V(l-y-)(l-^y) 
1  — A;*a;«y»  l—h^x'-y^ 

Pdy 


I 


V(l_a.i)(l_fcV)  ^^  ^  V(l_a;i)(l-A;»x»)^ 


1  — Äi'x'y«  '  1— Ä'x'y» 

7  V(l  — x*)(l-Ä»a!2)        7 
Nach  Substitution  dieser  Ausdrücke  verwandelt   sich  die  Glei- 
cliaii^  59)  in 

xVQ.  —  y»)  (1  —  fcV)  +  yVjl  —  z-')  (1  -  k^x^) 

l—k^x^y^ 

J      iy(i  —  »^O  (1  -  &»x2)       V(i  -  y*)  (1  -  Ä»y^)i 

—  y   C |y(l  —  y5) (1  —  &«y») da;  +  y(l  - x») (1  —  &»a;«)  dy  |  =c 
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d.  i.,  weil  nach  Nro.  57)  und  58)  die  beiden  Integrale  verschwmdeiii  ^ 

^  1  —  k'^x^y^ 

Diese  Gleichung  spricht  die  Bedingung  aus,  unter  weiAsr 
f{x)  +  f{y)  =  C  ist.  Für  x  =  0  giebt  sie  y  =  C,  und  da  gleidir 
zeitig  /(O)  =  0  ist,  so  bleibt  C  =  f(c),  mithin  enthält  Nro.  60)  dte 
Bedingung  für  die  Existenz  der  Gleichung 

m-\-Av)=f(c). 

Schreibt  man  endlich  g  statt  der  willkührlichen  Grösse  c,  so  hat 
man  den  Satz:  wenn 

_  xV(l  —  y^)  (1  --  Jc^y^)  +  y  V(l  —x'^)(l  —  k^x^) 
^  ~  1  —  k^x^y^ 

genommen  wird,  so  ist 

r  dx  r  dy 

j  V(l  — a;2)(l— Ä2a?2)       j  Vil—y'^il—h^y^) 

dz 


=/ 


Für  r»  =  smg>,  y  =  siniff,  e  =  sind  erhält  dieser  Satz  fol- 
gende Form:  wenn 

^  .  .       sing)  cos 7p  ^(tjj)  4"  siniS) cosq>  ^ {(p) 

1 — k^stn^q)Sin^ilJ 
genommen  wird,  so  ist 

Fijc^tp)  +  F(k,7l;)  =  F(k,ö). 

Zufolge  dieses  sogenannten  Additionstheoremes  lassen  sich 
zwei  mit  gleichem  Modulus  und  verschiedenen  Amplituden  versehene 
elliptische  Integrale  erster  Art  zu  einem  einzigen  Integrale  gleicher 
Art  zusammenziehen. 

Bei  der  fundamentalen  Bedeutung  dieses  Theoremes  ist  vielleicht 
ein  zweiter  Beweis  desselben  nicht  überflüssig,  welcher  darauf  hin- 
auskommt, das  Integral 

a 

^    Vi  —  k^stn^rj 

durch  Einführung  einer  neuen  Variabelen  zu  transformiren.     Setzt 
man  nämlich 

63)  cosß  cosrj  —  sinß  simf^  Vi  —  k^sin^^  =  cos^^ 
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10  entspricht  der  unteren  Grenze  ly  =  0  der  Werth  ^  =  ßy  und 
Venn  ij  =  a  geworden  ist,  so  hat  5  einen  Werth  y  angenommen, 
velcher  ans  der  Gleichung 

|4)  cosß  cosa  —  sinß  sina  Vi  — k^sin^y  =  cosy 

WBL  berechnen  ist.  Um  ferner  dtj  durch  d^  auszudrücken,  könnte 
pan  1}  ans  der  Gleichung  63)  entwickeln  und  dann  di£ferenziren ; 
nuM^er  führt  die  Bemerkung  zum  Ziele,  dass  die  Gleichung  63)  auch 
ibiter  den  beiden  Formen 

i)  cosicosß  +  sin%  sinß  Vi  —  k^  sin^ri  =  cosrj, 

\)  costcosri  +  sintsinri  Vi  — k^sin'^ß  =  cosß 

rgestellt  werden  kann.     Man  überzeugt  sich  hiervon  leicht,  wenn 

m  die  Gleichungen  63),   65)  und  66)  rational  macht;  weil  aber 

n  die  Vorzeichen  der  Badicale  verloren  gehen,    so   bedarf   die 

tichtigkeit  dieser  Vorzeichen  eines    besonderen  Nachweises.      Nun 

it   die  Gleichung  63)  für  Ä  =  0  in  cos  (j3  +  ?/)  =  cos  g  über, 

ms  folgt  cos (5  —  ß)  =  C0S71  und  cos(^  —  ?/)  =  cosß\  dasselbe 

9ben   auch  die  Gleichungen  65)  und  66)  für  ä  =  0,  woraus  die 

shtigkeit  der  gewählten  Vorzeichen  erhellt.     Durch  Diflferentiation 

Gleichung  66)  wird  nun,  wenn  wir  das  vorkommende  Radical  für 

Augenblick  mit  B  bezeichnen, 

{Bcosrisinl  —  sin7icosl)dri  ■==  (cosr}sint  —  B sinrj cost) d^^ 
ler  giebt  die  Substitution  des  aus  Nro.  66)  genommenen  Worthe« 
m  B 

cosßcosTi  —  cosl  ,  cosri  —  cosß cosi  -^ 

ari  = r-z »C 

sinvi  smi 

.  i.  nach  Nro.  63)  und  65) 

sinß  Vl—k^sin^ldn  =  sinß  Vi  —  k'^  sin^rj  dt 
ler 

dn  dl 


Vi  —  k^sin'^n        Vi  —  k-^sin'^i 

Substituiren  wir  dies  in  Nro.  62)  oder,  was  Dasselbe  ist,  inte- 
iren  wir  die  vorstehende  Gleichung  mit  der  Rücksicht,  dass  den 
lenzen  ij  =  0  und  r^  =  a  die  Grenzen  f  =  /J  und  5  =  y  cnt- 
rechen,  so  erhalten  wir 

fln_^  fjL=  fjL-  f'Jl. 

9  p  Q  0 

1.    FC^.cc)  =  F(k,y)  —  F(k,ß),  wob^ri  di^.  Amplitu^kn  «, /J,  y 
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an  die  Gleichung  64)  gebunden  sind.     ludem  wir  noch  tp^if,  6 
cc,ß,y  schreiben,  erhalten  wir  den  Satz,  dass  die  Gleichung 

F(Jc,(p)  +  FXJc,^)  =  F(k,(S) 
stattfindet,  sobald  die  Amplituden  g>,  ^,  (S  der  Bedingung 
67)  cosq)  cos  il^  —  sin  (p  sin^  ^(<5)  =  cas6 

genügen,  welche  dem  Früheren  analog  auch  unter  den  Formen 

( cosö  cos  cp  +  sin  6  sin  q>  ^(t)  =  cos  ^, 
[cosöcostl^  +  sinösinip  ^(cp)  =  cosq> 

dargestellt  werden  kann.     Eliminirt  man  cos  6  aus  den  beiden  1 
ten  Gleichungen,  so  ergiebt  sich 

cos^Gp  —  cos'^ib 
stn  ö  """^  L— ^— ^.— — — . 

cos  cp  sinilf  ^  (cp)  —  costpsinq)^(tl^) 
oder,  wenn  Zähler  und  Nenner  mit  coscp  sintp  ^((p)-\-  cosi^  sinq)^ 
multiplicirt  werden, 

V  .  smg>cos^z/(^)  +  sirnj^  coscp  ^(y) 

D9)  StHÖ   = — ; — ; — 1 — T-- • 

1  —  Jc^  stn^  cp  sin^  ^ 

was  mit  Nro.  61)  übereinstimmt. 

Durch  Substitution  hiervon  in  eine  der  Gleichungen  68)  ei 
man  ferner 

_  V  cosq)  cost\j  —  sincpsin'ijj  ^{cp) ^(jI^) 

1 — Tc^sin^cpsin^ilf 
und  aus  Nro.  67) 

X  ..V  -^(9)  ^(^)  —  Ä^  sincp  coscp  sinil)  cosif; 

^  (-)  — —  1  --Jc^sin^cpsin^'tlf  ' 

endlich  als  Quotient  von  69)  und  70) 

72)  tana  =    *^^^  ^W +  *^^^'^(<P) 

1  —  tancp  fanip  ^(q))  ^{iO 

Die   letzte   Formel   bietet  die   meiste  Bequemlichkeit   für 
numerische  Berechnung  von  ö.      Bestimmt  man  nämlich  zwei  Hi 
Winkel  cp'  und  ip'  mittelst  der  Formeln  tancp'  =  tancp ^(ip) 
tanip'  =  tanip^Jicp),  so  wird  sehr  einfach  ö  =  g>'  +  ip'. 

Einen  bemerkenswerthen  speciellen  Fall  des  Additionstheore 
liefert  die  Annahme  ö  z=  Itc,  nämlich 

tancp  tantp  = 


73) 


./ » 


F(k,(p)  +  F(k,t)  =  HM'^h 

die  beiden,   den  Amplituden  g)  und  ip  entsprechenden    elliptisc 
Integrale  ergänzen  sich  dann  zum  vollständigen  Integrale  K, 
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'  Bevor  wir  die  Folgerangen  erörtern,  welche  sich  an  die  Addition 
der  elliptischen  Integrale  knüpfen,  wollen  wir  noch  einige  spater 
branchbare  Combinationen  der  obigen  Formeln  entwickeln.  Elimi- 
nirt  man  nämlich  cos6  ans  Nro.  67)  nnd  der  zweiten  Gleichung  in 
Kro.  68),  80  erhält  man 

..  .  sinq)C08i^^(6) -}-co$q>sini; 

^^^  ~  8in6  • 

anf  gleiche  Weise  geben  Nro.  67)  nnd  die  erste  Gleichung  in  Nro.  68) 


folglich  ist 


74) 


.  sinifCos(p^(p)  -\-  co8ifsinq> 

8ino 


Die  Subtraction  der  elliptischen  Integrale  ist  leicht  auf  die 
Addition  zurückzuführen,  indem  man  ^  negativ  nimmt  und  die  Re- 
.lation  F(k,  —  ♦)  =  —  F(k,  ^)  beachtet    Schreibt  man  gleichzeitig 
t  statt  Ö,  so  hat  man  den  Satz,  dass  die  Gleichung 

F(k,q>)-F(k,i;)  =  F(k,t) 
unter  der  Bedingung 

sinq)C08ilf  ^{jf)  —  sinifcosg)  ^(y) 

1  —  k^  8in^  q>  sin*  if 

stattfindet.     Für  die  Formeln  70),  71)  und  72)  treten  analoge  Ver- 
indenmgen  ein. 

Die  Multiplication  der  elliptischen  Integrale  lässt  sich  als 
ane   successive  Addition  derselben  auffassen  und  demgemäss  ausfüh- 
I10I1.     Im  einfachsten  Falle  giebt  das  Additionstheorem,  wenn  ij;  =  q} 
mommen  und  qpj  für  6  gesetzt  wird, 

F(h,ip2)  =  2F(h,g>) 
wobei  g>f  aus  einer  der  Formeln 
i  28mwcosq>d(Sp)  1 — 2  sm* g? +Jk* «in* o) 

^'  1 — h*6tn*q>  1 — k^8in*g) 

so  bestimmen  ist.    Bezeichnet  femer  q)i  diejenige  Amplitude,  welche 
der  Gleichung 

F(k,  9,)  =  3F(k,q.)  =  F(k,  <jp,)  +  F(k,  q>) 

ent8pri<^ht,  so  ist 

8inq>i  cos<p  ^((f)  +  sin  q)  rosq),  ^(q>i) 


9mq>z  = 


SehlOmilch,  Analjsit.    IL 


1  — k^8tn'^q^iSm^q> 


22 
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Tiud  durch  Substitution  der  vorigen  Werthe 

[4  (1  —  h'  sin'^w)  cos^-w  —  (1  —  A;2  sin^  q>)^  sin  <p 
^^        (1  — Ä2  sin*  g?)  -•  —  4  Ä;2  (1  —  A;'^  sin^  fp)  cos^  q>  sin^  9 
Wie  man  auf  diesem  Wege  weiter  gehen  kann  erhellt  von  selbs 
Um  aber  complicirte  Ausdrücke  zu  vermeiden,  wollen  wir  noch  eil 
Abkürzung  des  Verfahrens  erwähnen.     Wenn  die  drei  Amplitndi 
9n-i»  9^11»  9n^i  den  Gleichungen 

F(/^(3P„^i)  =  (w-l)F(Ä;,9), 
FQc,q)n)  =  nr(k,(p), 
F(k,q>n^O  =  (n  f  l)F(k,ip) 

genügen  sollen,  so  ist  gleichzeitig 

F(k,rpn^i)  =  F(k,(p„)  +  F(k,(p), 
F{k,(pn^i)  =  F(k,cp„)  —  F(k,q>), 

und   durch  Anwendung  des  Additions-,  sowie  des  Subtractionsthc 
remes  findet  man  hieraus 

2J(w)coswsinWn 
^  1  —  k^sm^q)sm^q)n 

2C0Sq)C0SWn 
C0S9«-f  1    +   COS(pn^l  — 


1  —  Ä;2  sin^  (p  sin^q)n 
Der  Quotient  beider  Gleichungen  ist 

tan\{(pn^-i  +  g>«-i)  =  ^((p)tan(pn, 

und  nach  dieser  Formel  lassen  sich,  wenn  man  von   (pQ  =  0  m 

cpi  :=r  q)  ausgeht,  der  Reihe  nach  9)2,  ^3,  9)4,  etc.  leicht  berechne 

Die  Division  der  elliptischen  Integrale  folgt  aus  deren  Mi 

tiplication,  sobald  man  der  Gleichung  F(k,  (p^)  =■  mF(k,  g))  die  m 

gekehrte  Form  F(k,  <p)  =  —F(k,  cpm)  ertheilt  und  dabei  g)m  als  b 

kannt,  cp  als  unbekannt  ansieht.  Bezeichnet  ^  den  gegebenen  Wer 
von  cpjn,  so  entspricht  z.B.  der  Gleichung 

die  Bedingung 

1—2  sm2ff)  +  k^sin^w        1  —  2a;2  +  k^x* 
^  1— Ä2sm4gj  l^k'ix*        ' 

worin  zur  Abkürzung  die  Unbekannte  sin  cp  =  x  gesetzt  worden  11 
Wie  man  sieht,  erfordert  die  Bestimmung  von  cp  immer  die  Aufl 
sung  einer  algebraischen  Gleichung  höheren  Grades. 

Das  Multiplicationstheorom   lehrt   auch  die  Bedingung  kenne 
unter  welcher  die  allgemeinere  Gleichung 

pF(k,q,)  =  qr(k,tl>) 
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stellt,  'worin  p  und  q  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Denkt 
m  sich  nämlich  ein  drittes  elliptisches  Integral  F(k,  co)  als  ge- 
finscbaftlichen  Werth  beider  Seiten  der  obigen  Gleichung,  so  folgt 
B  p  F(k,(p)  =  F(k,(o)  eine  Bedingungsgleichung  zwischen  <p 
d  <»,  andererseits  giebt  g,F(k,  t)  =  F(k,  o)  eine  Bedingungsglei- 
nng  ziKrischen  ^  und  ö;  endlich  führt  die  Elimination  von  Cö  aus 
ta  erwähnten  beiden  Gleichungen  zu  der  gesuchten  Relation  zwi- 
ben    q)  und  ^. 

Das  Gesamintresultat  dieser  Untersuchung  besteht  in  folgendem 
itze:  wenn  r,  s,  t,  etc.  beliebige  positive  oder  negative  rationale 
ihlen,  9),  |f%  Xi  ©tc.  gegebene  Amplituden  bezeichnen,  so  lässt  sich 
18  aus  einer  endlichen  Gliederzahl  bestehende  Aggregat 

rF(k,q>)  +  sF(k,t)  +  tF(k,x)  +  •  •  • 
ein  einziges  elliptisches  Integral  zusammenziehen,  dessen  Modulus 
iederum  Je  ist,  und*  dessen  Amplitude  durch  algebraische  Operatio- 
si  aus  9),  ^,  Xi  6tc.  abgeleitet  werden  kann*). 

"VT.     Die  Additionstheoreme  für  Integrale  zweiter 

und  dritter  Art. 

Bei  den  folgenden  Erörterungen  setzen  wir  immer  voraus,  dass 
Sseben  den  drei  Amplituden  9),  ^,  <5  die  Gleichung 

cosö  =  coscpcosjp  —  sintpsinil)  ^{0) 
>he,   w^orin  6  als  eine  gegebene  Grösse,   d.h.  als  eine  willkühr- 
Constante  betrachtet  werden  möge;  nach  dem  Früheren  gelten 
die  Gleichungen 


^{fp)    ^(t) 


r 


*)  Die  Differentialgleichung  57),   worauf  die   ganze  obige  Untersuchung 
bty   wurde  zuerst  von  Euler  in  den  Institutiones  caiculi  integralis,  Vol.  I, 
io  2)  Cap.  6  mittelst  eines  Verfahrens  integrirt,   welches  der  Hauptsache 
mit  dem  in  Tbl.  I,  §  109  benutzten  übereinstimmt.   Eine  andere  Methode 
»  Lagrange  in  der  Theorie  des  fonctions,  §.79.     Das  hier  angewendete 
r elegante  Verfahren  -wurde  von  Liouville  aus  den  Papieren  von  Sturm 
etheilt  in  den  Comptes  rendus  de  TAcademie,   1856,  Nro.  21.     Hinsicht- 
geometrischer  Constructionen  des  Additionstheorem  es  verweisen   wir  auf 
nnd  82  der  Theorie  des  fonctions  von  Lagrange  und  auf  eine  Abhand- 
Ton  Jacob!  in  Crelle's  Journal,  Bd.  3,  S.  376,  deren  Grundgedanke  von 
belot    in  Crelle's  Joum.,  Bd.  38,  S.  353    weiter   ausgeführt  worden   ist. 
vollständige  Darstellung  der   beiden    letzten  Arbeiten  giebt  Du  rege  im 
%l»elifi«  seiner  Theorie  der  elliptischen  Functionen. 

22* 
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und  es  entsteht  nun  die  Frage,  ob  unter  diesen  Umständen  die  ^ 
men  E(k,(p)  -f  E{k,ilf)  und  n^(k,(p)  +  77o(Ä,^)  eine  der  toi 
ähnliche  Zusammenziehung  gestatten, 
a.     Setzen  wir  zur  Abkürzung 

S  =  E(k,<p)  +  E(Je,i,\ 
so  folgt  durch  Differentiation 

dS  =  ^(<p)dq>  +  J(tl>)d4f, 
und   zu  dieser  Gleichung  addiren   wir  die  aus  Nro.  76)  fliess 
Gleichung 

0  =  ^(ip)dg)  +  ^((p)dilf, 
wodurch  entsteht 

rfs  =  [z/(9;)  +  ^(t)-i  (dtp  +  aty 

Zufolge  der  ersten  Formel  in  Nro.  74)  ist  dies  soviel  wie 

oder,  wenn  für  den  Augenblick  q)  -\-  iff  =  j^  gesetzt  wird, 

sino 
Hieraus  folgt  durch  Integration 

8in0  '^  smö  ^^    ' 

Die  Integrationsconstante  C  bestimmt  sich  durch  die  Spe 
sirung  g?  =  0;  in  diesem  Falle  wird  ?^  =  ö,  ^(A;,  9?)  =  0,  £( 
=  E(k,a)  und  S  =  E(Jc,  C),  mithm 

E(k,  ö)  =  "^^^^  "^  ^  (C—cosa) 

und  durch  Subtraction  dieser  Gleichung  von  der  vorigen 

S-E(k,o)=  -^^^  [cosa - co8(<p  +  V)]      . 

oder 

S  =  E(k,  0)  -\ —. — —  (cosö  —  cosw  C08i\)  +  sinq>  sinif)^ 

stnö 

Berücksichtigt  man  noch,  dass  wegen  Nro. 75) cosö  — cos(p 
=  —  sinq)sinilf  ^{p)  ist,  so  erhält  man 

S  =  E(k,  ö)  -\ \  2       sintp  sint 

oder  endlich  vermöge  der  Werthe  von  S  und  ^(fi) 

77)  E{k,  (p)  +  E(k,  t)  =  E(k,  ö)  +  &«  simp  sinif  sin6. 
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Dies  ist  das  Additionstheorem  für  die  Integrale  zweiter  Art. 
(an  kann  hie^ans  ganz  ähnliche  Consequenzen  ziehen  wie  aus  dem 
rfiheren  Additionstheoreme,  jedoch  sind  dieselben  nicht  so  wichtig, 
MB  aie  Tollstandig  entwickelt  werden  müssten ;  das  Bemerkenswert 
here  davon  wird  überdies  im  nächsten  Abschnitte  vorkommen. 

b.  Um  auch  für  die  elliptischen  Integrale  dritter  Art,  welche  mit 

JP 

neichnet  werden  mögen,    das  entsprechende  Additionstheorem  zu 
bden,  setzen  wir 

s^  =  no(h,k.(p)  +  n^(h,k,i>) 

lud  erhalten  zunächst 


(l  +  hsin^(p)^((p)    '    (1 +/ism«*)z/(^) 

nfur  wegen 

dif    dq) 

schrieben  werden  kann 

^ h(sin^4f  —  sin^q))  dtp 

^^  —  (Tf //sm«g?)(l  +  hsin^t)  '  ^((p)' 
dererseits  ist,  wenn  wie  früher  6  als  Gonstante  angesehen  wird, 

/J(q>)dq>  -|-z/(^)  Ji^  =  k^ sinö  d(sin(p  sinif) 
i  unter  Benutzung  der  vorletzten  Relation 

(stn^i;  —  8in*q))      ^^    =  sin  ö  d(sin  q>  sin  ^)  • 

r  dSo  ergiebt  sich  hiemach 

h  sin  6  d  (sin  q>  sin  ^)    


dfli  = 


1  +  h(sin^q>  +  sin^t^i)  +  h^sin^q)sin^tl; 
)r,  ynrenn  zur  Abkürzung 

sin^tp  -\-8in^if=Pt    sin(psintl^  =  q 

letzt  wird« 

,-   hsinödq 

I  noch  p  durch  q  auszudrücken  benutzen  wir  die  Gleichung 

C086  =  co8q>casif  —  sin(psinif  ^(p) 
l  ziehen  daraus 
Icasö  -f-  g^/(ö)P=cos«9  co8^if^=(l  — sin^q>)(l  — sin*^) 
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mitbin 

p=  1  +  g[2  —  [cosö  +  q_  ^(ö)]» 
=  sin^  6  —2  cicosö  d  (ö)  +  ^^  2*  sm^  6. 
Diesen  Wertli  substituiren  wir  in  die  Formel  für  dS^  und 
ren  dabei  folgende  Abkürzungen  ein 

^  =  1  -f  hsin^'O,  B  =  h^(a)cosa,  C=h(h  +  h^sin^a] 

M  =  hsinO\ 
es  wird  dann 

_  Mdg. 

mithin  durch  Integration 

Die  Constante  bestimmt  sich  durch  die  Specialisirnng  qp  = 
welche  giebt  t/;  =  <5,  3  =  0,  So  =  /7o(Ä,fe,  (?)  und 

Es  ist  demnach 


0 


Mdq 


2Ba  +  Ca» 


oder  zufolge  der  Werthe  von  Sq  und  q 

sin  q:  sin  xp 

78)  n,(h,k,q))  +  no(h,h,^)=no(h,k,6)+J-^—^—^ 

0 

Hierin  besteht  das  Additionstheorem  für  die  Integrale  dri 
Art.  Es  ist  dabei  die  auf  q  bezügliche  Integration  nicht  ausgefi 
worden,  weil  sie  verschiedene  Werthe  liefert  jenachdem  ÄC  — 
positiv,  Null  oder  negativ  ist.  Zufolge  der  Bedeutungen  von  A^  J 
müssen  hiernach  die  Fälle  unterschieden  werden,  ob  /i(l  +  ^*)  ('*  + 
^0,  =  0  oder  <^0  ist,  was  weiter  keine  Schwierigkeiten  hat. 

c.  Wir  wollen  bei  dieser  Gelegenheit  noch  den  eigenthümlic 
Zusammenhang  zwischen  den  Integralen  zweiter  und  dritter  Art 
wickeln.     Bezeichnet  cp  eine  veränderliche,  cc  eine  constante  An 
tude,  und  werden  die  variabelen  Amplituden  ö  und  r  mittelst 
Formeln 

sin  cp  cos  cc^(cc)  -\-  shi  a  cos  (p  ^(sp) 

1 — k^sin^cpstn^a 


Die  elHptisclien  Integrale.  343 

shi  w  cos  a^(a)  —  sin  acosw  ^(w) 

sinz  =  — ^—^ — ^-^ 

1  —  k^sin^q)Sip^a 

.    bestimmt,  so  gelten  zufolge  der  beiden  ersten  Additionstheoreme  die 
▼ier  Gleichungen: 

F((p)  +  F(a)  =  Fiö)  ,  F((p)  -  F(a)  =  F(r), 
E(<p)  -f  E(a)  —  E{0)  =  +  k^sinq)sinasm0^ 
Fisp)  —  F{a)  —  E(z)  =  —  k^sinq>sinasinr. 
Die  Differenz  der  beiden  letzten  Gleichungen  ist 

2E(a)  —  E((5)  +  E(z)  =  k^  sin  (p  sin  a  (sind  +  sim) 
oder  vermöge  der  Werthe  von  sinO  und  sinz 

«T^/  X         ^/  N    .    -.^z  N        ^  k'^sinacosa^(a).sin^q) 
2E(a)  —  E(a)  +  E(z)  =  2  -— -^  .  »      .  ,        ' 

Diese  Gleichung  multipliciren  wir  mit  dem  Factor 

d(p  d(3    dz 

and  integriren  zwischen  den  Grenzen  0  und  (p,  welchen  die  Gren- 
zen O  und  <f,  0  und  z  entsprechen;  nach  beiderseitiger  Division  mit 
2  erhalten  wir 

0  0 

/k^sina  coscc  ^(cc)  •  sin^q)dg) 
(1  —  k^sin^u  sin^  w)  ^((f) 

0 

oder,  weil  in  bestimmten  Integralen  nichts  auf  die  Bezeichnung  der 
^  Integrationsvariabelen  ankommt, 


=  / 


k^  sina  cosa  -^(a) .  sin^g>  d  q> 


(1  —  k^  sin^asin^cp)  ^{(f) 

u 
Das  Integral  rechter  Hand  ist  leicht  durch  U^Qi^k^fp)  auszu- 
«  drücken  nämlich 

/Bin^tpdfp  ^n,(h,k,(p)—F(k,<p)  j^^_j^2sin^^ 

(l—k^8in^asin^(p)^{q))  k^sin^a  '  ' 

u 
und   nunmehr  zeigt  die  Gleichung  79),    dass  das   Integral  dritter 

Gattung  auf  die  Integrale 
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zurückgeführt  werden  kann,  welche  immer  nur  Functionen  zweier 
Variabelcn  sind.  Nach  der  jetzigen  Anschauungsweise  betrachtet 
man  nicht  mehr  77o(A,A;,  9)  sondern 

i7(Ä.Ä,9,)  =  fc'«m« cos«  ^(«)/^^  -ft»r«?«t%)^(y) 

als  Normalform   der  elliptischen  Integrale  dritter  Art ,  wobei  Ä  = 

—  Ä;2  sin^  a,  und  a  der  sogenannte  Winkel  des  Parameters  ist.  Dieser 
Winkel  erhält  zwar  nur  in  dem  Falle  einen  reellen  Werth,  wol 
negativ  und,  seinem  absoluten  Werthe  nach,  kleiner  als  A;'  ist,  in- 
dessen hindert  selbst  das  Vorkommen  imaginärer  a  den  Gebrauch 
der  Formel  79)  nicht,  weil  später  gezeigt  werden  wird,  wie  elliptische 
Integrale  mit  imaginären  Amplituden  zu  behandeln  sind« 

Vertauscht  man  in  Nro.  79)  die  Grössen  a  und  fp  gegeneinander, 
so  bleibt  6  ungeändert,  dagegen  geht  r  in  —  x  über,  und  es  wird 
daher 

/Ä2  sintp  costp  ^((p)  •  sin^a  da 
(1  — Ä;2  sin^<p  sin^a)  ^{a) 

Ferner  ist,   wenn  man  in  dem   von  0  bis  —  r   gehenden  Integral« 

—  9?  an  die  Stelle  von  q)  treten  lässt 

mithin  ergiebt  sich  als  Differenz  von  Nro.  79)  und  der  vorhergehen- 
den  Gleichung 


0 
a 

-ß 


(1  — Jc^sin^asin^q))^(q)) 


1c^  sing)  cosq>  ^(y) .  sin^a  da 
(1  —  Ä;2  sm2  g?  sin'^a)  ^(d) 


Ein  elliptisches  Integral  dritter  Gattung  lässt  sich  demnach  aul 
ein  anderes   zurückführen,  worin   die  ursprüngliche  Amplitude  als 
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irameierwiiikel  und  der  frohere  Parameierwinkel  als  Amplitude 
iilEommL 

Im  specieQen  Frnlle  ^  =  \x  wird 

J- 

H  Tollstandige  eüiptisdie  Integral  dritter  Art  kann  daho'  muf  un- 
inständige  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  reduciri  werden*). 


Vn.    Die  Rectiflcation  der  Lenmiscate,  Ellipse 

und  HyperbeL 

a.  Bezeiclinet  wie  gewölinlich  a  die  Halbachse  OA  einer  Lemnis- 
He,  r  den  Kadiusrector  OP  eines  Lemniscatenpunktes  P,  endlich 
Hen  Winkel  ^OP,  so  ist  bekanntlich 

die  Lange  s  des  Bogens  AP  ergiebi 
^'^  sich  hieraus 


=•/ 


de 

8 


Vcos2e 


f      de 


Vi  — 2sfn»0' 
1  specieller  für  die  Lange  q  des  Lemniscatenquadranten 


r      dd 

J  Vi  — 2stn»e 


9 

Statt  des  Winkels  0  wollen  wir  einen  anderen  Winkel  einfüh- 
le wrelcher  bei  der  Gonstruction  der  Corve  vorkommt.  Beschreibt 
n  nämlich  mit  OA  als  Halbmesser  aus  0  einen  Kreis,  zieht  in 
•em  den  Radius  OM  willkührlich  unter  dem  Winkel  AOM  =  0, 
unt  man  femer  MN  =  MA  und  fallt  von  N  auf  OA  eine  Senk- 


^)  JacoUy  Fundamenta  nova  tbeoriae  functionum  ellipticarum ,  pag.  139, 
19  und  §.  50. 
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rechte,  so  schneidet  letztere  den  über  OA  als  Durchmesser  const 

Halbkreis  in  einem  Punkte  §,  für  welchen  OQ  =  aVcos20  ist;  d 
Winkel  Ö  gehörende  Curvenpunkt  P  ergiebt  sich  also  dadurct 
man  auf  OM  die  Strecke  OP  =  OQ  abträgt.      Gleichzeitig 
den  Winkel  ÄOQ  =  9,  welcher  die  Amplitude  heissen  möge, 


stnip  =  —  = 


ÄQ        Va'  —  r  ^ 


a 


=  V2  .  sinO 


und  umgekehrt 


sinO  = 


V2 


stn(p. 


Durch  Substitution   dieses  Werthes   gehen  die  Formell 
und  q  in  die  folgenden  über 


8 


__    fl       /*  d(p  a       r         dg) 

~V2J  Vi  — |sm2g)  •    ^  ~  ^2  7  Vi— ism» 


oder 


B 


y\ 


1&-- 


\F 


Hieraus  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass  alle  in  Abschnitt  V 
Fig.  46.  elliptischen  Integrale  erster  Art 

_A^  senen  Sätze  ohne  Weiteres  auf  L 
catenbögen  übertragen  werden  k 
Sind  z.  B.  zwei  Bögen  ÄPi  un 
durch  ihre  Amplituden  bestimi 
lässt  sich  mittelst  des  Additioi 
remes  die  Amplitude  desjenigen  < 
Bogens  AP^  finden,  welcher  glei 
Summe  der  beiden  gegebenen 
ist;  ebenso  leicht  kann  ein  geg 
Bogen  A  P  vervielfacht  oder  in 
Theile  zerlegt  werden.    Als  bem( 

werthen  speciellen  Fall  erwähnen   wir  noch   die  Halbirung  de 

dranten.     Soll  nämlich  s  =  i^  oder 

werden,  so  giebt  die  Formel  73)  für  ^  =  qp  und  Ic  =y\ 

tanq)  =  ]/^2. 

Um  hiernach  den  Mittelpunkt   des  Lemniscatenquadran 
construiren ,   errichtet  man   im  Punkte  A  senkrecht  auf  A  0 


0 
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i  AC  =  VAOTaB  und  neLt  die  Hypotenuse  0 C,  welche  den 
r  OA  besduriebencn  Halbkreis  in  2> schneidet ;  es  ist  dann {^AOD 
Amplitude  des  gesuchten  Punktes-  Der  letztere  ersriebt  sich  da- 
ch, dass  man  DE  ]|  OB  legt,  den  Kreisbogen  OE  in  F  halbirt 
auf  dem  Radius  OF  die  Strecke  OG  =  OB  abtragt 


Fig.  47. 


b.  Statt  der  gewöhnlichen,  auf  rechtwinklige  Coordinateu  bezoge- 
nen Gleichung  einer  aus  den  Halbachsen 
a  und  b  construirten  Ellipse  benutzoi 
wir  die  beiden  Gleichungen 

welche  einer  bekannten  Construction 
mittelst  des  um-  und  eingeschriebenen 
Kreises  entsprechen.  Die  sogenannte 
Amplitude  q>  des  Ellipsenpunktes  P 
ist  dann  der  Winkel  If  OP^  wenn  P* 
denjenigen  Punkt  des  umschriebenen 
Kreises  bedeutet,  welcher  die  namlidie 
Abscisse  wie  P  besitzt.  Für  den  vom 
Endpunkte  der  kleinen  Halbachse  an  ge- 
rechneten EUipsenbogeu  BP=^s  folgt 
den  obigen  Gleichungen 

9> 


8=1  Va^cas^q)  +  h'^sin^tp.dfp 


wenn  die  numerische  Excentricitat 


Va«  —  5« 


=  h 


bzt  wird, 


9> 
8=  a I  Vi  —  Ä;«sin»y . dq>  =  aE(k, y). 

den  Ellipsenquadranten  q  ist  specieller 

q=zaE(k,\n). 

Mittelst  des  Additionstheoremes  für  die  Integrale  zweiter  Art 

sich  nun  zu  zwei  gegebenen  Ellipsenbögen  BPi  und  BP^  leicht 

Iritter  Bogen  BP^  von  der  Beschaffenheit  finden,  dass  arc  BPi 

itc  BP^  —  arc  BP^  ein  algebraischer  Ausdruck  ist    Besonders 
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elegant  gestaltet  sich  dieses  Ergebniss  für  den  Fall,   wo  die  drittt^ 
Amplitude  <J  =  Jtt  genommen  wird,  wo  also  die  Gleichung  ^ 

1  a 


81) 


ian(ptanif  = 


Vi  — Ä« 
stattfindet;  das  Addition stheorem  in  Nro.  77)  lautet  dann 

E(k,  (f)  —  [EQc.lTt)  —  E(Jc,ty]  =  k^sinq) Sinti}, 
oder,  wenn  mit  a  multiplicirt  und  L  B'OQ'  =  if  genommen  wirdi 

82) 


arcBP  —  arc  ÄQ  =  — - — 8mq>8inif. 


a 


Zu  jedem  vom  Endpunkte  der  kleinen  Halbachse  an  ger« 
ten  Ellipsenbogen  lässt  sich  also  ein  zweiter,   vom  Endpunkte 


Fig.  48. 


b;-.. 


grossen  Halbachse  an  gerechneter! 
gen  der  Art  finden,  dass  die 
renz  beider  Bögen  ein  algebraiscl 
Ausdruck  ist.    Um  diese  Yerhältnu 
geometrisch  darzustellen  nimmt  mi 
entsprechend  Nro.  81),  die  Amplii 
B'OQ'  gleich  dem  Winkel 
OÄ  und  der  zum  Punkte  Pgehöi 
den  Ellipsennormale  MP;  die  Noi 
len  der  Punkte  P  und  Q  haben  dum] 
gleiche  Entfernungen   O  M  ^=^  0 
vom  Mittelpunkte  0,  und  die  Gl 
chung  82)  wird 


arc  BP  —  arcÄQ  =  OM, 
Setzt  man  noch  specieller  tp  =  (p  mithin 

-VI. 


tan 


so  erreicht  0  M  sein  Maximum  a  —  t^ 
und    die  Amplitude  q)  bestimmt  dann] 
einen  Punkt  C,  für  welchen 

arcBC — arcÄC  =  a  —  h 

ist.  Der  nämliche  Punkt  wurde  bereits 
auf  Seite  150  des  ersten  Theiles  be- 
sprochen (P  in  Fig.  35). 

Als  zweite  Anwendung  des  Addi* 
tionstheoremes  diene  die  Aufgabe,  ei- 
nen  Ellipsenbogen  P  Q  zu  bestimmen, 
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eher  dex*  Hälfte  des  Quadranten  gleichkommt.  Nennen  wir  C  den 
hin  ermittelten  Ellipsenpunkt,  für  welchen 

arcBG — arcÄC  =  a  —  h 

arcBC=  l(arcÄCB  +  a  —  h) 
so  gelten  für  dessen  Amplitude  ^  0  C  =  y  die  Formeln 

.V     A/«  W  VF       ...    \/b 

►y=V/^.    ««y=^i^j7.    '^y=V^+5'  ^^^^=K  «• 

Ferner    mag  q>  die  Amplitude  von  P,   ebenso  ^  die  Amplitude 
n  Q  bedeuten;  wir  wählen  diese  Winkel  so,  dass  die  Gleichung 

ittfindet,  i^ozu  die  Bedingung 

I)  cos  q)co$tlf  -\-  sin  q>  sin  ^  ^(y)  =  cos  y 

»hdrt.       Für    die  elliptischen  Integrale  zweiter  Art  gilt  dann  die 

elation 

-E7(fc,  ^)  —  i?(Ä,  gj)  =  E(Aj,  y)  —  'k'^  sintp  sin^  siny 

>  i.  nach  Multiplication  mit  a 

o^  —  b« 
*  arcSQ — arcBP  =  arcBG sino) sin ilf siny 

der  -wegen  des  vorhin  angegebenen  Werthes  von  arc  BO 

are  JPQ  =  \arcACB  -^{a  —  fe){| ^^^ sin(p sin^ sinyh 

Soll    der   Bogen  P  Q  die  Hälfte    des  Quadranten    ausmachen, 
o  muss 

84)  sin  q>  sin^  s%ny  =  \ 

jein,  und  nun  führen  die  Gleichungen  83)  und  84)  zur  Bestimmung 
1er  Amplituden  q)  und  ^.  Die  letztere  Gleichung  giebt  zufolge  des 
Werthes  von  siny 

sin  (p  sin  ^  =  |  sin  y ; 
lach  Substitution  hiervon  erhält  man  aus  Nro.  83)  • 

cosq)Cosil^  =  Icosy 
Dithin 

cos{tlf  —  (p)  =  cos  \n  cos(y  —  J^r), 

cos(tlf  -\-  (p)  =  cosiytcos(y  -\-  In). 
c.     Ton  einer  Hyperbel  sei  OA  =  a  die  Haupt-,  ABz=^h  die  Ne- 
enhalbachse,    OB  =  Vo^-j-t^  die  lineare  Excentricität  und  CD 
ine  Gerade,  welche  in  der  Entfernung 
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parallel  zu  AB  gelegt  ist ;  bezeichnet  ferner  P'  die  Protection  ra 
P  auf  CD,  endlich  (p  den  Winkel  ÄOP,  so  hat  man  für  die  Ordi 
nate  des  Punktes  P 


Fig.  50. 


und  für  die  Abscisse  findet  sich  mil 
telst  der  Gleichung  der  Curve 


X 


a     1/  a^sin^q> 

~  "cös^  V  a*  +  52 


Setzt  man  noch  zur  Abkürzung 

a 


Va«  +b^  =  c, 


=  1 


s 


so  v/ird  der  Ilyperbelbogen  ^P  =  s  durch  die  Formel 

_  h^  r ^9 

^  /  cos'^q)  Vi  —  Äj2  sin^tp 
ausgedrückt,  wofür  zu  schreiben  ist 

85)  s  =  —  F(k,  g))  —  c  EQc,  g?)  +  c  -^(9)  tan  <p. 

Ein  hyperbolischer  Bogen  lässt  sich  also  mittelsf  der  elliptisdia 
Integrale  erster  und  zweiter  Art  rectificiren.  Es  verdient  hieib« 
bemerkt  zu  werden,  dass  das  Product  cd{(p)  tang)  die  Entfemii]i| 
des  Coordinatenanfanges  von  der  zum  Hyperbelpunkte  P  gehörenda 
Normale  MP  darstellt;  für  OM  =  p  ist  daher 

52 

j)  —  s  =  c  E(k,  g?) jP(ä,  9) 

c 

oder,  wenn  Alles  durch  a  und  k  ausgedrückt  wird. 


P 


—  s  =  a • 


k 


Dem  unendlich  entfernten  Hyperbelpunkte  entspricht  der  Wert! 
(p  =  ^n,  und  OM  fällt  dann  mit  der  Asymptote  jsusammen;  al 
Differenz  zwischen  dem  ins  Unendliche  fortgesetzten  Hyperbelzweig 
AP  und  der  zugehörigen  Asymptote  ergiebt  sich  jetzt  die  endlich 
Grösse 


Lhn  (p  —  s)  =  a 


k 


d.  i.  vermöge  der  Werthe  von  E  und  K 


1.3\«  fc^ 
6 


+  •••), 
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jUelies  Resultat  übereinstimmt  mit  Formel  11)  auf  Seite  389  des 
pft«n  Theiles. 

Sind  9>,  4^,  <^  die  Amplituden  dreier  Hyperbelbögen  AP,  AQ, 
Sf  so  folgt  nach  Nro.  85) 

.AP  +  arcAQ  -  arcAB  =  ^{f(^)  +  W  -  F(a)] 


-  c  j  E((p)  +  E(tl;)  -  E(iS) } 


+  c[d{(p)tanq>  -f  ^(ilf)tamlf  —  J{6)tan6]\ 

Fall  g>,  ^,  <J  der  Gleichung 

cosöcosilf  -{-  sinösinilf  ^((f)  =  cos 9 

Lagen,  wird  einfacher 

I  arc^P  —  arc  QB 

fc[^(q))tan(p  4"  ^Wianif  —  ^(ö)tanö  —  h^ sing)  sinip  sin ö], 

1  jedem  ,  vom  Scheitel  an  gerechneten  Hyperbelbogen  lässt  sich 
Unach  ein  zweiter  Bogen  construiren,  der  von  dem  ersten  um  eine 
ebraiscbe  Grösse  di£ferirt.  Denkt  man  sich  g)  als  gegeben ,  ^ 
1  Ö  dagegen  mittelst  der  Gleichungen 

cos6cosi>  -|-  sinösintlf  ^^((p)  =  cosg> 
z/  (g>)  tan  9)  +  -^  W  ion  ilf  —  -^  (ö)  tan  ö  =  k^  sin  9  sin  ^  sin  6 
limnit,  so  ergiebt  sich  specieller  arcQR  =  arc  AP.    Ueberhaupt 
men  aus  der  Relation  zwischen  drei  Hyperbelbögen  ähnliche  Con- 
pienzen  gezogen  werden  wie  aus  der  Eelation  zwischen  drei  Ellip- 
äbögen,  nur  sind  die  Resultate  weniger  einfach. 

Schliesslich  möge  noch  die  Vergleichung  eines  Hyperbelbogens 
t  z\irei  Ellipsenbögen  Platz  finden.  Wenn  Jci  und  (pi  mittelst  der 
^meln 

2  Vk 
kl  =  ,        sin(2(pi  —  g?)  =  ksintp 

itammt  werden,  so  ist  zufolge  der  Landen'schen  Transformation 

Hrmel  25) 

—  *2)  F{k,g>)  =  2  { E(k,  q>)  —  (1  -^  k)  E{ku(pi)  +  lcsin(p }, 

1  andererseits  nach  Nro.  85) 

(1  —  k^)F{k,q>)  —  E{k,(p)  +  J((p)tm(p 
s  =  a ; 

(  beiden  Gleichungen  folgt  durch  Elimination  von  F(Jc^fp) 

)    8  =  ^[E{k,q>)  —  2{1  +  k) E(ki,gi)  +  ^((p)tanq)  +  2k8in<ph 

r  Ilyperbelbogen  8  lässt  sich  also  durch  die  Bögen  zweier  Ellipsen 
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ausdrücken,  deren  erste  die  Halbachsen 

^  =  Va«  +•  5»  und  h 
und  deren  zweite  die  Halbachsen 

a^i^=2  (V'^H^+ a)  und  2£(^)=2(V^ 
besitzt;  die  Amplituden  der  EUipsenbögen  sind  q>  und  ^i*). 

Vin.    Die  Complanation  der  oentrisclien  Pläc 

zweiten  Grades. 

Die  Gleichungen  der  drei  aus  den  Halbachsen  a,  b,  c,  a 
teu  centrischen  Flächen  zweiten  Grades  mögen  sein 

—  +•  —  +•  —  =  1. 
a»  ^   5»   ^   c«  • 

a«  "^   h-i         c«  ~     ' 
_  i^  —  li  4.  iL—  1 

wofür  in  solchen  Fällen,  bei  denen  es  keiner  ünterscheidi 
einzelnen  Flächen  bedarf,  kürzer 

Ax^  +  -Bi/3  4-  Cjp»  =  1 
geschrieben  werden  soll.     Hieraus  folgt 


=v- 


—  Ax^^  —  By 


3 


C  '   ' 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  die  allgemeine  Complanatioi 

substituirt,  so  entsteht 


*)  Die  Vergleichung  der  Lemniscaten-,  Ellipsen-  und  Hyperbelt 
eine  Schöpfung  von  Fagnano  Conte  de  Fagnani;  s.  Metodo  per 
la  lemniscata  in  dem  Giornale  de  letterati  d'Italia,  Venezia.  1718,  fe 
selben  Verfassers  Produzione  mathematiche,  T.  II,  p.  317  und  336  soi 
acta  eruditorum  a.  1766.  Vielfache  Untersuchungen  dieser  Art  liefert 
in  den  Comment.  novi  Petropolit.  T.  Vi,  T.  VII  (pag.  3  und  p.  128),  T. 
Legendre  im  Traite  des  fonct.  ellipt.  Die  Formel  86)  fand  John  L 
Philosophical  Transactions  1775« 


Fig.  51. 
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Das  hier  Yorhonmieiide  Badical  hedentet  geometrisch  die  Se- 
ante  des  Winkels  zwischen  derBerährongsebene  im  Punkte  Xffs  and 

der  Horizontalebene  xy  oder  anch 
die  Cosecante  des  Winkels  PNF'^ 
welchen  die  Nonnale  im  Punkte 
xys  mit  der  xy-£bene  einschliesst; 
dieser  Neigungswinkel  möge  a 
heissen  und  künftig  als  neue  Yaria* 
bele  gelten.  £s  bezeichne  femer  0 
den  Winkel  PNX!^  welchen  die 
Horizontalprojection  der  Normale 
.  mit  der  X-Achse  bildet;  wir  betrach- 
m  denselben  gleichfalls  als  neue  Yariabele.  Zufolge  der  Bedeu- 
nngen  von  o  und  0  finden  zwischen  diesen  Winkeln  und  den  Coor- 
inaten  x,y  folgende  Beziehungen  statt 


siri^a  = 


C{\  —  Ax'  —  By^ 


tunO  = 


By 


C-'Ä(C—Ä)x^  —  B{C—B)y^'  Äx 

18   denen  x  und  y  leicht  als  Functionen  von  ci  und  0  darzustellen 
id.      Wird  nämlich  zur  Abkürzung 

j^ C    cos^a 

AB'BCcos^fDcos^d+CAcos^cjsin^e  +  ÄBsin^c} 
setzt,  so  ergiebt  sich 

X  =  BRcosd,        y  =  AR  sind. 
e  bisherige  Complanationsformel 


S=   f  fJ—dxdy 


bt   nun  durch  Einfuhrung  von  ci  und  d  statt  x  und  y  in  die  fol- 
ude  über 


8=  /*  rj-Ä.iiL  _ 

J  J  sin(D\dc}     dO 


irin  für  x  und  y  die  vorhin  angegebenen  Werthe  zu  substituiren 
id.  Zufolge  der  Bemerkung,  dass  B  von  cd  und  0  abhängt,  er- 
It  man  zunächst 

dx     dy  dy     dx 

dB      r./dR   .   .  .  _      A       .^B 


d(D   de 

cose(^sine  +  Bcosd\—ABy^sind(^cose-Bsind\ 

d(B^) 


dca 

9o        ^  da 


ABCsino)  coscs 


(BG  €08^(0  cosW  +  CAcos^asinW  +  ABsin^o^' 

chlOmilch,  AnAlysis.    II.  23 
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und  damit  gelangt  man  zu  der  rationalen  Formel*) 

fi7^   Q— vl7?r  f  f coscodajdd 

^  ö—     ^i^i^j  j  ^j^Ccos^c)cos^e+GÄcos^(osin^e+ABsin^a) 

Wie  bei    allen  derartigen  Aufgaben  hängen    die  Integratu 
grenzen  von  der  Begrenzung  ab,  welche  man  dem  zu  quadnrenc 
Flächenstücke  geben  will.    Meistentheils  wird  die  begrenzende 
durch  die  Gleichung  ihrer  Horizontalprojection,  etwa/(a:,  y)  =  0 
stimmt;  nach  Substitution  der  "Werthe  von  x^y^It  wird  hieraus 
Gleichung  zwischen  cd  und  ö,  welche  zeigt,  wie  an  der  Grenze  0 
(o  oder  o  von  6  abhängt.     Es  bedarf  nur  eines  Blickes  auf  die 
treffenden  Formeln  um  einzusehen,    dass  sich  die  Kesultate  in 
Kegel  sehr  complicirt  gestalten  werden,    und  deshalb  beschräi 
wir  uns  vorläufig  auf  den  einfachsten  d.h.  auf  denjenigen  Fall, 
das  obige  Doppelintegral  vier  constante  Grenzen  besitzt.     Hie 
dient  folgende  Betrachtung. 

Geht  man  auf  der  Fläche  von  einem  Punkte  xy/s  aus,  dessen  N« 
male  unter  dem  Winkel  o  gegen  die  xy-Ehene  geneigt  ist,  so 
man  noch  unendlich  viel  andere  Flächenpunkte  finden ,  deren  Nc 
malen  den  nämlichen  Winkel  o  mit  der  Horizontalebene  einschli« 
Alle  derartigen  Punkte  bilden  in  stetiger  Folge  eine  auf  der 
liegende  krumme  Linie,  welche  die  Curve  der  isoklinen  Nori 
len  für  den  Neigungswinkel  (o  heissen  mag.  Die  Gleichung 
Horizontalprojection  ergiebt  sich  aus  der  Formel 

^'^<^  —  C-A(G-Ä)x^-B(G-B)y^ 
wenn  man  ca  als  Constante  betrachtet  und  demgemäss  schreibt 


88) 


A(Ätan^(o+  C) 


a?2  -I- 


B{Btan^(o-\-  G) 


y^  =  1. 


G  "     •  G 

£s  ist  leicht  zu  sehen,  dass  dieser  Gleichung  immer  eine 
entspricht.     Bei  dem  EUipsoide  erhellt  dies  unmittelbar,    bei 
Hyperboloiden  ist  durch  die  Natur  der  jedesmaligen  Fläche  o 
ein  gewisses  Intervall  beschränkt,  und  in  Folge  dieses  Umstad 
werden  die  Coefficienten  von  x'^  und  y^  positiv.     Zu  dem  nämhc 
Resultate  führt  die  nicht  überflüssige  Bemerkung,    dass  die  vorlk 
gende  Gleichung  auch  entsteht,  wenn  z  aus  den  Gleichungen 


*)  Die  Winkel  w  und  6  hat  Jacobi   eingeführt  (Crelle's  Journal  Bd. 
S.  110)  jedoch  nur   um  die  Formel  für  die  Oberfläche  des  ganzen  Ellipsoic 
einfacher  als  Legen dre  zu  beweisen.    Dass  sich  aber  noch  andere  (ImTc 
folgende)   merkwürdige  Sätze  an   die  Formel  87)  knüpfen ,    scheinen   Jacol 
und  seine  Nachfolger  übersehen  zu  haben. 
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Ax^-]-By^+  Cz^  =  1, 
A^x^  +  Bhj^  —  (Ccot(o)^is^  =  0 
'wird.     Jede  Curve  isokliner  Normalen  lässt  sich  demnach 
lischnitt  der  gegebenen  Fläche  zweiten  Grades  mit  einem 
seilen  elliptischen  £egel  ansehen,    und   daraus  folgt,  dass 


Fig.  52. 


der  Durchschnitt,  wenn  er  über- 
haupt existirt,  eine  elliptische  Ho- 
rizontalprojection    haben    muss. 
Aendert  man  in  Nro.  88)  den 
Winkel  o  um  eine  beliebig  kleine 
Grösse,  so  erhält  man  auf  der 
Fläche  eine  zweite  Curve  isokli- 
ner Normalen;    diese  schneidet 
die  erste  nicht,    weil  die  Hori- 
zoiitalprojectionen  beider  Curven 
keinen  gemeinschaftlichen  Punkt 
besitzen.    Eine  unendlich  kleine 
Aenderung  von  o  führt  demnach 
Q   unendlich  schmalen  Streifen,  welcher  sich  bandförmig  um 
he  legt.  Lässt  man  endlich  o  von  einem  gegebenen  Anfangs- 
7q  bis  zu  einem  gleichfalls  gegebenen  Endwerthe  oJi  stetig  fort- 
1,  so  entsteht  eine  Zone,  deren  Flächeninhalt  Z  mittelst  der 
87)  durch  Einführung  der  Grenzen  cj  =  cjq,  oi  =  cö^  und 
0  =  2n  gefunden  wird;  es  ist  daher 
(Ol  2n 

J  J  (BCcos^tocos^d+CAcos^cJsin^e+ABsin^üoy* 

i  auf  0  bezügliche  Integration  hat  keine  Schwierigkeit,  wenn 
2  CO  durch  8in^(X)(cos^0  -\-  5m*  ö)  ersetzt  und  für  den  Augen- 
Q  Abkürzungen 

r  B  (Ccos^o  +  Asin'^G}),        n  =  A  (Ccos^o  +  BsWm) 
;  es  ergiebt  sich  zunächst 

de 


Z  =  ABC  I  cosG)  d<D  I 


(mcos'^d  +  nsin'ifj)^ 


.ch    bekannten    Methoden    (z.  B.    mittelst   der   Substitution 

0 

0)0 

1  Zwecke  weiterer  Reduction  nehmen  wir  bei  dem  Ellipsoido 

23* 
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a  >  6  >^c,  bei  den  Hyperboloiden  b>  a,  durch  welche  Vc 
Setzungen  die  Allgemeinheit  nicht  beeinträchtigt  wird.     Ferner 

90)       a=yi_^,  ^=yi-^5 

die  Grössen  a  und  ß  sind  dann  immer  reell  und  bedeuten 
trisch  die  numerischen  Excentricitäten  der  beiden  Verticalspuren 
Fläche;  gleichzeitig  ist  in  allen  Fällen  a  >  /J.  Für  m  und  % 
ben  wir  jetzt 

m  =  ^[0— (0  — ^)sm2c3]  =  BC{\  —  a'stn»©), 

mithin  

gVab 


n 


Z  = 


COSfOdCD 


1  —  «^sm^ci 


J5  I  cos(oa(o 

"^  1  — /S^sm^aj/  y(i  —  aasm^ö)  (1  — /J^stn^i 


Mittelst  der  Substitutionen 

91)  sincD  =  tt,      smcJo  =  ^o,      stnoi  =  Ui 

vereinfacht  sich  diese  Formel  und  wird 

Wo 

du 


cV^^./  li  — «"«» "^  1-/3%»/  VTT^ 


Um  endlich  21  durch  elliptische  Integrale  auszudrücken  setzen  vij 


92) 


'=!=Vfe 


es  ist  dann 


/l 


+ 


—  jB         ,              stnop 
-r     und    t«  = ^ 


du 
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noch  die  Abkürzung 

kd  bestimmen,  entsprechend  Nro.  92),  die  Grenzen  von  q>  mittelst 
Gleicbungen 

8inq)o  =  atto  =  as/noo, 
sing>i  =  aui  =  asinou 

»  erhalten  wir  schliesslich 

kfol£^  des  Subtractionstheoremes  für  die  elliptischen  Integrale  er- 
■r  und  zweiter  Art  ist  auch 

y^^J^^_      ((g-^)-E(r)  +  AF{x)  +  Giq>o) -  G{q>,) 

— 3c2(C  —  A)  simsinq)o  sinq)i  U 

T  durch  die  Formel 

sin  9o  cos  q)i  ^{(p\)  —  sin  (pi  cos  90  -^(^o) 

stnv  = — r-Q 7-^ 

1  —  Tc^sin^tpoSin^ipi 

htinunt  wird.  Das  Resultat  der  bisherigen  Untersuchung  besteht 
Pn  in  dem  Satze,  dass  sich  auf  jeder  centrischen  Fläche 
eiten  Grades  unendlich  viel  Zonen  construiren  lassen, 
ren  Gomplanation  mittelst  elliptischer  Integrale  erster 
d  zweiter  Art  ausführbar  ist.  Jede  derartige  Zone  wird  von 
Curven  isokliner  Normalen  begrenzt;  die  Horizontalprojectionen 
letzteren    Curven   sind  Ellipsen,    für  welche   die  Gleichungen 


I) 


ö  "^  c  y  —  ^' 

\A(,Atan'a)i  +  C)_,    ,    B(ßtan^a^J-C)   ,  _ 
1  -  X    i  ^  y   —  1 


An  diesen  allgemeinen  Satz  wollen  wir  noch  die  Bpeciellen  Fol- 
nngen  knüpfen,  welche  sich  auf  die  einzelnen  centrischen  F1&- 
len  zweiten  Grades  beziehen. 

S.      Bei  dem  EUipsoide  können  (»o  und  Oi   alle  möglichen 
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Werthe  hoben  und  es  darf  immer  o«  ]>>  di  voraucigeseizt 


Fig.  53. 
C 


damit  die  erste  EDipn: 
nerhalb  der  zweitoi 
wie  dies  die  Fignr  46 
in  welcher  ÜJ)FeFiHri| 
Quadranten  der  Zone i 
stellt.    Für  do  =|*"| 
sich   die  Gorve  JJ^Y%*\ 
auf  den  Punkt  G 
men,  und  die  Zone 
einer  Kappe    GUiYi 
deren    Fläche    Zi 

möge.     Aus  Nro.  94)  folgt  dann  sin  q)Q  =  a  oder,  wenn  wir  dk 

besonderen  Werth  von  (po  mit  Ö  bezeichnen, 


97) 


siniS  =  a  = 


und  nach  Nro.  95)  ist 

98)  ^  =  V  f  ^        \(a*-c*)[E{6)-E(q>i)]  +  e'iF(d)-n'i 

Va   —  c*  * 

+  a«c>[ff(ö)— 0(9,)]). 

Wenn  zweitens  in  der  allgemeinen  Formel  cji  =i  0 
wird,  so  fällt  die  untere  Curve  Ui  Fj  ...  mit  der  Horizontalspuri 
Ellipsoides  zusammen  und  es  entsteht  eine  von  denCurven  AB. 
und  UqVq  ,  .  ,  begrenzte  Zone ,  deren  Fläche  Zq  heissen  möge; 
Formeln  94)  und  95)  geben  als  Werth  derselben 

99)  Zo  =  ,.    "^^        Ua^ - c2) E((po)  +  c^F(q)o)  +  a^c' G(ih\ 

Für  oj©  =  J;r  also  g?o  ==  ^  geht  diese  Zone  in  das  Halbellij 
über;  es  ist  demnach,  wenni^  die  Gesammtoberfläche  des  Elii| 
des  bezeichnet, 

y  or  —  c2  ^  ' 

oder,  zufolge  der  Werthe  von  sin  6  und  G{<i) 

100)  Sl  =  2ncb)E(0)tan6  +  hF(ö)cotö  +  c| . 
Aus  den  Gleichungen  98)  und  99)  ergiebt  sich  weiter 
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+  cnF((po)  +  F(g>i)  -  F(<J)] 

1  wenn  liier  o«  und  ©1  so  gewählt  werden,  dass  q>o  und  y^  der 
Ichnng 

coscJ  =  cos(po  cos<pi  —  sin  q)Q  sinq>i  ^(ö) 
lügen,  so  wird  einfacher 

^  =  .,/  {(a*  —  c*)  x^stn  q>^  sin  g>i  sm  <J 

K  a*  —  c*  ^ 

+  a«c2[G^(()Po)  +  e(9i)-  G^(<J)])- 

Tm  das   hiermit  gewonnene  Resultat  hesser  ühersehen  zu  können, 
leiden  wir  alle  Ahkurzungen,  drücken  sin  90«  costf^y  etc.  durch 
I,  Ol   aus,  und  gelangen  damit  zu  dem  Satze:  wenn  die  Neigungs- 
[winkel  (Dq  und  cii  der  Bedingung 

•101)  h  Via^cas^a^  +  c^sin^Oo)(a^cos^(Oi  +  c^sin^c>i) 

=  clah  +  (a*  —  c^)sina)oSinc}i\ 
\^gmfigeiif  so  ist 

102)  Zo—Zi=tn;  l^^^~^^^^~^^^  sinmosino),  —  c« 

i  ao 

[c*  —  (g«  —  c^)  (h*  —  cQ  cos^  (Oq]  sin  Op 

V(a^cos^c}o-\'C^sin^(Oo)  (h^cos^Oo  +c*s»n*a>o) 

[c*  —  (a*  —  c^)  (6*  —  c*)  cos*  0|]  stncii 


k 


+ 


+ 


i 


nf  dem  dreiachsigen  Ellipsoide  lassen  sich  demnach  un- 
andlich  viel  zusammengehörende  Zonen  und  Kappen  an- 
eben, deren  Flächeninhalte  um  algebraische  Ausdrücke 
ifferiren. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Sache  in  dem  speciellen  Falle 
0f^  z —  <Di ,  d.  h.  wenn  nur  eine  Curve  isokliner  Kormalen  vorhanden 
>  ist»  welche  die  Fläche  des  HalbeUipsoides  in  eine  Kappe  Zi  und  in 
die  Zone  Zo  iheilt    Aus  Nro.  101)  folgt  dann  für  (O  die  Formel 


tanm 


y  ia  +  l 


b  +  c)e 


und  ans  Nro.  102)  die  Belfttion 


_r_  =  .U_(^i±^l. 


Zi  —  Z»  =  x\ah 


{  a  +  b 


1 
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Die  Curve  der  isoklinen  Normalen  ist  in  diesem  Falle  der 
schnitt  des  Ellipsoides  mit  einem  aus  den  Dimensionen 


Fig.  54. 


FH=-, 


OH 


=vv 


aH=—, 

e 
abe 


construirten     elliptischen    K< 
(Fig.  54);  die   Halbachsen 
Horizontalprojection  sind 


OM 


Va{a 


+»)(«+«)' 


ON 


-"W, 


+  6+C) 

+  c)(&+fl) 
Es  wird  wohl  kaum  der 
kung  bedürfen,  dass  diese  Sätze  die  stereometrischen  Correlate 
den  F a gn an  o' sehen  Theoremen  über  die  Ellipse  bilden. 

b.    Für  die  Hyperboloide  gelten  ganz  ähnliche  Entwickeli 
gen,  welche  indessen  keine  so   einfachen  Specialisirungen 
weil  G7o  und  Oi  bestimmte  Grenzen  nicht  überschreiten  dürfen, 
doch  werden  folgende  Bemerkungen  von  Interesse  sein. 

Bei  dem  einfachen  Hyperboloide  kann  man  cio  =  0  nnd 

tan^  (Dl  = — ■ — =-    oder    tan  Oi  =    ^  . 

A  +  B  c  Va2  +  &2 

nehmen;  die  erste  Curve  der  isoklinen  Normalen  fällt  dann  mit 
Horizontalspur  der  Fläche  zusammen,  und  die  zweite  hat  einen 

dem  Radius  ya'^  4"  ^^  beschriebenen   Bjreis    zur   Horizontalprojf 
tion.     Ferner  wird  g)o  =  0, 


8inq)i  = 


oder  tanq)i  = 


hVa^  +  c« 


Va252  +  52c2  4-  c2a2  '"  ac 

nnd  nach  Substitution  dieser  Werthe  erhält  man  Z  aus  Nro.  95). 

Bei    dem    getheilten    Hyperboloide    empfiehlt    sich    die    Wl 

Oq  =  |jr,  wodurch  die  Zone  in  eine  Kappe  übergeht,  und  als 

cieller  Fall  

Va2  +  &2 

tan  (Ol  = ■ . 

c 

Die  Horizontalprojection  der  Curve  isokliner  Normalen  ist  jetzt  eine 


a 


2 


62 


Ellipse  mit  den  Halbachsen  -  und  ~,  welche  der  grösste  und  klein- 
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KrQTHinnng8lmIbmesscr  einer  ans  den  Halbachsen  a  nnd  b  con* 
ixten  fUlipBe  sind. 

c  l^achdem  wir  im  Yoiliergelienden  solche  Zonen  bestimmt 
en,  eieren  Oberflächen  durch  nnTollständige  elliptische  Integrale 
IrockilMur  sind,  wollen  wir  noch  nntersachen,  ob  sich  auch  Zonen 
lezi  lassen«  deren  Complanation  auf  ToHständige  elliptische  Inte- 
le  ffilirt.  Zu  diesem  Zwecke  geben  wir  der  Formel  87)  die  fol- 
.de  Grestalt 

^B    r  r  casadOda 


-ff 
C  J  J  \ 


[Bcos^O-^-Asfn^d'-(Ba^c(>sW+Aß^sin^e)siH^ai]* 
I  setzen  sor  Abkörzong 

h  =  Bcos^e  +  Äsin^d, 

es  sidi  um  dne  Zone  handelt,  mnss  0  Ton  0  bis  2x  aosgedehnt 
rden,  "während  die  Grenzen  für  fi>  von  der  Nator  der  Begrenzung 
r  Zone  abhängen.  Diese  Begrenzung  lassen  wir  vorläufig  unbe» 
ount  lind  bezeichnen  mit  <d^  und  Oi  die  Integrationsgrenzen  för 
veldie  selbst V eruLändlich  gewisse,  später  zu  bestimmende  Func- 
nen  von  0  sind,     ffiemach  ist  der  Flächeninhalt  Z  der  Zone 

C  J       J  (p  —  a  sm^ap 

er,  wenn  sino=u  und  dem  entsprechend  sin  Oq  =tfoy  siR6h=tf| 
letst  wird, 

C  J     "J  ip-qu^* 
ases  Integral  zerl^^en  wir  auf  folgende  Weise 

id  snbstituiren  im  Minuenden  u  =  Uq  f ,  im  Subtrahenden  «  =  «i  f, 
»durch  die  auf  die  neue  Yariabele  t  bezüglichen  Integrale  die  glei- 
en  Grenzen  0  und  1  erhalten  und  wieder  zusammengezogen  wer- 
Q  Ir^TiTiAiij  nämlich 

in       1 
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Für  die  Integrationsgrenzen  tio  ^^^  ^i  treffen  wir  nun  eine  soldn 
Wahl,  dass  das  vorliegende  Doppelintegral  in  ein  Product  zweiv 
einfaclien  Integrale  übergeht;  dieser  Fall  tritt  nämlich  ein,  wenn 


='.Vf.  --''VI 


104)  Wo 

r  a        ~       ~  y  a 

gesetzt  wird,  wo  Aq  und  A^  beliebige  Constanten   bezeichnen. 
giebt 

„_ÄB  rje_  rr     x, a,      i 

^  ^  J  pVm  /  ui - ^oty     (1  - ^i'M   ' 

der  Wertb  des  auf  t  bezüglichen  Integrales  heisse  zor  Abki 
\M\  es  ist  dann 

■05)       M=:^-^,  +  i,(l±^.l^) 

und  nach  dem  Vorigen 


2n 


^_  ÄBM  r  de 

2C    j/  pY^ 


2ABM    t\  de 

G       J  \ 


Vpa 


0     x-.x-:^  ^    PVPa 

Um  dieses  Integral  zu  reduciren,  benutzen  wir  die  Substitution 


tanO 


=  y-jtanq). 


welche  giebt 


P  = 


AB 


Äcos^ip  +  Bsin^q)'         ^  ~      Äco8^(p  +  Bsin^q>     ' 

Acos^q)  +  Bsin^(p* 


Z  = 


2M 


I) 


Acos^q)  +  Bsin'^q> 


cVÄbJ  Va2cös2g)  +  ß^sin^g) 


dtp. 


unter    dem    Integralzeichen    setzen     wir    noch     A  =  C(l  —  «' 
J5  =  0(1  —  ß^)  und  erhalten  so 


oder 
106) 


^_    2M      A  —  {a^cos^q)  +  ßHin^q)) 
~  VÄB  J       VaZcosSy  4-  ß^sin^(p        ^ 


X 
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der  ModuluB  x  durch  die  Formel 

Vcgg  —  ß^  _  \/B  —  Ä 
a  ~  V  C  —  A 
1>e8tiinint  wird.  Auf  jeder  centrischen  Fläche  zweiten  Gra- 
des lassen  sich  demnach  unendlich  viele  Zonen  angeben, 
deren  Complanation  mittelst  vollständiger  elliptischer 
Integ'rale  erster  und  zweiter  Art  ausführbar  ist.  Eine  der- 
artige Zone  wird  von  zwei  Curven  begrenzt,  welche  durch  die  Be- 
dingungen in  104)  oder 


107) 


I  .  ,  1/     BcosW  +  ÄsinW 


+  AßHin^d 

l>eBtiHiint  sind.     Die  Gleichungen  der  Horizontalprojectionen  beider 
Curven  ergeben  sich  hieraus  mittelst  der  Substitutionen 

VI  —  Ax^  —  By'^  ^     ^       Btj 
.    - p^»  o>     tan6  =  -7-, 
1  —  A  a^x^  —  Bß^y^  Ax 

Bie  lauten: 

iAx^  +  By^iAaH^  +  Bß^^)  =  ^^^^I^x^  +  ^f~lpy\ 

Für  die  Construction  der  betreflfenden  Curven  vierten  Grades  wür- 
den übrigens  Polarcoordinaten  bequemer  sein ;  setzt  man  zu  diesem 
Zwecke  in  der  ersten  Gleichung 

x  =  rocosx,    y  =  rQSinx,       ^  _  ^^'  =  ^,      ^  _  12=^0 

und  benatzt  für  die  zweite  Gleichung  eine  analoge  Bezeichnung,  so 
findet  sich 

o AqCos^x  +  Bpsin^x 

^  ~  (Acos^x  +  Bsin^x)  (^  «^  cos^X  +  Bß^  sin^x) ' 

3  _  Ai  cos^x  +  Bi  sin^x 


^        (Acos^X  +  Bsin^x)(^^^cos^X  +  Bß^sm^x) 
Bei    dem   Ellipsoide   müssen  Vq   und  ri   kleiner  sein  als    der 
Radiusvector 

1 


r  = 


VAcae^X  +  Bsin^x 
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welcher  in  der  Horizontalspar  der  Fläche  zum  Winkel  X  gehört;  ei 


folgen  hieraus  die  BedingUDgen  0  <^  Xq  <^  ß  und  0  <Z  ^i  'K,  ß» 
Bei  dem  einfachen  Hyperboloide  müssen  ro  und  ri  mehr  als  r  betnh 
gen,  wozu  nur  gehört,  dass  Aq  ^^<1  ^i  positive  echte  Brüche  sind* 
Bei  dem  getheilten  Hyperboloide  können  ro  und  ri  irgend  welche 
reelle  Werthe  haben;  dies  erfordert  negative  jlo,  JBo,  Ai,  JBu  weldie 
entstehen,  wenn  1  <C  ^o  <C  /^  nnd  zugleich  1  <C  ^i  <C  ß  genomr 
men  wird*). 


IX.   Die  Complanation  gewisser  FussponlctfläclieiL 


Wie  bei  den  Untersuchungen  des  vorigen  Abschnittes  sei 

die  Gleichung  einer  centrischen  Fläche  zweiten  Grades;  die  Berfib- 
rungsebene  im  Punkte  xye  hat  dann  zur  Gleichung 

Ax^  +  Byn  -^  CbI=  1, 

worin  |,  i^,  %  die  laufenden  Coordinaten  der  genannten  Ebene  be- 
zeichnen. Eine  Senkrechte  vom  Coordinatenanfange  (dem  Mittel- 
punkte der  Fläche)  auf  die  Tangentialebene  schneidet  letztere  in 
einem  Punkte,  dessen  Coordinaten  |,  )},  S»  bekannten  Formeln  zu- 
folge, sind 

i.  Ax 


n 


g  = 


A^X^    +  J52^2   ^    C^jg2' 

Bi 

Gz 


A^x^  4-  J522/2  +  02^2 

Die  Punkte  |?2£  bilden  in  ihrer  stetigen  Folge  die  sogenannte  Fuss- 
punktfläche  zur  ursprünglichen  Fläche;  als  Gleichung  der  neuen 
Fläche  erhält  man  durch  Elimination  von  x,  y,  z 

£2         ^2  fca 

108)  (g2  +  ^2  +  g2)2  =  :^   +  ^^.^. 


*)  Die  Complanation  des  dreiachsigen  EUipsoides  mittelst  elliptischer  In- 
tegrale ist  zuerst  von  Legeudre  gezeigt  worden  im  Trait6  des  fonetions 
elliptiques,  Tome  I,  p.  350  bis  360.  Alle  übrigen  Resultate  des  Abschnittes 
YIII  hat  der  Verfasser  (zum  Theil  mittelst  anderer  Methoden)  entwickelt;  li 
Sitzungsberichte  der  K.  Sachs.  Gesellschail  der  Wissenschaften  aas  dem  Jahre 
1862  (Leipzig  1863),  S.  23,  und  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,  Bd. 
IX,  S.  205. 
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I7m  dieselbe  in  Polarcoordinaten  aaszndrücken ,  nennen  wir  r  den 

Badinsrector  des  Punktes  l^jt«  femer  ^  den  Neigungswinkel  von 

r  gegen  die  Horizontalebene   |i;,   endlich  %  ^^^  Winkel,  welchen 

die  Horizontalprojection  von  r  mit  der  Achse  der  |  einschliesst;  es 

ist  dann 

I  =  rco»tlfcosx,    ri  =  rcosil^sinXj    t  =  rsm^, 
and  die  Gleichung  der  Fusspunktfläche  wird 


sin^  ^ 


Zur  Gomplanation  der  besprochenen  Fläche  benutzen  wir  die 
Formel  6)  auf  Seite  470  des  ersten  Theiles,  welche  wir  dem  vorlie- 
g'enden  Coordinatensysteme  dadurch  anpassen,  dass  wir  erst  die 
Achsen  der  x  und  0  gegen  einander  vertauschen,  dann  6  =  ^n  —  ^, 
€0  =  gsr  —  X  und  r  unter  das  "Wurzelzeichen  setzen.  Die  betref- 
fende Formel  lautet  jetzt 

« = ffVb + {'ii^yh'1' + (»•©'•  ^^^^^ 

und  liefert  zufolge  des  vorigen  Werthes  von  r^ 

cos^ilfcos^x  _L  cos^tl^sin^x  _i    sin'^ilf  i  ^   jj  i 

Sclireibt  man  1  —  cos^^  statt  sin'^'^  imd  setzt  zur  Abkürzung 
so  hat  man  einfacher 


fJY^ 


P  =  -j^cos^x  +  -^sin^x  —  1. 


=  U/v 


1  +  Pcos^ilf  .  cosiffäxdip. 


I>as    auf  ^  bezügliche  Integral  gewinnt  eine  bessere  Form,   wenn 
die  Substitution 


anwendet,  aus  welcher  folgt 
ee  wird  nämlich  rational 
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oder  zufolge  des  Werthes  von  P 

Eine  weitere  Vereinfachung  bewirkt  die  Substitution 

TD 

111)  tanz  =  —7-tanO. 

A 

welche  giebt 

B^cos^X  +  A^sin'^x  = 


S 


Ä^cos^e  +  BHin^d' 
__  ABdd 

^  ~  ÄHos^d  +  B^sin^d' 

_    .j^ri  r  r  dddt 

~  J  J  {{AHos'^d  +  J52sin20)(1^^2)  +  CH^^ 


Setzt  man  schliesslich 

112)  i  =  smo, 

80  erhält  man 

cosGidGidO 


8  =  ABGff. 


(A^cos^(Dcos^e  +  B^cos^cosin^d  +  C^stn«©)«  " 
Dieses  Integral  hat  dieselbe  Form,  wie  das  Integral  in  Nro.  87),  ' 
welches  zur  Complanation  der  centrischen  Flächen  zweiter  Ordnung 
diente;  es  liegt  daher  eine  Vergleichung  beider  Integrale  nahe. 
Denken  wir  uns  zu  diesem  Zwecke  ausser  der  Fläche  zweiten  Gra- 
des, deren  Fusspunktfläche  construirt  worden  ist,  noch  eine,    durch 

die  Gleichung 

A'x^  +  B'y^  +  C'g^  =  1 

bestimmte  Fläche  zweiten  Grades,  so  gilt  für  letztere  die  Formel 

S'  = 

A'B'C  coscod(Dde 


-JA 


A'  :B'  :  C'=    .2 


(B'C'cos^cJcos'^d  +  G'A'cos^cj^n^d  +  A'B'sin^coy 

Es  wird  nun  S'  =  S,  wenn  erstens  A\  B\  C  mittelst  der  Pro- 
portion 

JL  .  _L     J_ 
A^  '  -B2  •   c» 

bestimmt,  und  wenn  zweitens  die  Integrationsgrenzen  in  beiden 
Doppelintegralen  zur  Coincidenz  gebracht  werden.  Die  erste  Be- 
dingung verlangt  positive  A\  B\  C;  die  neue  Fläche  zweiten  Gra- 
des ist  daher  ein  Ellipsoid,  dessen  Halbachsen  a\  b',  cf  sich  verhal- 
ten wie  A^  :  B^  :  0^,  d.  h.  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  Halb- 
achsen der  ursprünglichen  Fläche,  so  dass  einfach 
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,       hc  ,,        ca 

a  0 


ah 
c 


werden  kann.     Um  die  zweite  Bedingung  zu  erfüllen,  leitet 
ans  den  ursprüglich  gegebenen  Grenzen  für  ^  und  x  ^^  neuen 
m  für  o  und  ö  mittelst  der  Formeln  110),  112)  und  111)  ab, 
üoh 
.-«.      .  a Ä^BUin^^ 


114) 


tand  =  -r^tanx» 


Jedem  irgendwie  begrenzten  Stücke  der  Fusspunkt- 

fiche    (108)  entspricht  demnach  ein   gleichgrosses  Stück 

Oberfläche  des  Ellipsoides  mit  den  Halbachsen  a',  h',  c'. 

Liassen  wir  beispielweis  in  dem  Ellipsoide  0  von  0  bis  2  7C  und 

von    einem  constanten  Werthe  cjq  bis  zu  einem  zweiten  Werthe 

<C  ^0  gehen ,  so  ist  in  der  Fusspunktfläche  x  von  0  bis  2  ;r  aus- 

elineii,  und  an  den  Grenzen   gelten  zwei  Gleichungen,   die  aus 

iro.  113)  entspringen,  wenn  erat  (»i  und  dann  g)q  für  o  geschrie- 

-wird.     Für  den  Fall,  dass  die  Fusspunktfläche  aus  einem  EUip- 

e  hergeleitet  wird,  sind  diese  Gleichungen 

a^cos^tl^cos^X  +  h'^cos^tl^sin^x  +  c^sin^il^* 

a^cos^ifcos^X  4-  h^cos^tlfsin^x  +  c***»^^ 

ler  in  rechtwinkligen  Coordinaten 

c4g2 


sen^coo  = 


sin^coi  = 


stn^coo  = 


a*|2  4-  64^2  4.  c*£2' 
c*£2 


ierin    liegt '  folgender   Satz:       Der    Durchschnitt    der    P^uss- 
punktfläche 

i^^  +  n^  +  i^y  =  aH^  +  h^7i^  +  c2£2 
mit  den  beiden  elliptischen  Kegeln 

a*g2  _j_  h^rj^  =  c^cot^coi^^ 

a4|2    _j_   2,4^2  =C^C0t^C0Q^^ 

ffiebt   eine  Zone,  welche  denselben  Flächeninhalt  besitzt 
wie    diejenige  Zone  des  aus   den  Halbachsen  a',  h\  c'  con- 
»truirten  Ellipsoides,  deren  Begrenzungslinien  die  Gur- 
f  Ten  isokliner  Normalen  mit  den  Neigungswinkeln  (Oi  und 


i 
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cDq  sind.     Um  bei  dieser  Complanation  die  früheren  Formeln 
ändert  benutzen  zu  können,  ist  a  <  Z)  <C  c  anzunehmen,  wodi 
«'>>&'>  c'  wird;  die  Formeln  97)  bis  102)  gelten  dann 
bar,  wenn  in  denselben  a,  h,  c  durch  a\  h\  c'  ersetzt  werden. 

Für  Ol  =  0 j  (Dq  =  ^TC  geht  die  Zone  der  Fusspunktfläche 
die  halbe  Fusspunktfläche  über  und  die  ellipsoidische  Zone  wird 
Halbellipsoide ;  die  ganze  Fusspunktfläche  besitzt  demnach  dei 
Flächeninhalt  wie  das  Ellipsoid  aus  den  Halbachsen  a'i  h\  d. 

Construirt  man   auf  dem  EUipsoide  die   eine  Curve  isoklini 
Normalen,  welche  durch  die  Formel 


tano  =.  1/ — ; -_ — —-; 


bestimmt  ist,  so  zerfallt  das  Halbellipsoid  in  eine  Kappe  und  in 
Zone,  deren  Flächeninhalte  um  den  algebraischen  Ausdruck 


f  ,^,        (a'2  4.t'5»)c'| 


differiren ;  hieraus  folgt  der  entsprechende  Satz,  dass  die  halbe  Fi 
punktfläche  von  dem  Kegel 

a*|2  +  2,4^2  _  (53c2  4- c2a2  +  a2c2)g« 

gleichfalls  in  eine  Zone  und  in  eine  Kappe  zerlegt  wird,   deren 
chendifl*erenz  durch 

a*  +  6*1 


-V  -  ^:i 


^2    4-    62J 

dargestellt  wird. 

Auf  dem  EUipsoide  a'&V  lassen  sich  ferner  Zonen  angeben, 
ren   Flächen   durch    vollständige    elliptische  Integrale    ausdrückbar! 
sind.     Hierzu  gehört,  dass  ö  von  0   bis  2;r  ausgedehnt  wird,  und 
dass  an  den  Grenzen  für  cxj  die  Gleichungen  107)  oder  hier 

Ao2C(-B'cos2Ö  +  ^'sm20) 


sin^io^  = 


stn^  (Ol  = 


B' iC  —  Ä')  cosW  +  Ä'(a  —  B')sinW 
X^C'iB'cos^e-^A'sin^O) 


B\C' -- Ä')  cosW  +  Ä'ia  —  B^sin^d 
stattfinden.     Den  Grenzen  ö  =  0  und  0  =  27t  entsprechen  wieder 
die  Grenzen  ;u  =  0  und  ;|r  =  27r;  ferner  ist,  wenn  man  -4.',  ^,  (f 
durch  Ä,  B,  G  und  0  durch  %  ausdrückt, 


stn^coQ  = 


stn^(Di  = 


k^A'^B^ 


(^2_-  C^)BUos^%  +  (52_  C^)A^sin^x* 

X^Ä^B^ 

(^2_  G^)B'^cos^x  +  (J52—  C'^A^sin'^x 
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it  man  hierza  die  Gleiclmng  113),  indem  man  erst  cHq,  nachher 
fiar  CD  schreibt,  setzt  dann  für  Ä^,  J5*,  C*  ihre  Werthe  und  be- 
die  Abkürzungen 

1  -  A«  —  ^1  ' 


"'0 


1  -K' 


=  f*o 


gelangt  man  zu   folgenden  auf  die  Grenzen  bezüglichen  Glei- 
)gen 

**^  ^        (c*  —  a*)  cos^x  +  (c*  —  6*)  sin^x ' 

^  '*  ^^        (c*  —  a4)  cös^;^  +  (c*  —  b*)  sin«  ;c 
rechtwinkligen  Coordinaten  sind  dieselben 


I'  +  ^*  +  £'^        (c*  — a*)|2  +  (c*  — 6*)i22' 

S''   +    ^*   +   £2  (C*  — 04)^2   ^.    (c*  — b*)l?2 

repräsentiren  zwei  Kegel  vierten  Grades.     Letztere   schneiden 
der  Fusspunktfläche  eine  Zone  heraus,  deren  Flächeninhalt  durch 
Indige  elliptische  Integrale  bestimmt  wird  *). 


*)  Den  speciellen  Satz  von  der  Complanation  der  ganzen  Fusspunktfläche 
£llipsoides  hat  Tortolini  gefunden,  Grell e's  Journal,  Bd.  31,  S.  17. 
übrigen  Resultate  des  Abschn.  IX  sind  vom  Verfasser  entwickelt  worden, 
in  den  Sitzungsberichten  der  K.  Sachs.  Gesellsch.  d.  Wissensch.  Jahrg. 
S.  öl,  theils  in  der  Zeitschr.  f.  Mathematik  u.  Physik,  Bd.  IX,  S.  205. 
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Die  elliptischen   Functionen. 


^Definition  nnd  reelle  Periodicität  der  eUiptisclien 

Functionen. 

Nacli  einer  sdion  früher  gemachten  Bemerkoug   würde   eino 
itisdie  und  von  geometrischen  Rücksichten  freie  Ausbililung 
Analjsis  zwar  später  als  gewöhnlich,  aber  ebenso  sicher  bu  den 
:hen  nnd  cjclometrischen  Functionen  gefuhrt  haben.  Die 
hätte   man  in    diesem  Falle   als    Integralwerthe  do£nirt| 


Aresin  £ 


/dz 


Arctan  8 


=  /r 


ds 


eta 


5«  7  A  +  z^' 

0  0 

nachher  durch  Umkehrung  der  Gleichungen 

Aresin  z  =  u,      Ardanz  =  r,  etc, 

goniometrischen  Functionen 

z  =  stnM,      z  =  tenr,  etc 

ihnen  hergeleitet.  Auch  die  reelle  Periodicität  von  5iHti,  ianv^ 
würde  sich  dann  auf  rein  analytischem  Wege  ergeben  haben, 
zwar  mittelst  des  Satzes,  dass  die  vorhin  erwähnten  Integrale 
Allgemeinen  unendlich  vieldeutig  sind  (S.  72  bis  77).  Angesichts 
ausserordentlichen  Leichtigkeit  und  Bequemlichkeit,  womit  sich 
goniometrischen  Functionen  bei  vielen  analytischen  Untersu- 
igen  verwenden  lassen,  liegt  es  nahe,  auch  die  elliptischen  Intu* 

umzukehren,  also  diejenigen  Functionen  zu  betrachten,  welche 

shen,  wenn  man  sich  Gleichungen  wie 
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/  dz  n  dz 

nach  ^er  aufgelöst  denkt.  Diese  Umkehrungen  der  elliptischen  hA 
grale  mögen  elliptische  Functionen  heissen*);  sie  sindgewisaef 
massen  höhere  goniometrische  Functionen  und  gehen  in  specieliii 
Fällen  (z.  B.  für  Ä  =  0  oder  Ä  =  1)  in  die  goniometrischen  Fm« 
tionen  über. 

Wir  betrachten  zunächst  das  einfachste  elliptische  Integral 


1)  /  ,  .  =  u    oder    FCk,  qp)  =  ti 
J  Vi  —  h^sWw 

0 

und  denken  uns  hierbei  den  Modulus  Ic  und  den  Integralwerth  « 
gegeben,  (p  dagegen  als  Function  von  u  und  nebenbei  von  h, 
dafür  eine  sprechende  Bezeichnung  zu   erhalten,   möge    daran 
innert  sein,  dass  linker  Hand  9)  die  Amplitude  des  Integrales, 
auch  die  Amplitude  von  u  bedeutet;  man  benutzt  daher  den 
druck  „Amplitude  von"  als  Functionszeichen  und  schreibt  abge 

2)  9>  =  «w?  w,     {mod,  =  k) 
oder 

3)  9  =  öw(w,  Ä), 
wobei  die  Angabe  des  Modulus  wegbleiben  kann ,  wenn  der  W» 
desselben  von   selbst  bekannt  ist.     In   den  zwei  speciellen  F 
Ä  =  0  und  Ä;  =  1  lässt  sich  die  Function  am(w,  h)  leicht  d 
gewöhnliche  Functionen  ausdrücken.     Für  ä;  =  0  wird  nämlich 
Nro.  1)  (p  =  u  und  aus  Nro.  3)  9  =  aw(t*,0),  mithin 

am{u,  0)  =  u. 

Für  Ä;  =  1  giebt  die  Gleichung  1) 

ltan{\7t  -\-l(p)  =z  u    oder    (p  =  2arctane^  -{-  2m7C  —  J«, 

und  die  Gleichung  3)  (p  =  am(u,  1)  mithin 

am(u,  1)  =  2arc^ane"  4-  (w*  —  |)^, 

wo  m  eine  gerade  Zahl  bedeutet.  Dieselbe  bestimmt  sich  durch  d 
Bemerkung,  dass  q>  und  u  gleichzeitig  wachsen,  und  zwar  q)  von 
bis  l^r,  wenn  u  von  0  bis  00  geht;  bei  positiven  u  liegt  demnach 
zwischen  0  und  ^Jt,  mithin  ist  m  =  0. 

Wir  kehren  nun  zu  den  allgemeinen  Gleichungen  1)  und  3)f 


*)  Wir  folgen  hier  der  zweckmässigen  Nomenclatur  Jacobi's,  währei 
Legendre  F{ky9>)f  E(ky(p)^  n(k,g))  elliptische  Fanctionen  nennt,  w 
ofifenbar  weniger  bezeichnend  ist,  als  der  Ausdruck  elliptische  Integrale. 
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Ick  und  denken  uns  darin  die  Amplitude  9  von  beliebiger  Grösse, 

lieh  als  das  w- fache  des  Quadranten  |;r  plus  einem  Reste  ^,  der 

»ner   als  |  TT  ist.     Hierbei  sind  gerade  und  ungerade  m  zu  unter- 

teiden.     Im    ersten    Falle  m  =  2n   geht   die    Gleichung  (p  = 

•  i^  +  Q  in  <p  =  nTt  -\-  Q  über  und  es  ist  dann 

nn  +  Q  nn  nTT  +  p 

n  /*_££_  —   t  ^f    4.   PJl- 

Das  erste  Integral  rechter  Hand  lässt  sich  nach  dem  Schema 

nn  n  2n  Zn  nn 

/  =  /  +  /  +  /  +  •••  +  / 

0  0  n  2  TT  (n— i)7r 

n  einzelne  Integrale  zerlegen,  und  wenn' man  hier  folgende  Sub- 
itionen  vornimmt, 

im  ersten     Integrale  9?  =  ^, 
„    zweiten         „         g)  =  ;r  -j-  ^> 
„    dritten         „         9  =  2;r  +  ^, 


r 


im  w-ten  Integrale     <p  ^  (n  —  l)7r  +  ^, 

erhalten  alle  jene  Integrale  die  nämliche  Form  und  es  wird 

nn  n 

/d(p     r  dtl) 

auch,  weil  ^:^(t^)  von  ^  =  |;r  bis  ^  =  JT  dieselben  Werthe 
wie  von  ^  =  0  bis  ^  =  j^r, 

wobei  zur  Abkürzung  T{k^  \n)  -=.  K  gesetzt  worden  ist.  Ferner 
geht  das  letzte  Integral  in  Nro.  4)  durch  Substitution  von  9?  = 
nie  4"  ^  über  in 

nn  0 

nach  Nro.  4),  5)  und  6)  zusammen  ist  also 

Bei  ungeraden  m  =  2n  —  1  wird  die  Gleichung  9)  =  w  .  J;r  4"  9 
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zu  9  =  n Ä  —  (jÄ  —  q)  oder  küriser  <p  =  nx  —  <J,  wo  ö  wied 
ein  Bogen  des  ersten  Quadranten  ist.     Man  hat  nun 

nTT— «r  nn  .       nn  *7i 


J  J(w)  —  J  J(w)        J  JUp)  ~  ^"-^       J 


dtp 


0  0'  nn—a  nn-^ff 

und  wenn  man  im  letzten  Integrale  <p  =  nTt  —  ^  setzt,  so  w 


,    ^(<p)  J  ^W 


Die  Gleichungen  7)  und  8)  lassen  sich  zu  der  einen  Relation 


^^±X  X 

0  '"  0 


9)  f^-2nK±    1-^ 


zusammenfassen,  welche  zeigt,  wie  ein  Integral  mit  beliebiger  A 
plitude  durch  das  vollständige  Integral  K  und  durch  ein  unvollst, 
diges  Integral  ausgedrückt  wird,  dessen  Amplitude  %  zwischen 
und  |:r  liegt. 

Es  bedarf  nur  einer  anderen  Schreibweise  der  Gleichung  9), 
zu  einer  Fundamentaleigenschaft  der  Function  amu  zu  gelang 
Setzt  man  nämlich 

/n7l±X 
dtp     f    d(p     

so  ist  einerseits  nach  Nro.  9) 

V  =  2nK  +  u. 
Andererseits  folgt  durch  Umkehrung  der  vorhergehenden  Gleichunj 

1  =  amw,        n%  -^x  =^  amv, 
und  wenn  man  die  Werthe  von  x  ^^^  ^  i^^   ^ü®  letzte  Gleichi 
Bubstituirt,  so  gelangt  man  bei  umgekehrter  Anordnung  beider  i 
ten  zu  der  Formel 

10)  am(2nK  +  u)  z=  utc  -i^  a^nu. 

Es  sei  ferner 


/ 


man  findet  dann  sehr  leicht 


^     =  w    mithin    o  =  am  w, 


I 


^     =  —  w   und   —  GJ  =  am{ — w) 


0     ^('P) 


*»■  ^ — «-.  =  —  smwn. 
nur   jw^'iii  iM^Twir  FvnDfihi  buix  sua   sSk*^  wmi  dmi 
Fszfessäiic  «MS  «332  BlÜ  iLfccib«!.  läBs  «  «^  r^£e  WVnlit 

Ffg.  *>. 


liriiikt  wird.    Construii-t  man  uämlich  N  als  Ab$ci$st\  g"  =  iiiH  N 
ürdiiuite,  so  gehören  zu  den  Abscissen  (Fig.  4S) 

0,       OKi=K,      0Ki=2K,       OKi  =  dK,  .... 

Ordinaten 

X  X  K 

0,    KiLi  =  — ,    K^Li  =  2—,    -^3-^  =^  3~,  .  .  .  .  , 

Punkte  Z],  i^,  2^,  .  . .  liegen  demnach  in  einer  durch  den 
vdinatenanfang  gehenden  Greraden.  Ist  ferner  fQr  irgend  einen 
akt  P  die  Absciese  =  u,  die  Ordinate  z=:  amn  und  t  der 
■kel  zwischen  der  Tangente  in  P  und  der  Abscissouacliso,  so  hat 


r  = 


—  ^  =  Kl  —  k^sm'q) 


P"  öf«*  d<p  :Vl  —  k^sin^q) 

hin   im  Goordinatenanfange  tant  =  1,  und  nachher,  wenn  P 

h  Li  gelangt  ist,  tanz  =  Vi  —  Ä*;  der  Winkel  r  fllngt  alHo 
^  45®  an  und  vermindert  sich  bis  ardank'.  Wogen  am(2K — u) 
%  —  amu  ist  der  Bogen  LiL-i  congruent  dem  Bogen  0L\^  uhiT 
I  entgegengesetzter  Lage;  aus  am(2K -{-u)  ^=  7t  +  ^*wiu  folgt 
iter,  dass  der  Bogen  L2L3  dem  Bogen  OLi  in  gleicher  Lage  oou« 
lent  ist,  u.  8.  f.  ins  Unendliche  nach  beiden  Seiten  hin. 
Die  Umkehrung  des  elliptischen  Integrales 


r dz 
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crgiebt  sich  nun  leicht  aus  dem  Vorhergehenden.  Für  z  = 
wird  nämlich  die  Gleichung  zur  folgenden 

diese  liefert  9)=  amu^  mithin  ist,  wegen  z  =  sin  g), 
13)  z  =  sin  am  u 

die  Umkehrung  von  Nro.  12).  Eine  ganz  ähnliche  Behandli 
statten  alle  elliptischen  Integrale,  welche  sich  auf  das  elliptis 
tegral  erster  Art  zurückführen  lassen.     Aus  der  Gleichung  z. 

1 

dz 

/    y(l— ip2)(A;'2^.)fc2^2) 

folgt  £\xr  z  =  cos  <p 

dtp 


u,  J   _  .-: = . 


/ 


Z/(9) 


<;,      (p  z=.  amv 


und  nach  dem  Vorigen 

15)  z  =  cosamv. 

Ebenso  liefert  die  Gleichung 


16)  /vn        --      --  = «'' 


dz 

V(l  — ;?2y^;?2—  Ä'2) 

welche  für  z  =  Vl  —  Tc^sin-q)  in 


/ 


^w)  -  " 


übergeht,  die  Umkehrung 

17)  z  =  Vi  —  h^sin^amw  =  ^amw. 

Die  hier  aufgeführten  drei  Functionen  der  Amplitude  s 
wichtigsten  unter  denjenigen  Functionen,  welche  durch  Umk 
der  elliptischen  Integrale  erster  Art  entstehen;  sie  bilden  eine( 
welche  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  ungefalu*  c 
Stelle  einnimmt,  wie  der  Sinus  und  Cosinus  unter  den  goni 
sehen  Functionen.  Man  erkennt  dies  leicht  aus  den  betre 
Differentialformeln;  die  Gleichung 

damu  =  Vi  —  h'^sin-cp  •  du  =  damu  .  du 


18) 
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liefert  nämlich  «• 

dsinamu=       cosamu  ^amu  ,  du, 

dcosamu  =  —  sinamu  ^Jamu  .  du, 

d/Jamu   =  —  'k'^sinamu  cosamu  ,  du. 

Auch  hinsichtlich  der  Periodicität  findet  eine  nahe  Verwandt- 
Bcliaft  zwischen  den  elliptischen  und  goniometrischen  Functionen 
statt.      Wegen  am{2K — u)  =  7i  —  amu  ist  nämlich 

sin  am  {2K  —  w)  =  sin  (n  —  am  u)  =  sinamw, 

auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich 

sinam(2K-\-u)  =  —  sin  amu, 

9inain(4K — u)  =  —  sin  amu,    sinam(4:K  -\-u)  =  +  sinamu, 

woraus  erhellt,  dass  das  vollständige  Integral  K  dieselbe  Bedeutung 
für  den  Amplitudensinus  hat,  wie  die  Zahl  \7t  für  den  gewöhnlichen 
Sinus.     Beachtet  man  noch  die  Relation  am( — v)  =  —  amv,  so 
gelangt  man  leicht  zu  folgenden  Formeln 
'19)  sinam(u+^2K)  =  —  sinamu,    cosam(u  +  2K)  =  —  cosamu, 

^am{u-¥2K)  =  damu, 
20)    smaw(w  +  4Ä)  =  sinamu,    cosam{u-\:^4:K)  =  cosamu, 

^am{u^i:K)  =  /lamu. 

Die  elliptischen  Functionen  bleiben  demnach  ungestört,  wenn  die 
Variabele  um  4jr  wächst,  d.h.  sie  besitzen  eine  reelle  Periode 
deren  Index  =  4Ä"  ist.  In  dem  speciellen  Falle  A;  =  0  wird 
K=  l^r,  sinamu  =  sinu,  cosamu  =  cosu,  ^amu  =  1  und 
^dmn  enthalten  die  Formeln  20)  den  bekannten  Satz  von  der  reellen 
[Periodicität  der  Functionen  sinu  und  cosu.  Nimmt  man  dagegen 
[k  =■  1,  80  wird  X  =  00;  aus  Nro.  12)  und  13)  ergiebt  sich 


sin  am  (u,  1)  = 


e«  +  er"* 


y2U 


+   1 


und  in  der  That  besitzt  dieser  Ausdruck  keine  reelle  Periode  mehr. 
Erinnert  man  sich  aber,  dass  zufolge  der  Gleichung 

die  Exponentialgrösse  e^"  als  eine  periodische  Function  anzusehen 

ist,  deren  Periode  den  imaginären  Index  7t  V —  1  besitzt,  so  erkennt 
man  auch  in  sin  am  (u,  1)  eine  periodische  Function  mit  dem  Index 

«  V —  1.  Ob  diese  Eigenschaft  von  sinamu  nur  in  dem  speciellen 
Falle  Ä  =  1  oder  auch  für  andere  Moduli  besteht,  das  bedarf  einer 
näheren  Untersuchung. 
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IT 


n.   Die  doppelte  Periodicität  des  Amplitudensiaiis.  Wr 


Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  dem  Integrale 


I 


V(l— ^2)(1— ÄJ2^2)' 

setzen  dabei  z  als  beliebige  complexe  Variabele  voraus  und  ontei^ 
suchen  die  verschiedenen  Werthe,  welche  das  Integral  auf  verschie- 
denen Integrationswegen  erhält  (vergl.  Seite  73).  Zur  Abkürz 
sei  hierbei 

/W  =  ,/  ^ 

und,  wo  es  nöthig  ist,  möge  der  absolute  Werth  von  f(js)  mit  [/W]j 
bezeichnet  werden. 

Dem  Anfangswerthe  £f  =  0  entspricht  /(O)  =  i  1 ;  um  die< 
hierin  liegende  Doppeldeutigkeit  zu  vermeiden,  nehmen  wir  /(O)  ss 
4-1.     Da  ferner 

.,.11  1  1 


h  virr^  vr+ 


ß 


VF^VT 


+  ' 


ist,  so  besitzt /(^)  vier  ausgezeichnete  Punkte 

1 


;5=+l,     z  =^  —  \,     jer=  + 


;er  =:  — 


1_ 

in  welchen  f{e)  unendlich  wird ;  diese  Punkte  sind  gleichzeitig  Var- 
zweigungspunkte,  deren  Umkreisung  einen  jedesmaligen  Vorzeichen- 
wechsel von  f{z)  zur  Folge  hat.  Die  beiden  ersten  Punkte  liegen 
auf  der  Abscissenachse  in  den  Entfernungen  OFi  =^  -\-  1  und 
OF2  ==  —  1 ,  die  beiden  anderen  liegen  auf  oder  ausserhalb  der 
a?- Achse,  jenachdem  Je  reell 'oder  complex  ist;  der  Allgemeinheit 
wegen  setzen  wir  das  Letztere  voraus  und  denken   uns  demgemäss 

Gl  und  G'2  als  Repräsentanten  von  +  "t-  und  —  —  (Fig.  49).  Las- 

Ben  wir  nun  die  Variabele  z  von   0  aus  eine  geschlossene   Curve 
durchlaufen,  welche  nur  den  Punkt  Fi  einnial  umkreist,  und  nennen 

wir  I(Fi)  den  entsprechenden  Werth  yon  ff  (z)  dz,  so  ist,   wie  auf 

S.  74 

I(FO  =  2(0^)  +  I(ÄiBiGiÄO  +  7(^0). 
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sweiten  Integrale  setzen  wir  ß  =  l  —  rc''^,  wo  r  den  Ilalbmes- 
des  Kreises  ÄiBiGiAi  bedeutet,  und  bemerken  noch,  dass  f{is) 
dem  Rückwege  von  Äi  0  das  entgegengesetzte  Zeichen  hat  wie 
dem  Hinwege  OÄi\  wir  haben  dann 

Fig.  49. 


1— r  2n  0 

'JFi)=J/(i>)de  -  irff(l-re'»)e'edO  +  J[-Um\de. 

t  0  1— r 


t  0 

%B  auf  den  Kreis  bezogene  Integral  ist 


2n 


de 


Stt 


=  iV^J  ', 


<e 


dO 


0    V(2  —  rc'ö) (1  —  Ä;  +  kre^O)  (1  +  fc  —  kre^G) 
id  geht  f ür  r  =  0  gleichfalls  in  Null  über;  es  bleibt  daher 

10  1 

i(F,)  =  Jfmdß  -  Jmdz  =  2jmdz 


0 


=./ 


d» 


F, 


0    V(i— ^2)(r— Ä;«^2)  ' 

obei  F  zur  Abkürzung  dient.  Bei  einem  zweiten  Umlaufe  um  Fi 
»Iten  wieder  dieselben  Schlüsse,  nur  ändert  sich  das  Vorzeichen, 
eil  jetzt  f(z)  mit  dem  Endwerthe  —  1  anfängt  und  mit  dem  End- 
erthe  +  1  nach  0  zurückkehrt;  für  den  zweiten  Umlauf  gilt  also 
er  Integral werth  —  F.    Bezeichnet  überhaupt  J,«(Fi)  den  Werth, 
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welchen  das  Integral  nach  n  Umkreisungen  des  Punktes  Fi  all« 
erhält,  so  ist 

Mittelst  ganz  analoger  Betrachtungen  gelangt  man  zu  denWertb 
welche  das  Integral  annimmt,  wenn  man,  von  0  ausgehend,  c 
Punkt  F2  mehrmals  umläuft;  es  findet  sich  zunächst 

—  1 

f    V(l— ^2)(l_;^2^2) 

und  nachher 

I,(F,)  =  0,  I,(F2)  =  -F,  J4(F2)  =  0,  I,(F2)=-FxLi 
N^ach  derselhen  Methode  ergehen  sich  auch  die  Werthe  des  Intej 
les,  welche  den  Umläufen  um  Gi  allein  oder  um  G2  allein  ents] 
chen;  setzt  man  nämlich  zur  Abkürzung 

so  erhält  man 

j,(eO  =  G,  J2(ffi)  =  o,  i,(a,)  =  a,  i,(ao  =  o,TLi 

I,(G2)  =  —G,     J2(ff2)  =  0,     I,(G2)  =  -G,     J4(G^,)  =  0,U.fi 

Der  allgemeinste  Integrationsweg  von  0  nach  irgend  einem  Pun 
P,  welcher  die  complexe  Zahl  z  =  x  +  iy  repräsentirt,  besteht  1 
aus  beliebig  vielen  Umläufen  um  die  vier  Verzweigungspunkte  1 
aus  dem  geradlinigen  Wege  von  0  nach  P,  Jene  Umläufe,  in  irg 
welcher  Ordnung  genommen,  liefern  zufolge  der  ihnen  entspred 
den  Werthe  einen  Ausdruck  von  der  Form  ^F  -\-vGi  worin  ^i 
V  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  positiv.  Null  oder  negativ  sein  köan 
Der  allgemeine  Werth  des  Integrales  ist  dalier 

z  z 

21)  fA^)d0  =  iiF  +  vG  +  J{±  lf(z)]}  dz, 

0  0 

und  zwar  bestimmt  sich  im  geradlinigen  Integrale  das  Vorzeic 
von  f(jei)  durch  den  End werth,  womit  f(jsi)  nach  jenen  Umläufen 
0  ankommt.     Um  hierüber  zu  entscheiden,  untersuchen  wir  die 
genden  allein  möglichen  vier  Fälle 

ft  gerade,  v  gerade, 

ft  ungerade,       v  ungerade, 

fx  gerade,  v  ungerade, 

ft  ungerade,      v  gerade. 


Die  eO^tlBrätet:  FmuSioiiBb. 


ss; 


-2^   ItfllfTTL. 


-3"» 


bEte^niie  &^  öaäicr  j  ^i^  ää  d«»  pf»- 
jf  (D)  =  -!-  1  ÄH  und  lusht  ju^tiT,  ^wsal  sv^c^mi  O 


ffisr^äx  =  (2^  +  2£)P  —  2f  (F—  Ö)  +   ffi^^ds. 

Fall  «itsfcAt,  weim  mjtn  iBc^irmals  F,,  F*,  Fj,  F*  e*iu 

aiKT  nnt  Fmkreasung«!!!  des  Punktes  Fi  anili^rt  wnd  wk^ 

Jml  ^  und  ^5  TöÄJart.     X^ch  den  Faicrin^mi  «»  F^^ 

»  ^-j Fl  kömmt /(^£)  mit  dem  iMgaüv»  Ztaclien  in  O 

ümticB£en  vm  G^,  Gj,  G^,  ^ öi  «it^[«>^- 

Zddieiiiredxsel.  na^i  dem  letxtea  FmUaf?  i^  d«- 
0  wioda-  poQtär  imd  U^i^  «  lin^  OP.  För  ji  =  2ji  —  l 
1  list  man  also 


Jf(s)ds=ii,—  l)F+i2q  +  1)<?  +^ff(i)ig 


ffisyds  =(2p  +  29)F— (2«  +  1)(F—  G)  +   f/(eMg, 

•  ; 

«bt,  lasoi  äeh  die  Gleichang«ii  22)  und  2S),  w#*che  d«n 
Fällen  altsprechen,  za  der  fblgc'ndeu  ein«ri  GleidMUkg 


Jfie)äs  =  2mF  +  «(F—  G)  +  Jf{t)dx, 


a  m  and  ft  ^anze  Zahlen  sind. 
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Der  dritte  Fall  tritt  bei  folgender  Anordnung  der  Umläufe  k 

X'        TT*        TT*        'C  TT» 

J^li    •^2»    J^li    -^^2»  ....  -^2, 

(?!,    ff2>    Gri,    ff2>  ....    ^2»    Gri; 

nach  dem  letzten  Umlaufe  um  F2  ist  f(z)  positiv,  nach  dem  If 
ten  Umlaufe  um    Gi   negativ;    man  hat  daher  für  fi  =  2p 
V  =:  2q  +  1 

s  g 

Jf{z)dz  =  2pF  +  (22  +  1)  ö  ^  Jf{e)dz 
0  0 

oder 

Z  K 

25)  ff(e)d0=(2p  +  2q+l)F-(2q  +  l)(F-G)-Jf{e)i 

0  0 

Dem  letzten  Falle  endlich  entspricht  folgende  Anordnung  der 
laufe 

X'         TP  "C         TP  TP        TP 

-^li    -^2»    -^li    -^2,  ....    J?2»  ^li 

(?1,    Gr2,    ffi,    (?2,   ....    02» 

nach  dem  letzten  Umlaufe  um  ^1  ist/(£f)  negativ,  nach  dem  let 
Umlaufe  um    G2  gleichfalls;  für  ft  =  2i?  +  1,  v  =  2^   hat 
folglich 

Jf{z)dz  =  (2i?  +  1)-F  +  22 ff  -  Jf{z)de 
0  0 

oder 

26)  //(^)  e?^  =  (2i>  +  22  +  1)F  —  22 (F-  G)  —Jf(z)U 
ü  0 

Auch  die  Gleichungen  25)  und  26)  lassen  sich  unter  einer  gemeb 
schaftlichen  Form  darstellen,  nämlich 

t  t 

27)  j f{z)  ^ÄT  =  (2 w  +  1)  F  +  n  (F  -  ff)  —  Jf{z)  de, 
0  0 

worin  m  und  n  ganze  Zahlen  bedeuten.      Alle  die   verschiedenen! 
Werthe,  welche  /y(;e)  G?<8:   auf   verschiedenen   Integrationswegen  .  be- 
kommen kann,  sind  demnach  in  den  beiden   Formeln   24)  und  27)1 
enthalten. 

Es  handelt  sich  nun  um  die  Berechnung  der  beiden  Integrale 
F  und  F  —  ff.  Das  erste  bietet  keine  Schwierigkeit,  namentHch 
wenn  h  als  reeller  echter  Bruch  vorausgesetzt  wird,  wie  dies  später 
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»chehen  soll.   Was  ferner  den  Ausdruck  F  —  0-  anbelangt,  so  ist 

der  Werth,  welchen  ff  (s)  dss  erhält,  wenn  die  Punkte  Fi  und  Gi 

ich  einander  umlaufen  werden  (Fig.  50).     Diesem  Wege  lässt  sich 

Y\g,  50.  folgender  andere  substituiren;  man  gehe 

geradlinig  von  0  nach  einem  nahe  vor 

/^     ^  F\  liegenden  Punkte  M^  beschreibe  mit 

(      fß,^    \  FiM  als  Radius   einen  Kreis  um  Fu 

V   /       J  gehe   dann   in    gerader  Linie  von  M 

y\r —  nach    einem   nahe    vor    &i    liegenden 

/      N.        ^^—^      Punkte  N^  beschreibe  wieder  mit  GiN 

/  \  /  \     als  Radius    einen    Kreis   um    G\  und 

.      ^  1     .    ^gi^j,^  dann  auf  der  Geraden  NO  nach 

X^^^^/       0  zurück,  wobei  man  statt  des  letzten 

geradlinigen  Weges  NO  auch  die  ge- 

ochene  Linie  NMO  wählen  kann,  weil  innerhalb  des  Dreiecks 

MN  kein  ausgezeichneter  Punkt  liegt.     Die  Vorzeichen  von  /(e) 

id  auf  den  hier  vorkommenden  Geraden 


längs    •     OM,         MN,        NM,        MO, 
positiv,     negativ,      positiv,      positiv, 
ist  also  iär  FiM  =  GiN  =  r 


F  —  G  — 


1 

l-r  T-'- 

jfmdz  +  Kreisintegral  +   jf  {'■'\f{^)'\]de 


1— r 
1— r  0 


+  Kreisintegral  -|-  Ji+l/m^«  +  /<+  l/W^l'*'^' 


l-r 


obei  das  erste  geradlinige  Integral  sich  gegen  das  letzte  hebt  und 

i8  zweite  geradlinige  Integral  dem  dritten  gleich  ist.   Lässt  man  r 

.  Null  übergehen,  so  verschwinden  die  beiden  Kreisintegrale  und 

1  bleibt 

1 


K 

F-^  G  =  -2  /___£L_=.    ' 

Wir  setzen  nun  7c  als  reellen  positiven  echten  Bruch  voraus« 
B  ist  dann  reell 

J  V(l— i^2)(i_A;2ier2) 

shlOmilch,  AniayBis.    n.  *^5 
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Dftgegm  iat  f  —  G  roin   imaginär,   weil   innerhalb  dir  G 
und  ■£■  der  erste  Factor  1  —  «'  negativ,  der  zweite  1  —  t' 
nÜT  bleibt;  diese  Bemerkung  liefert 


F 

1  1  - 


Vi  —  H'i' 

guwtat  wird. 


r—  8  = 


"M 


V'(i-i")(i-ft'>i') 


Wo  Jr   das    voUatniidige    ülliptische  Integral    für    den  Modalu 
bezeichnet. 


Dia  FormalQ  24)  und  27)  werden  jetKt 

/dB 
^fjj— — _p_^  =  4  m  K  +  .  . 


/V(i -»■)(!:: 


•fvcn 


=  (4»i  +  2)/i:  +  1.  2»JP 


*■«■) 


^' V(l- »>)(!- f,i)' 
wir  schreiben  daiUr  kürzer 

W=  imK  +■  i  .  2nE'  -\-  w, 
W=  (4Hi  +  2)  Ä'  +  (  .  2«7C  —  w, 
indem  wir   nnter    TV  den  allgemeinen  Werth     des  Intogralea  on' 
unter  W  den  Werth   dea  geriidlinigen  Integrales  verstehen.    Da  d» 
obere  Grenze  £^  in  beiden  Integralen  dieselbe  ist ,   so  erhält  man  il 
Umkehrnngen  von 

/„  "' _=  IF    nnd     L i_=. 

l'  V(i— 2')(i— i'«*)  •{  V(i— «"JO— *'•■) 
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beiden  Gleichungen  e  =  sin  amW  und  e  =  sin  amtp  mithin 

sin  am  W  =  sin  amw 

l  zufolge  der  vorherigen  Relationen  zwischen  W  und  w 

sinam  {i:mK-\'i  .  2nX'-f-fr)  =  sinamw^ 

sin  am  ([4m-\-  2]K -\-  i.2nK'  —  w)  =  sin  amw. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  zeigt,  dass  die  Function  sin  amw 
restört  bleibt,  wenn  die  Variabele  w  um  ein  Vielfaches  von  AK 
r  um  ein  Vielfaches  von  %  .  2K!  zunimmt,  dass  also  der  Am- 
tudensinus  sowohl  eine  reelle  Periode  mit  dem  Index 
r  als  eine  imaginäre  Periode  mit  dem  Index«.  2  IC' 
litzt. 

Im  speciellen  Falle  Ä  =  0  wird  Ä^  =  |jr,  E!  =  cn^sin  am  (if ,  0) 

ein  w ;  die  imaginäre  Periode  fallt  dann  weg  und  es  bleibt  nur 

reelle  Periode  2  %  übrig,  welche  der  Function  sin  w  in  der  That 

:oiDint.    Der  entgegengesetzte  Fall  Ä  =  l  giebtÄ'=  oo,Ä'==|a 

e2ip 1 

sin  am  (w,  1)  =  -r — ; — - , 

L  diese  Function  besitzt  nur  die  imaginäre  Periode  ix. 

An  die  vorige  Untersuchung  knüpfen  wir  noch  die  Entwicke- 
g  einiger  Fundamentalformeln  für  sin  amw  und  bemerken  dabei 
Voraus,  dass  wir  im  Folgenden  das  Integral 


A 


de 

-  w 


0     V{\-z^){\^k^z^) 

erzeit  geradlinig  nehmen,  weil  sich  nach  den  Formeln  28)  und 
)  jeder  andere  Integrationsweg  auf  die  Grerade  von  0  bis  j?  zurück- 
ren  lasst. 
ersetzt  man  in  der  Gleichung 

K  —  w=    I  -, 

Qrcli  eine  neue  Variabele  p  mittelst  der  Substitution 

erhält  man 


25* 
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mithin  umgekehrt 


Y- 


1   —  ;?3 

==  sinam(K — w) 


1  —  Ä;2^2 
oder  vermöge  der  ursprünglichen  Gleichung  0  =  sin  am  w 

30)  8tnam(K  —  w)  =--:: 

Diese  Formel  entspricht  der  goniometrischen  Relation  sin  ^ä— t 
=  cosw^  in  welche  sie  f ür  Ä  =  0  übergeht*). 

Ist  die  obere  Grenze  rein  imaginär,  etwa  xf  =  «iy,  mithin 
31) 

0 

so  sind   alle  auf  dem  Integrationswege   vorkommenden  e  von  t 
Form  iy\  die  Substitution  z  =  iy  giebt  dann 


/dz 
.,  =  =  «;  «w  =  stnamtü, 


VVa 


/  V(i+y^)(i  +  A;^y2) 

Mittelst  der  ferneren  Substitution  «=  -7===  wird  hieraus 

Vi  —  x^ 

J2 


J  V(l  —  aj2)  (1  —  Ä'2aj2) 


0 
oder,  wenn  das  Integral  für  sich  mit  v  bezeichnet  wird, 

w  =  iv,        .  r  =  sm  am  (t;,  Ä;'),      12  =  tg  am  (v,  äO- 

Aus  der  zweiten  Gleichung  in  31)  wird  nun  durch  Substitution  d 
Werthe  von  w  und  rj 

32)  sinam(iv)  =  itgam(v,J(f). 

Will  man  die  obere  Grenze  des  Integrales  w  grösser  alst 
Einheit  nehmen,  so  hat  man  zu  beachten,  dass  V(l  -^  JS'^)  (1  —  **^ 


*)  Jacobi  nennt  am  {K — iv)  die  Coamplitiide  von  w  und  schreibt  d< 
gemäss 


cos  am  w 
sin  coam  w  = 


J  am  w  * 

jedoch  wird  diese  Bezeichnung  wenig  gebraucht,    weil  sie   keine   wesentli 
Abkürzung  gewährt. 
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1^=1  bis  £r  =  --  imaginär  ist,  f ür  ;er  >>  -7-  dagegen  wieder 
11  wird;  es  sind  daher  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  die 
lannte  Integrationsgrenze  zwischen  1  und  ~  oder  über  -r-   hin- 

liegt. 

Um  den  ersten  Fall  zu  erörtern  sei 
1 


/ 


dz  1  .         ' 

r=  «;,      -37  =  smamto 


l  dabei  Ä  <  ^  <  1.      Der   geradlinige  Integrationsweg    führt 

p  durch  den  Verzweigungspunkt  a?  =  +  1   hindurch,  was  sich 

meiden  lässt,  wenn  man  diesen  Punkt  in  einem  Halbkreise  um- 

lt.     Man  findet  leicht,  dass  das  auf  den  Halbkreis  bezogene  In- 

ral  gleichzeitig  mit  dem  Radius   des    Halbkreises  verschwindet, 

B  also  übrig  bleibt 

1 

i 


w 


_  r dz^ r dz 


to 


=  K  +  ^    f,  ^' 

t     J    y(^2_l)(l_Ä2^2) 


-telst  der  Substitution  z  =  , ,  erhält  man  weiter 


VT=| 


8 


=  2r  +  i  jT  ^^ 

i  J  V(i_a;2)(i«.Ä'2a;2) 

T  wenn  man  das  Integral  für  sich  mit  v  bezeichnet, 
V         Vi  _  |2 

blge  der  Werthe   von  ^  und  to  wird  nun  aus  der  zweiten  Glei- 
Dg  in  33) 


sinamlK  +  -r)  =  -5 r~ 


r  wenn  man  —  t;  an  die  Stelle  von  v  treten  lässt, 
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1 


34)  sinam(K+  iv) 


^am{v^U)' 


Um   den  zweiten   der  vorhin   erwähnten  Fälle  zu  discutira, 
betrachten  wir  das  Integral 
1 

r  de  1 

35)  /  , ,  =  «7,    T-r  =  sin  amw 

unter  Voraussetzung  eines  positiven  echt  gebrochenen  £.  Der  gerad- 
linige Integrationsweg  führt  hier  durch  die  beiden  Yerzweigangt- 

punkte  a;  =  +  1  und  OJ  =  +  -r-i  ^e  man  wieder  in  HalbkroM 

umgehen  kann.  Bei  verschwindenden  Radien  erhalten  die  auf  dk 
Halbkreise  bezogenen  Integrale  den  gemeinschaftlichen  Grenzweitii 
Null,  und  es  bleibt 

w  —    f  ^^  +  -    /  ^» 

/    V(^2_1)(Aj2^2_1) 

i 

Das  erste  Integral  hat  den  Werth  K\  im  zweiten   setzen   wir  wk 

vorhin   z  =  ^ ,  =,  im  dritten  ;er  =  7-,  wodurch  entsteht 

_  1.     r äx^ r dx 

^  ~"  *'  /  V(l— a;2)(l  — A;'2a;2)        j/  V(l —aj^)(l  —  ifc»^;^ 

d.  L 

«         ^      •      j/  y(l— aj2)(l~Ä;V) 

Nennen  wir  u  den  Werth  des  letzten  Integrales,  so  haben  wir  dk' 
Gleichungen 

w  =  2  jfiC  —-  u  —  iK\  I  =  sinamu^ 

und  durch  Substitution  derselben  in  Nro.  35)  erhalten  wir 

1 


sinam  (2K —  u  —  iK^  = 


ksinamu 
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Ersetzt  man  u  —  2K  durch  t«,  und  beachtet,  dass  jederzeit 
%am( — w)  =  —  sin  am  w  ist,  so  wird  schliesslich 

1 


0 


sin  am  {u  +  iK')  ^= 


k  sin  am  u 

Nach  diesen  Untersuchungen  kann  man  von  der  doppelten  Pe- 
>dicitat  des  Amplitudensinus  leicht  ein  Bild  entwerfen  und  darin 
ch  die  besonders  wichtigen  Stellen  augeben,  wo  sinamto  entwe- 
r  zu  Null  oder  unendlich  wird.  Man  denke  sich  nämlich  die  Ebene 
'  durch  Parallelen  zu  den  Achsen  der  u  und  der  v  in  unendlich 
de  congruente  Rechtecke  getheilt,  von  denen  jedes  die  Breite  4  JT 
d  die  Höhe  2K'  besitzt  (Fig.  51);  das  erste  dieser  Rechtecke  sei 
A  CB  mit  den  Seiten  0-4  =  4ä:  und  OB  =  2K'  qmI  den  posi- 

Fig.  51. 


— O 


•o- 


i 


-50 


I 


■0- 


<> 


-A 


^v ^;^ ^^ l^!4... 


-(!>-. 


^i'^ 


V 


-ö 


--I — 


^4> 


■^ 


>i> 


^i> 


o- 


^ 


4> 


i 

Je 

'1^ 


I 

I 


r 


1 


? 


renTheilen  der  Coordinatenachsen,  endlich  repräsentire  in  diesem 
echtecke  der  willkürliche  Punkt  P  die  complexe  Zahl  w  =  w  +  iv. 
er  Werth,  welchen  der  Amplitudensinus  in  JP  hat,  kehrt  nun  wie- 
ir,  sobald  w  um  ein  Vielfaches  von  4  £*,  oder  um  ein  Vielfaches 
m  t .  2  £^  oder  um  beide  Vielfache  zugleich  geändert  wird ;  in  al- 
a  den  Punkten  Pj,  P2,  etc.,  welche  in  den  übrigen  Rechtecken 
»enso  liegen  wie  P  im  ersten  Rechtecke ,  erhält  demnach  sin  am  w 
eselben  Werthe  wie  in  P.  Beachtet  man  ferner  unter  den  Vor- 
Lssetzungen  0  <  zt  <  2  Ä"  und  0  <;  t;  <  iC'  die  vier  Punkte 

P  als  Repräsentant  von  u  +  iv^ 

Q  „  ,  „    2K-u  +  i(2K'-v), 

R  n  »  „    2K+U  +  iv, 

S   „  „  „    4K-u  +  i(2K'  —  v), 

lehren  die  Fonneln  29)  und  28),  dass  der  Amplitudensinus  in 
en  vier  Punkten  denselben  absoluten  Werth  hat,  dass  er  aber  in 


392  Die  elliptischen  Functionen. 

P  und  Q  positiv,  in  R  und  S  negativ  ist,  dass  also  die  vier  Viep- 
theile  des  Kechtecks  OÄGB  für  die  Function  sinamw  dasselbe  sind, 
was  die  vier  Quadranten  für  sinu»  Innerhalb  desBeclitecks  OÄCB 
wird  ferner  sinamw  =  0  in  den  sechs  Punkten 

0,  2K,  4:K, 

i,2K\         2K-\-i.2E!,         4:K^i.2E', 

welche  in  der  Figur  durch  Nullen  bezeichnet  sind.  Endlich  zeig« 
die  Formeln  36),  29)  und  28),  dass  innerhalb  des  ersten  Rechtecb 
sinamw  unendlich  wird  an  den  drei  Stellen 

ijr,  2K  +  iK\  4Jr+  iE', 

welche  durch  Asterisken  hervorgehoben  sind. 

Mittelst  der  vorigen  Formeln  lässt  sich  die  wichtige  Frag« 
entscheiden ,  ob  sin  am  w  eine  eindeutige  Function  von  w  ist  oderj 
nicbt.     Setzen  wir  ein  für  alle  Mal  voraus,   dass  jedes   der  bei( 

Radicale  Vi  —  z'^  und  Vi  —  k'^ z^  für  ^e^  =  0  den  Anfangswei 
-f-   1  erhalte,  so  ist  in  der  Gleichung 

dz 


dw 


=  y  (1  —  Z^)  (1  —  7c2  ^2) 


die  rechte  Seite  anfangs  eindeutig  und  bleibt  es  auch  so  lange, 
z  durch  keinen  der  Verzweigungspunkte  +  1,  —  1|+    -r,  —  t 

dz 
hindurchgeht:  unter  diesen  Umständen  bleibt  auch  -; — ,    mithin  9] 

dw 

selber  d.  h.  sinamw  eine  eindeutige  Function.     Bezeichnet  z.  R 

eine  complexe  Variabele,  deren  Modulus  weniger  als  die  Einheit 

trägt,  so  ist  sin  am  t  sicher  eindeutig  innerhalb  des  mit  dem  Radii 

mod  t  beschriebenen  Kreises.     Zufolge  der  Bestimmung,  welche  über] 

die  Anfangswerthe   der   oben   genannten  Radicalö   getroffen  wurde 

sind  nun  bei  hinreichend  kleinen  t 


cosamt=  V  1  —  sin^amt 
/Jamt  =  y  1  - 


1  —  Isin^amt  -j- 


-  k'^sin^amt  =  1  —  \h'^sin^amt  +  .  .  • 

gleichfalls  eindeutige  Functionen  von  t. 

Beiläufig  bemerkt,  kann  man  für  sehr  kleine  z  und  w  die  For- 
men der  drei  elliptischen  Functionen  leicht  angeben.  Es  ist  näm- 
lich unter  dieser  Voraussetzung 


w 


-fvT^ 


dz 


(1  +  A2)  ^ 


a 


z 

=  J[\  +  1(1  +  k^z^  +  ...}  dz 
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* 

W  =  ^  +  i(l    -f  Ä2)<8r3  +  .  .  . 


—  i(l  +  h^)w^  =      —  1(1  +  ÄJ2)^3  _ 


•  • 


Ühin 

fv  —  l(l  +  k^)w^  =  0  + 

Ißo ,    "wenn  z  =  sin  am  w  und  zu  besserer  Unterscheidung  t  für  w 
esetzt  wii*d, 

sinamt  =  t  —  g(l  +  Ä^)  ^3  _[.  .  .  . 

)araus  findet  sich  noch 

cosamt  =  l  —  IP  +  •  •  •  • 
^amt  =  1  —  llcH^  +  •  •  • 

Geht  nun  z  durch  +  1  hindurch,  wird  also  sin  am  w  =  1,  so 
pcli&lt  w  innerhalb  des  ersten  Rechtecks  OAGB  entweder  denWerth 
oder   den  Werth  /f  +  i.2K\  und  es  ist  jetzt  zu  •  untersuchen 
sich  sin  am  w  ändert,   wenn  der  eine  öder  andere  dieser  Punkte 
einem  kleinen  Kreise  umgangen  wird.     Für  den  ersten  Fall  sei 
=  Ä"  +  ^,  für  den  zweiten  w  =^  K  -\-  i.2K!  +  ^,  wo  t  eine 
ireichend  kleine  complexe  Variabele  bezeichnet;  man  hat  dann  für 
le  Fälle  gemeinschaftlich  nach  den  Formeln  28)  und  30) 

stnam  (K  +  i\2K'  +  0  =  stnam  (K  +  t)  =  — . -• 

^  '^        ^amt 

rechte  Seite  bleibt  eindeutig  innerhalb  eines  mit  dem  Radius 

t   beschriebenen  Kreises,  mithin   verliert   auch   sin  am  w  seine 

ideutigkeit  nicht  in  der  Nachbarschaft  von  g  z=  -\-   l.     Ganz 

ich  gestaltet  sich  die  Sache  im  Falle  z  =  —  1,  welchen  inner- 

Ib    des    Rechtecks    OACB    die    Werthe    «;  =   3  Ä  und   w  = 

rÄ  4"  *«2  JT'  entsprechen;  es  wird  nämlich 

$h^am  (3K  +  i.2K'  +  t)  =  sinam  (3K  +  t)  —  ^  cosamt 

^amt 
dthin  sin  am  w  wieder  eindeutig. 

Wie  man  aus  Nr.  36)  ersieht,  gehören  innerhalb  des  Rechtecks 
)ÄCB  zu  z=  ■]-  ^  die  Werthe  w  =  Ä:+iZ' und  w;  =  ir+i.  3  Ä"; 

d  ist 

sinam  (Ä  +  t . 3 X'  +  0  =  sinam  (K  +  iK'  +  0 

1  d  amt 

ksinam  (K  -^  t)        7c cosamt^ 

»Iglich  sin  am  w  eindeutig  an  den  bezeichneten  Stellen.      Ebenso 


i» 
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verhält  sich  die  Sache  f ür  ;&  =  —  -  d.  h.  w  =  3  Ä  +  tE'  und 

w  =  3  K  -{-  i,3  K\  wie  man  leicht  finden  wird. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  Function  sinamw  innerhalb dis 
ersten  Rechtecks  OACB  eindeutig  bleibt;  wegen  ihrer  Periodicitat 
folgt  daraus,  dass  sie  für  jedes  complexe  w  eindeutig  ist 


in.    Die  doppelte  Periodicitat  von  cos  am  w  und  ^a%%\ 

a.  Mittelst  der  im    vorigen   Abschnitte    benutzten  Principfli] 

kann  man  auch  das  Integral 

1 


/ 


dz 


V(l— ;^2)  (Ä'2  +  ^2j^2) 


W 


discutiren  und  hieraus  die  Eigenschaften  der  inversen  Functiai 
z  =  cos  am  w  herleiten;  kürzer  ist  es  aber,  die  genannte  Functwij 
durch  die  Gleichung 

cosamw  =  Vi  —  sin^amw 

zu  definiren  und  dabei  festzusetzen,  dass  der  Anfangswerth  COSaMOj 
=  "f-  1  genommen  werden  soll. 

Da  Vi  —  z^  keine  eindeutige  Function  von  z  ist  und  in  der' 
sein  Vorzeichen  wechselt,  sobald  einer  der  Punkte  z  :=  -^  l 
z  =  —  1  umgangen  wird,  so  ist  auch  cosamw^  als  Function  TOlj 
sinamto  betrachtet,  nicht  monodrom;  hieraus  folgt  aber  keineswegs 
dass  cos  am  w,  als  Function  von  w  angesehen,  mehrdeutig  sein  mvmA 
Sollte  nun  diese  Mehrdeutigkeit  existiren,  so  müssen  diejenigea 
Punkte,  an  welchen  sinamw  =  i  1  wird,  die  Verzweigungspunkt« 
von  cosamw  sein;  letztere  wären  demnach,  wenn  wir  uns  einstr' 
weilen  auf  das  Rechteck  OACB  (Fig.  51)  beschränken, 

es  bedarf  also  einer  Untersuchung  darüber,  wie  sich  die  Function 
cosamw  verhält,  wenn  man  einen  dieser  Punkte  mittelst  eines Kr^^ 
ses  umgeht.     Man  hat  nun  erstens 
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cosam  (K—t)  =  Vi  —  sin'^am  (K—t)\ 
B  smam  (2  K —  iv)  =  sinamw  folgt  ferner  für  iv  =  K  -{-  t 
)  sinam  (K — 0  =  sin  am  (K  +  t), 

d  da  sinam  (K —  t)  für  hinreichend  kleine  t  synektisch  bleibt,  so 
188  sich  sin  am  {K  —  0  ^^  ©ii^©  i^Q-ch  Potenzen  von  t  fortschreitende 
tihe  verwandeln  lassen ,  welche  mit  sin  am  K  =  1  anfängt  und 
folge  der  Relation  37)  nur  gerade  Potenzen  von  t  enthalten  kanui 

mlich 

sinam  (K  —  t)  =  l  —  at^  +  ßt* 

3rauß  ergiebt  sich 

cosam  (JT—  0  =  t  V2a  —  (««  -f-  2ß)P  H 

d  wenn  man  das  eine  Mal  t  =  re^^,  das  andere  Mal  i  =  re'^*^  +  Ö) 
^,  d.  h.  wenn  man  den  Punkt  K  in  einem  Kreise  umgeht,  so  er- 
It  man  in  beiden  Fällen  denselben  Werth  von  cos  am  w.  Der  frag- 
he  Punkt  ist  also  kein  Verzweigungspunkt.  Für  den  zweiten  der 
en  genannten  vier  Punkte  hat  man 

cosam  (K  +  i.2K'  —  t)  =  Vi  —  sin^am  (J5:+i.2  JT'  — «) 

=  Vi  —  sin^am  (JT—  0  =  *  V^^c  —  (a^  +  2ß)t^'\ 

thin  verhält  sich  die  Sache  ebenso  wie  vorhin;  dasselbe  gilt  nicht 
r  für  die  übrigen  zwei  Punkte,  sondern  auch  für  die  correspondi- 
iden  Punkte  der  übrigen  Rechtecke,  an  welchen  die  Werthe  von 
\^afnw  periodisch  wiederkehren.  Die  Function  cos amtv  ist  also 
irchaus  eindeutig. 

Aus  der  Definition  des  Amplitudencosinus  geht  femer  hervor, 
BS  cosam  (  —  w)=  -i^  cos  am  w  sein  muss,  wo  es  noch  einer  Ent- 
leidung  über  das  Vorzeichen  bedarf.  Hierzu  dient  der  specielle 
U  w  =  Oy  welcher  zeigt,  dass  wenigstens  für  unendlich  kleine  w 
r  das  obere  Zeichen  genommen  werden  kann.  Da  aber  cos  am  w 
rchaus  eindeutig  bleibt,  so  gilt  diese  Entscheidung  auch  für  alle 
rigen  tD\  der  Amplitudencosinus  ist  demnach  eine  gerade 
nction. 

Um  die  Perioden  derselben  zu  ermitteln,  erinnern  wir  wieder 
die  Formel  37),  welche  giebt 

cosam  (K-^-t)  =  +  cosam  (K — t). 
8  Vorzeichen  der  rechten  Seite    bestimmt   sich    durch   die  Ent- 
:kelung 

cosam  (K—t)  =  ty2a—  (a^  +  2ß)ti  +  ..•• 

en  rechte  Seite  bei  negativen  t  gleichfalls  negativ  wird;  man  hat 

ler 
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cosam  (Är4-  0  ==  —  cos  am  (K—  t) 
und  iixTt  =  K+w 

cosam  (2K'\-w)  =  —  cosamw, 
endlich,  wenn  man  2  K  -{-  lo  an  die  Stelle  von  w  treten  lässt, 

cosam  (4  jr-4-  ^)  =  cosamw. 
Die  eine  Periode  von  cosamw  ist  also  reell  und  vom  Index  4Ä 
Man  hat  ferner 


cosam  (iE'  +  t)  =  Vi  —  sin^am  (iE'  + 1)  —  yl  — j^ 


h^sinhfUii 


.  Vi  —  k^sin'^amt 

&  sinamt         ' 
daraus  folgt  wegen  der  Eindeutigkeit  der  linken  Seite 

cosam  (iE'  +  f)  =  —  cosam  {iE'  — t) 
und  für  t  =  iE'  +  w 

cosam  {i.2E'  -{-  w)  =  —  cosamw. 
Lässt  man  noch  2  E  -{-  iv  an  die  Stelle  von  w  treten,  so  wird 

cosam  (2E-]'i.2E'  +  w)  =  cosamw, 

mithin  besitzt  der  Amplitudencosinus  eine  zweite  Periode  mit  den 
Index  2E  +  i.2E'. 

Die  beiden  Perioden  werden  anschaulich,  wenn  man  in  Fig.  52 
wie  früher  0A  =  ^E,  OB  :=  2E'  nimmt,  den  Coordinatenanfang 

Fig.  52. 


mit  dem  Mittelpunkte  D  von  BC  verbindet,  aus  OÄ  und  OB  ein 
Parallelogramm  construirt  und  schliesslich  die  ganze  Ebene  durcii 
Parallelen  zu  OÄ  und  OD  in  congruente  Parallelogramme  zerlegt. 
Irgend  einem  in  OAEB  liegenden  Punkte  P,  welcher  «  +  ti?  re- 
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►räsentirt,  entsprechen  dann  in  den  übrigen  Parallelogrammen  Punkte 
Is  Repräsentanten  Von 

4mK  -f  n  (2K^i.2K)  +  u  +  iv 
=  (4m'\'2n)  K  '\'  u  +  i(2nlC  +  v), 

m  welchen  cosamw  denselben  Werth  wie  in  P  erlangt.  Innerhalb 
les  ersten  Parallelogrammes  wird  cosamw  viermal  =  0  nämlich  an 
len  Stellen 

K;        SK,         SK  +  i.2K\         6K  +  i.2K\ 

welche  mit  Nullen  bezeichnet  sind;  ferner  wird  cosamw  zweimal  un- 
endlich in  den  Punkten 

2K+i.K\  4K+iK'. 

b.  Die  Function  ^amw  definiren  wir  durch  die  Gleichung 

/damw  =  Vi  —  Jc-sin^amw 
md  setzen  dabei  als  Anfangswerth  z/amO  =  -|-  1  voraus. 

Da  sich  die  Function  an  denjenigen  Stellen  verzweigen  kann, 
ro  ksinamw  =  ^  1  wird,  d.  h.  zunächst  in  den  Punkten 

K  +  iK\  SK  +  iK\ 

o  muss  untersucht  werden,  wie  sich  ^amw  verhält,  wenn  man  diese 
^unkte  in  Kreisen  umgeht.     Es  ist  nun 

^am(K+iK'  +  t)  =  Vl^  Jc^sin^am  (K  +  iK'  +  0 


=v 


1  — 


sin'^am  (JRT  +  O 
>der  nach  der  für  sin  am  (K-^t)  angegebenen  Reihenentwickelung 

^am{K  +  iK'^t)='-^    j  a  i-  l.«  i- ^  p;c 


Tür  <  =  rc»ö  und  t  =  re'^^^  +  ö)  erhält  die  rechte  Seite  dieselben 
Wertho,  also  findet  an  der  Stelle  K'\-iK'  keine  Verzweigung  statt. 
Die  nämlichen  Schlüsse  gelten  mit  einer  geringen  Modification  auch 
für  den  Punkt  3  Ä^  +  i^\  iiud  ebenso  für  alle  übrigen  Punkte,  in 
Welchen  lesin  am  w  =  +  1  wird;  hieraus  folgt,  dass  ^amw  eine 
darchauB  eindeutige  Function  ist. 

Zufolge  der  Definition  von  damw  können  dam{ — w)  und 
damw  höchstens  im  Vorzeichen  differiren;  man  entscheidet  hierüber 
eicht  mittelst  der  Specialisirung  w  =^  0,  welche  zeigt,  dass  die  hei- 
len Functionen  gleiche  Vorzeichen  haben,  dass  also  damw  eine 
er  ade  Function  ist. 

Nach  den  vorigen  Formeln  hat  man 

dam  (iST  +  tX'  +  O  =  —  -^«^  (-BT  +  tÄ'  — 0 
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mhVm  für  (  =  ff  -f  ti  -  iE' 
3e)                ^ami2K-^u)  =  —  dam  {i.2K' ~»). 

Ändererseita  ist 

.' 

^am  (*ff'  +  0  =  Vi  —  kHin^am  (iK'+t) 

1/                1             Vsi«snmt-1 
~   V           sin^amt              smantt 

F- 

^am  (lÄ'+O  =  —  dam{iE'~t) 

und  wenn  t  =  iK'  +  to  gesetzt  wird, 

39)  ^a»j  (i . 2  K'  +  »)  =  —  damw. 

Da    hiernach    auch  ii}ain{i.'.  t)  ;=  —  damu  ist,   s 

man  auB  Nro.  38) 

die  reelle  Periode  der  Function  -^'i  iw  hat  also  den  Indes 

Ferner  argiebt  eich  aus  Nro  i,  wenn  man wduroht.afi'+t 
ersetzt, 

dam{i.4  )  =  damw, 

1  imaginäre  F'  mit  dem  Index  i .i  K'  vorbi- 


Nimmt  I 


1  Fig.  53  OA^ 


iE,   OB  ^ 
OG 


1 

r 

H 

j,.,.-0-.; 

L....©..-; 

r-o— ; 

c 

:.i 

J--0--: 

i.-.0.-^> 

■r- 

V 

F 

» 

ff',  0F=2l 
4  ff',  und  thaH 
die  Ebene  in  RecbteAe, 
weiche    dem    RecUlwfct 

OFHG  coDgruent  M 
so  erhält  tJama  i 
dem  Rechtecke  petiodwli 
die  Werthe,   welche  ii 
dem    ersten    denu-tigei 

Rechtecke  vorltanieii. 
Für  letztereB  ist  noch  o 
bemerken ,  dasa  ^uwH 
darin  zweimal  zi 
wird,  nämlich  an  den  mit 
0  bezeichneten  Stellen 

ff  +  iff',  K+i.ZS!. 
und  dasB  femer  davn 
Tiermal  unendlich  wiri 
nSmlich  in  den  Ponlitfii 
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f  JT,    2  JT  +  iK\     B.iK\    2K  +  3.  iK\ 
>  wie  gewöhnlich  bezeichnet  sind. 

IV.    Das  Additionstlieoreni. 

In  der  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  (S.  328)  wurde 
;eigt,  dass  die- Gleichung 

/  dx  /  äff 

J  V(l  -  05»)  (1  -  fc««»)  "^  J  V(l  -  y*)  (1  - 


=  / 


de 


^t  findet,  sobald  die  Grössen  rr,  y,  e  der  Bedingung  genügen 

^  a;  V(l— yg)(l— A;ay3)  +  yV{l-^x^{\-'h'^^) 
^  1  —  h^x^y'^  ' 

Beweis  dieses  Fundamentaltheoremes  beruhte  auf  identischen 
nsformationen  und  bleibt  daher  ungeändert,  wenn  man  sich  un- 
den  oberen  Litegralgrenzen  x^  y,  e  complexe  Zahlen  vorstellt  und 
Vieldeutigkeit  der  Integrale  dadurch  vermeidet,  dass  man  die 
3grationswege -geradlinig  nimmt.     Bezeichnet  man  nun  die  obi- 

drei  Integrale  der  Reihe  nach  mit  u^  r,  fr,  so  ist  einfach 

ler 

a;  =  8inamtt,    y  =  sinamv^    e  =z  sinamWf 

jg  =  sinam  (u  +  r), 

l  nach  Substitution  dieser  Werthe  von  x,y,z  geht  die  erwähnte 
lingungsgleichung  in  die  folgende  über 

.    .    .     sinamucasafnv^amv+sinamvcosamu^^amu 

8tnam(u + r)= ; ,  ^  ,  ^  .  ., 

^         ^  1 — k^sm^amustn^amv 

se  entspricht  der  goniometrischen  Formel  für  8in  (u  -|-  v)  und  ver- 
idelt  sich  in  letztere  für  I;  =  0.     Lässt  man  —  «^  an  die  Stelle 

V  treten,  so  ändert  nnr  9inamv  sein  Vorzeichen,  und  es  wird 
Q  der  zweite  Theil  des  ZäMen  negativ. 

Ans  der  Gleidiung  40)  erhält  man  leicht 

-  ■  __  V(l  -xt)(l-9*)-  z» V(l  - k'x*)(l  - k*^ 

*■         '   —  1  —  fjrV  ' 

anfolge  der  Werthe  tod  x,p,t 
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42)    cosam(u  +  v)= ; ,„  .  „ r-z -;, 

1  —  Jc^stn^amustn^amv  'i 

bei  negativen  v  ändert  der  zweite  Theil  des  Zählers  sein  VoraadttLl 

Die  Formel  40)  giebt  ferner 

1^1 TT-T^  Vg  "•fe2a;2)(i  _fe2y2)^A;«a;y  V(l  -x^){l-f\ 

1  —  Ä;2ic2y2 
mithin 

für  negative  v  wird  der  zweite  Theil  des  Zählers  positiv. 

Lässt  man  iv  an  die  Stelle  von  v  treten  und  beachtet  die  Fop* 
mein 

sinamUv)  =  itng arniv^lfTi,  cosam(iv)= — 777, 

.       .,  .        zfam(v,k') 

^am  (tv)  = 7—777 , 

^  cos  am  (v,  Ar) 

so  werden  die  Gleichungen  41),  42)  und  43)  zu  den  folgenden 

sin  am  (u  +  i^)  = 
sinamu  ^am(v,J(f)-\-i  cosamu  damu  sinam(v,  JsT)  cosam(v,  h) 
cos^  am  (v,  Je*)  +  Jc^  sin^  am  u  sin^  am  («;,  k') 
cos  am  (u  +  iv)  = 
cosamu  cos  am  (v,  7(0  —  i  sinamu  d  amu  sin  am(v^l(f)^lam{vyli) 
cos^  am  (t;,  1(f)-\-k^  sin^  am  u  sin^  am  (v,  k')  * 

dam{u  +  iv)  = 
damudam  (t;,  k*)  cos  am  {v^  k') — ik^  sin  am  u  cos  am  u  sin  am  (t-,  i) 
cos^am(Vi  k')  -j-  k^sin^amu  sin'^am{v^  k^ 
Aus  diesen  Fundamentalformeln  ergeben  sich  zahlreiche  Reh 
tionen,    welche  den  verschiedenen  goniometrischen  Formeln  analoj 
gebildet  sind,   und   ebenso  wie  letztere   durch  blosse   algebraisch 
Combinationen  der  Grundformeln  abgeleitet  werden  können.     So  ii 
z.  B.  für  V  =  u 

2 sinamu  cosamu ^amu 


sinam2u  = 

cosam2u  = 

^am2u  = 


1  —  k^sin^amu        ' 
1  —  2  sin^  amu  -f-  k^  sin^  am  u 
1  —  k^  sin*  amu  ' 

1  —  2k^sin^amu  +  k^  sin*  amu 


1  —  k^  sin*  amu 

Im  speciellen  Falle  u  =  \K,  am2u  =  am  K  ^=^  \7C  kem 
man  die  Werthe  der  linken  Seiten  und  erhält  dann  umgekehrt 
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wof  gleiche  Weise  findet  sich 

.   ^    iE!  i  iK'        l/TT^'    .       iK'      n/r-ri- 

rfidm-^  =  -^,  cosam-^  ===    w — j- — ,  ^Ja»»-^=  Kl  + /c, 

roraus  dann  weiter  folgt 


««m(ir±lf^)  =  ^.     cosam(E±'-f)  =  +  t]/l^, 


^am(K±  i|^)  =  VT^^; 


lam 


V  2k' 


^afn(E±il!.'^  =  j^y. 


Setzt  man  zur  Abkürzung  a»iw  =  g>,  am  e;  =  ^,  am(M  -f-  v) 
<?j  a9n(u  —  v)  i=  r,  so  gelangt  man  leicht  zu  den  Formeln 

2sin(pcos^^ilf 
8in6  4-  sint  == 7T-T-5; r-i-7> 

2sintcosq)^q) 
smö  —  sint  = 


1  —  k^sin^g)sin^ilf^ 

2coswcosilf 
coaö  +  cost  = ,.   .  ^ T-':rr9 

2sinwsint^<P'^t 
cosö  —  cost  =  — -»   .  „ —  .  ^  ■ , 

2h'^sinwcosw  sinfi>cos\p 
/J6  —  /Jr   =  — 


1  —  k'^sm^g)sm^ilf 
1  —  h^sin^tpsin^ip^ 

leblömiloh,  Analyais.    II.  26 


sin  6  sin  T  = 


cos 6  COST  = 
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1  —  Jc^sin^tpsin^if 


Bei  der  Leichtigkeit  solcher  Comhinationen  dürfte  eine  grössere 
häufung  von  Formeln  überflüssig  sein.' 

Bevor  wir  diesen  Gegenstand  verlassen,  wollen  wir  noch  zeigai^ 
wie  die  Addition  und  Multiplication  elliptischer  Integrale  mitUU 
einer  geometrischen  Construction  ausgeführt  werden  kann.  Es 
zwei  Kreise  gegeben,  von  denen  der  eine  den  anderen  umBchli« 

Fig.  54.  ^»öge  (Fig.  54);  der  grts-j 

sere  Kreis  habe  C  zum 
telpunkte   und   ÄG  =i 
zum  Halbmesser;  der 
telpunkt  des  kleineren 
ses  sei  D,  der  Halbmc 
DT=r;  endlich  bes 
CD  =  h  die  Centrale 
der    Kreise.      Von 
einem  Punkte  P  des  ai 
ren  Kreises  ziehe  man  eine  Gerade ,  welche  den  inneren  Kreis  in 
berührt  und  den  ersten  Kreis  zum  zweiten  Male  in  Q  schneid^; 
Peripheriewinkel  über  dem  Bogen  AP  heisse  o,  der  über  dem 
gen  ÄPQ  stehende  Peripheriewinkel  <J;  es  ist  dann  ^  ^CP=2 
^  ACQ  =  2ö,  ferner,  wenn  017  senkrecht  zu  PQ  und  CV 
rallel  zu  P^  gelegt  wird, 

Z.  PCU==  a  —  (o,  ^  ACU=6  +  G), 

^  ACV=l7C  +  ö  +  CD,    -/ D(7F=  1^  —  (ö  +  o). 

Aus  der  Gleichung  BT  t=  Cü  -\-  DV  folgt  nun 

r  =  Bcos{6  —  cj)  -f-  hcosip  +  ^) 
oder 
44)  r  •=^  {B  '\-  h)cos0cos(o  -|-  (R  —  h)sin<isinGt. 

Lässt  man  speciell  P  mit  Ä  zusammenfallen,  so  wird  co  =  0  und  I 
geht  in  den  constanten  Winkel  ACB  über,  welcher  2a  heissen möge; 
für  diesen  ist 

r  =  (2?  + A)cösa, 

woraus  folgt 


V(22  +  Ä)2  «-  r2     1  f  4:  Rh 

^^^"  = R  +  h         -     K^-(fi  +  ^)^~ 

Zur  Abkürzung  setzen  wir 
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*en  femer  die  Gleichung  44)  durch  B  •■{-  h  und  suhstituiren 
erthe 

r  12  —  Ä 


T=:  cosa^ 


=  Vi  —  k^sin^ai 


B  +  h  '       B  +  h 

halten  dann  die  Relation 

cos  a  =  cosö  cos  o  -{-  sinö  sin  cd  Vi  —  h^sin^a, 

nichts  Anderes  ist  als  die  Bedingung  für  die  Existenz  der 
ang 

P(ÄJ,  ö)  —  FQc,  a)  =  F(h,  a) 

F{lc,  6)  =  F{lc,  a)  +  F(k,  o). 

s  entspringt,  wenn  X;,  a  und  co  gegehen  sind,  folgende  Con- 
on  von  <S,     Man  wähle  B  willkürlich,  hestimme  hieraus 


^1  —  Vi  —  k'^sin^a 

h  =  B r-;===r,     r 


(B  +  h)  cosa. 


Fig.  55. 


1  +  Vi  —  kUin^a 
i   die  heiden  Kreise,   nehme   ^  Ä  CP  =  2  o  und  ziehe  die 

Tangente  PTQ\  die  Hälfte 
des  Winkels  ACQ  ist  dann  6, 
Diese  Construction  lässt 
sich  mehrmals  nach  einander 
anwenden,  indem  man,  wie 
Fig.  55  zeigt,  der  Eeihe  nach 
die  Tangenten  PPi,  P1P2, 
PqPs  u.  s.  w.  zieht  und  die 
Winkel  A  GP,  ACPi,  A  CPj 
etc.,  welche  nach  derselben  Dre- 
hungsrichtung weiter  zu  zäh- 
len sind,  mit  2  o,  2  CJi,  2  (92  etc. 
bezeichnet;  es  wird  nämlich 

F(ci,)  =  F(a)  +  F(a), 

F(g)j)  =  F(a)  +  F((Oi)  =  2F(a)  +  F(aj), 

F(cj8)  =  F(a)  +  Fio^)  =  SF(a)  +  F(ci), 

»erhaupt 

F(cOn)  =  nF(a)  +  F(g)). 
ciellen  Falle  0»  =  0,  d.  h.  wenn  man  das  successive ^Tangen- 

26* 


AM  Diu  elliptischen  Functionen. 

(ennehui  niolit  mit  P  Bondern  mit  A  auffingt,  wird  J'(fii,)=tif(i 
wodordi  daa  Kultijilicationsproblem  seine  constructive  L 
jWIfe, ;(--:.  - 

Von  b«tonderem  IntereaBe  ist  die  Frage,  unter  welclicn  W 
den  die  getrocliene  Liuie  PPiPi  -  -  .  iu  Bich  zm-äckkebrt,  ^ 
einem  Polygon  wird,  was  entweder  nach  einmaligem  oder  cnt 
mehrmaligeu  Umlaufe  um  den  kleinereu  Kreis  geschehen  Itsnii, 
■ohrSaken  wir  uns  auf  den  ersten  als  den  einfaclisten  Fall,  unäsl 
wir  Tomtai  daas  das  Polygon  Jt  Seiten  erhalten  solle,  sc 
iEili^HiBlRti^i)  mit  dem  Anfangspunkte  P  coiacidiren  (brä 
ecke  der  Figv  P^  mit  P);  die  Bedingung  ist  also 

^  ACP,  =  2at  -\-  ^  ACP    oder     ßj„  =  jr  + 
vodnrdi  die  Gleichung  46)  übergeht  in 

F(jr  +  »)  =  «F(a)  H-  i^C«). 
Wegen-#^  +  (o)  =  2Ä" -f  f  (w)  hebt  eich  belderseita  F(o) ' 
es  bleibt  die' von  (o  unahhängige  Gleichung  flbrig 

2K^n  Fia). 
GeometnJMi)  leisst  dies:  wenn  die  Radien  uebst  der  Centrale  bi 
,]SiT^S|B ;  der  vorliegenden  Bedingung  genügen,  so   schliesst  mfa 
■    Polra****!  ^^  B,xLcii  der  Anfangspunkt  P  gewählt  werden  mSgB. 
der  obigen  (Heiclmng  folgt 

a  =  am 

» 

und  es  ist  daher  nach  den  früheren  Formeln  für  cos  a  und  ^(*) 

r                        2K        R  —  h          .        2K 
46)  ---■ ,    .  =  cosam ,      -=— ; — r  =  ^^am , 


Berechnet  man  für  ein  gegebenes  n  entweder  cosam  — 
^am ,  BO  enthält  jede  der  Gleichungen  46)  nur  die  GrösGti 

r  nnd  7i;  sie  drückt  also  die  Bedingung  aas,  welche  zwiscbeo 
drei  genannten  Grössen  stattfindet,  sobald  das  n-Eck  gleich» 
ein  Sehnen-  und  ein  Tangentenvieleck  ist! 

Für  das  Dreieck  gestaltet  sich  die  Rechnung  folgendennui 
Aus  der  allgemeinen  Formel  für  die  Addition,  nämlich 
eo8<pCOs^  —  StB 9) st'jnf' ^(ff)  =  C03 ff 
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casamucasamp  —  sinamusinamv  ^farH(u-\'V) 

=  cosafn(u  +  v) 
[t  man  sonachst  für  «  =  t;  =  ^K 

ferner  ^K=2K  —  |JSr  und 

amC^K—w)  =  zlamw,    cosatn(2K — w)  =  —  casamw 

0  hat  man  aach 

cos^amlK  —  sin*  amlK  ^  amlK  =  —  cosamfK 

ft  man  alle  Grössen  auf  die  linke  Seite  und  drückt  den  Sinus 
i  den  CosinuB  aus,  so  findet  man  leicht 
+  €(}8amlK)[cosamlK  —  (1  —eo$amlE)^amlK]  ==  0, 
lier  kann  man  den  ersten  Factor  streichen,  weil  er  von  Null 
lieden  ist.     Die  übrig  bleibende  Gleichung  lässt  sich  in   der 
darstellen 

cosamlK  +  --j ^  =  1, 

lese  giebt  nach  Substitution  der  Werthe  aus  Nro.  46) 

T  T 


Ä  +  Ä    '    R  —  h 

Ä3  =  i2(Ä  — 2r) 

nreichend  bekannt  ist. 

'ür  den  Fall  n  =  4  hat  man  sehr  einfach  aus  Nro.  46)  und 

e  der  schon  berechneten  Werthe  von  cosam\K  xm^  ^am\K 

3) 

urch  Division 


*8ie  und  dritte  Gleichung  geben 

2  (22»  +  Ä«)  r»  =  {m  -  Ä2)2. 

{eim  Fünfeck  erhält  man  durch  eine  ähnliche  Rechnung  wie 
Dreieck 
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r(R  +  h)V2B 

=  r(R-\-h)VR  ^h-^  r  +  (i2  — Ä)(Ä  +  Ä4-r)V5  +  Ä-r 
für  Polygone  von  noch  mehr  Seiten  werden  die  Formeln  sehr 
wickelt  *). 

V.    Potenzenreilien  und  Reilienquotienten  f&r  die 

elliptisohen  FunctionezL 

A.    Nach  den  Untersuchungen  in  Abschnitt  III.  wird  die 
tion  sinamto  zum  ersten  Male  unendlich  für  w  =  iK',  sie 
daher  synektisch  innerhalb  eines  mit  dem  Badius  K'  um  den 
dinatenanfang  beschriebenen  Kreises.     Zufolge  des  auf  complexe 
riabelen  ausgedehnten  Satzes  von   Mac  Laurin(S.  85)  lässt 
nun  sinamto  in  eine  nach  Potenzen  von  w  fortschreitende  und 
vergirende  Reihe  verwandeln,  falls  der  Modul  us  von  fo  weniger 
K'  beträgt     Wegen  sin  am  ( — w)  =  —  sinamto  kann  diese 
nur  ungerade  Potenzen  von  to  enthalten,  mithin  ist 

sinamto 

/dsinamtoX    to        /d^sinamuA         to^ 

~  \      dw      )o  T  "^  \      dw^      /o  1.2.3 

,    /d^sinamto\  to^ 

"^  \      dw'^      /o  1  .  2  .  .  5  ■•"" 

Die   angedeuteten  Differentiationen    lassen   sich   mittelst  der  Fi 
mein 

d  sinamto         ,  . 

-  =  -j-  cosamto  ^amto^ 


dto 

dcosamto 
dto 

dJamw 
dw 


=  —  sinamto  ^amto, 


=  —  k^sinamtß  cos  am  w 


*)  Die  Formel  für  das  Dreieck  findet  sich  zuerst  bei  Eitler  (Not. com 
Petropol.  XI,  pag.  114);  für  die  Fälle  n  =  4,  5,  6,  7,  8  hat  Nicol.  Fii 
die  geometrische  Ableitung  der  Relationen  gegeben  (Nova  acta  Petrofdl 
XIII,  a.  1798,  pag.  166  bis  189).  Den  Zusammenhang  dieser  Aufgabe  v 
der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  zeigte  Jacob!  in  der  Abhandlril 
„Ueber  die  Anwendung  der  elliptischen  Transcendenten  auf  ein  bektiul 
Problem  der  Elementargeometrie"  (Crelle's  Journal,  Bd.  III,  S.  376),  i< 
mit  eine  denselben  Gegenstand  betreffende  Abhandlung  von  Richel 
(Cr eile's  Journ.  Bd.  XXXVIII,  S.  353)  zu  vergleichen  ist. 
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V  Reihe  nach  ausfuhren,  z.  B. 
^sinamw 


dw^ 


=  —  (1  -\'h^sinamw  +  2k^sin^amWt 


,    3 —  =  [ — (1  +'Ä;2)  -|-  ßk^sin^amtffjcosamto  ^amto, 

u.  s.  w. 

id  gehen  fiLr  fi;  =  0  die  Coefficienten  der  Reihe.     Noeh  einfacher 
t  es, 

sinamto  =  ÄiW  +  Äsw^  +  Ä^w^  +- 


•  .  •  • 


setzen,  diesen  Ausdruck  in  die  Formel  für -r—z zu  suhsü- 

iren  und  nachher  die  heiderseitigen  Coefficienten  von  w,  w^  etc. 
▼ergleichen.    Das  Resultat  ist 

j    ^numw        w        1.2.3^1.2.3.4.5 

1  +  135  A;^  4-  135Ä;*  +  h^    ^ 
1.2.3.4.5.6.7      ^ 

l  +  1228A;«+5478fe^  +  1228A;g4'*?^   9_ 
"^       1.2.3.4.5.6.7.8.9      ^ 

modiv  <  K'. 

T  k  =  0  wird  sinamw  =  sinw,  -ff'  =  oo,  und  die  Reihe  iden- 
ch  mit  der  hekannten  immer  convergirenden  Sinusreihe;  für  k=l 
d  K*  =  \x  kommt  man  auf  die  Formel  12),  S.  277  in  Thl.  I., 
rück. 

Da  die  Function  cos  am  w  gleichfalls  synektisch  hleiht  innerhalh 
les  mit  dem  Radius  K*  um  den  Coordinatenanfang  beschriehenen 
eises,  so  existirt  auch  fitr  cos  am  w  eine  Potenzenreihe,  die  aber 
gen  cos  am  ( — w)  =  cosamto  nur  gerade  Potenzen  von  w  ent- 
Iten  kann.  Ihre  GoefÜcienten  leitet  man  am  einfachsten  aus  den 
ßf&cienten  der  yorigen  Reihe  dadurch  her,  dass  man  die  Relation 

sin'^amw  +•  cos^amw  =  1 
geendet    Man  erhält  auf  diesem  Wege 

1       ,    .       1  +  4fe«     ^ 
f     co.ami.=  1-3-^1.« +  3-^7374^ 

1  +.  44Aj»  +  16ÄJ*    , 
1.2.3.4.5.6 


1  +  408ik»  +  912A;^  +  ^^^^  ^ 
"^       1.2.3.4.5.6.7.8 

modw  <  K\ 


. . . . . 


408  Die  elliptischen  Functionen. 

Auch  für  die  Function  ^amw,  die  innerhalb  eines  mit  den 
Iiadius  K'  um  den  Coordinatenanfang  beschriebenen  Kreises  syndt- 
tisch  bleibt,  gilt  eine  nach  geraden  Potenzen  von  ta  fortschreitenjs 
Entwickelung.     Mittelst  der  Relation 

k^sin^amto  +  ^^amtv  =  1 
findet  man  leicht 

49)     Jamto  =  1 —tv^  +   ^«(4  +  k^)     , 

'  1.2^1.2.3.4 

Ä;2(16+44/(;2  +  Ä4)^g 


1.2.3.4.5.6 

,    Ä;2(64  4-912Ä;2  +  4l..,     ,  .. , 

H — 7 — 7. — 5 — 'a — ^ — 2 — ;; — -^^ 


A;2(64  4-  912  Ä;2  +  408  Ä;^  +  feQ    g_ 
1.2.3.4.5.6.7.8    ^  ' 


•  •  •  (^ 


modw  <;  K\ 

Durch  Differentiation  oder  Integration  in  Beziehung  auf  «?  las« 
sen  sich  aus  den  vorigen  Reihenformeln  noch  beliebig  viele  ander- 
weite  Entwickelungen  herleiten,  z.  B. 

50)  cosamw  ^amw 

1,2^      1.2.3,4  ' 

51)  sinamwdamw 

1.2.3^1.2.3.4.5  ' 

52)  sin amw  cosamw 

1.2.3^1.2.3.4.5 
wobei  immer  wodw  <^  K'  sein  muss.    Aus  der  Bemerkung,  dass 

damw  .  ....  r  . 

— :; :=^amw    mithin    amw  =  l  ^amtodto 

dw  J 

0 

ist,  ergiebt  sich  noch 

53)  amw=.w^  TT^Tz''"  +  1.2.3.4.5^^' 


Ä;2(16  +  44A;2  +  A;*) 
1.2.3.4.5.6.7 


w;^ 


•     A;g(64  +  912  Ä;2  4-  408  Ä;^  4-  A;<>)    ^ 
"*"  1.2.3.4.5.6.7.8.9^ 
modxo  <i  K\ 

Wie  man  mittelst  dieser  Fundamentalformeln  Zusammengesetz- 
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ro  Functionen,  z.  B.  sin^amw^  tngamto  und  dergleichen  ehonfalls 
t  Poienzenreihen  verwandeln  kann,  ist  leicht  genug  einzusehen,  und 
t  wird  daher  das  folgende  eine  Beispiel  genügen. 

Die  Function 

sm  am  w 

h&lt  für  «7  =  0  den  Werth  /(O)  =  1 ,  sie  bleibt  femer  synektisch 
»n  w  =  0  bis  dahin,  wo  sin  am  w  zum  ersten  Male  verschwindet. 
an  wird  sinamw  =  0  sowohl  füt  tv  =  2K  als  f ür  u^  =  *  .  2K'; 
e  Keihenentwickelung  gilt  daher,  wenn  K  <^  K'  ist,  unter  der 
tdingiing  modw  <^2K\  im  Gegenfalle  K'  <iK  muss  modtv<^2K' 
nommen  werden.  Beide  Fälle  sind  leicht  zu  trennen.  Ist  nämlich 
l  oder  2*3  <  1,  so  folgt  &2  <  k'\  d{k,  (p)  >  ^(k\  9), 

^       <  -:77^ — X  ^nd  K  <  K'i 


'  h^  >  \  ergiebt  sich  durch  analoge  Schlüsse  K'  <^  K,  Die  obige 
Qction  besitzt  noch  die  Eigenschaft  /( —  w)  =  f{w)  ist  also  eine 
*ade    Function  und  giebt  folglich  eine  Reihenentwickelung   von 
Form 


stnamw 

Itiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  Nro.  47)  und  vergleicht  dann 
derseits  die  Coefficienten  von  «7^,  w*,  w^  etc.,  so  erhält  man  der 
ihe  nach  die  Werthe  von  a2,  a^^  a^  etc.,  und  gelangt  schliesslich 
f eignendem  Eesultate: 

1  1     .     1  +  Ä«  _    .    7  —  22h'^  +  7*^3 


= 1"  -Z X n^  H 7. ^ 7^ Z W7* 


sinamw        tv         1.2.3  3.1.2 

,    81  —  15*2  —  15**  +31*6 

-|-  1(7    4- 

[>ei  die  Bedingungen 

far*<r7=,       m^dw  <i2K^ 
V2 

1  B 

^   *  >  -7=,       mot^w  <;  2K 

Euhalten  sind.  Im  speciellen  Falle  *  =  0  kommt  man  auf  die 
mel  für  cscw  zurück  (Thl.  I,  S.  245,  Nr.  31),  im  Falle  *  =  1 
Lobt  sich  die  Gleichung  10)  auf  S.  281  im  ersten  Theile*). 

♦)  Die  obigen  Potenzenreihen  sind  zuerst    von  Jacobi  entwickelt  wor- 
jedocb   ohne  Bestimmung  der   Gültigkeitägrenzcn  (Fundam.  nova  theor* 
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B.  Ein  zweites  Mittel  zur  ezpliciten  Darstellung  der  ellipÜBdMt 
Functionen  bieten  die  Quotienten  zweier  PotenzenFeihen;  maa  g^ 

langt  hierzu  auf  folgendem  Wege. 

Aus  der  unbestimmten  Integration 

«/    \  ^V  V(l— iP«)(l— Ä;«xr»)  * 

erhält  man  sehr  leicht 
1  i 


J  V(i  _  g%)  (1  _  TcH^)  J  \  * V  V(l  —ß^{l  — 


Vz^) 


=Il 


und  für  z  =  sinamw 

K  K 


/dw  I  (h^sin^amw t-z ]dw  =  lsi> 
J  \                       sin^amw/ 


stnamw. 


Ferner  ist 

K 


jlcHh 


sin^amwdw  =    /  h^sin^amwdw  —    /  k^sin^amwiw 

w  0  0 


=  K  —  E  —    /  k^sin^amtodw. 


wobei  man  den  Werth  K  —  E  mittelst  der  Substitution  atnw^i 
findet,  und  es  ergiebt  sich  weiter 

K  K 

j  dw  j  Id^sin'^amwdw 

w  w 

K  10 

=  (JSC  — £)(JSC— w)  —    I  dw  I  k'^sin^amwdw 


M>  0 

K 


=z{K-'E)(K—w)  —    I  dw  J  k'^sin^amwdw 


0  0 


-^   I  dw  I  k^sin^amivdw. 

0  0 


funct  ellipt  pag.  114).    Her  mite  behauptet  in  seiner  „Uebersicht  der  Thao-i 
rie  der  elliptischen  Functionen",  übersetzt  von  Natani,  S«  46,  dass  die  Rdh 
henentwickelungen  für  sin  am  w^   cos  am  w  und  Jamw  an  die  Bedingafl 
—  l  <.  w  <.  -{-  l   gebunden  seien;   dies   ist  ein  Irrthunii    wie  8chon  dii' 
Fälle  A;  =  0  und  A;  =  1  beweisen. 
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)a8  erste  Doppelintegral  rechter  Hand  besitzt  einen  constanten 
Verth  G,  auf  den  es  vorläufig  nicht  ankommt;  wir  rechnen  ihn  mit 
BT —  JS)(-^ — ^)  zusammen,  indem  wir  setzen 

(JSC—  E)K—  a  =  a,      K—  E=  —  h, 

ad  erhalten  somit 

fß  w 

y)  Isinamw  =  a  +  5m?  +    J  dw  j  h^sin^atnwdw 


0  0 

K  K 


J       J  sin^a 


dw 
mw 


Oeht  man  zweitens  von  der  Integralformel  aus 
C/  1  —  fc»jg«\ dl zVl--k^z^ 

•  gelangt  man  leicht  zu  der  Gleichung 

=  i  Vi  —  ;p», 
ie   sicli  für  z  =  smamtc?  in  die  folgende  verwandelt 


w  to 


6^)     l  cosamw  =    1  dw  1  h^sin'^amwdw —  1  dw  I  — dw. 

^  J       J  J       J  cos^amw 

0  0  0  0 

Drittens  führt  die  Integralformel 

^   V  1  —  Ä;«W  V(l— ^2)(1— ifc«^«)  Vi  —  Ä;«;ff2 

u    der  Gleichung 

^    V(l— ip2)(i  — Aj';^»)/  \  1  —  fe^WVq— ^^)(1  — A;»;g^ 

=  iVi  —  Ä«^s 

md  daraus  wird  für  z  =  sinamte; 


10 


i7)       l^amw  =  J  dw  I  k^sin^amwdw  —  I  dw  I      .^   dw. 

0  0  0  0 

Setzt  man  zur  Abkürzung 


4M  Die  clliptisclicn  FurtCtfÖÄBK* 


-äw. 


■o  eriiUt  Bun.Mii  dm  Fonn«ln  50),  56),  57)  die  folgenden 

68)      ti»aniw=  — ,     cosamw  =  — ,      ^amw  ^—, 
c*  e"  c 

nnd  demnMJi  luBen  sicli  die  drei  hauptaiiclilichsten  elliptiBclien  rnm- 
tionea  .ftl»  Jobrocliene  Functionen  von  gleichem  Nenner  anscliBD. 
Beü  letsteren  nntcreuchen  wir  zunuchst. 

Iflt  aar  Integrationsweg  dea  w  bo  beschaffen,  dass  8(«'«Bie 
l&ngs  deeaelbfln  Bynektisch  bleibt,  bo  bildet  aus  nahe  liegenden  Grio- 
den  ■  gleicUallB  eine  eynelttische  Function  von  w;  dasselbe  giltta 
hiii^riljiolr  Am  f.  Fülirt  dagegen  der  Integrationsweg  dnrch  «*■ 
die  Pankte  hindurch,  in  welchen  sin^amu!  unendlich  wird,  sohns 
man  diesen  Integrationsweg  durch  einen  Weg  der  ersten  Art  st- 
setzen,  sobald  man  noch  diejenigen  lutegralwerthe  hinzufügt,  wdd« 
den  Unakreisnngen  der  vorkommenden  Ausnahmepunkte  entaprechei 
Es  zer^lt  dann  s  in  einen  synektiechen  und  in  einen  asyuektlsclie 
Theil,  wobei  es  vornämüch  auf  den  letzteren  ankommt.  Es  *inl 
nnn  sin^amw  unendlich  für 

w  =  2mK  +  i(2n-\-l)K', 
wo  m  und  n  beliebige  ganne  Zahlen  bedeuten ;  bezeichnen  wir  äiesn 
Werth  kurz  mit  c  und  denken  uns  den  betreffenden  AueuahmepuiiU 
mittelst  eines  Coutours  von  beliebiger  Kleinheit  umgangen, 
für  alle  Punkte  dieses  Contours  w  von  der  Form  w  ^  c  +  *  -^  '^ 
^  C  +  «  mithin 

_        1 
sm'  am  s 
Bei  hinreichender  Kleinheit  des  Contoura  bleibt  mods  innerhalli  äer 
Grenzen,  welche  zum  Beatehen  der  Gleichung  54)  erforderlich  ö"« 
nnd  es  folgt  dann 

,,  .  ,              1    ,   1  +  ft»  ,    1  —  ft=  4-  ft*      . 
h'sm'amw  =  ^  H =^  H ^^ — «'  -\ 
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oder  vermöge  des  Werthes  Ton  # 

»««n««««.  =^j^-^  +  -3-  +  15 (»-^)'+- 

Daraus  ergiebt  sich  ein  Resultat  tob  der  Form 

amwdwz=i  —  ?(<;  — tr)  +  W, 


ß^ß 


worin  TFdie  Summe  einer  convergirenden  und  für  •r  =  c  Terschwin- 
denden  Reihe  darstellt.     Denkt  man  sich  diese  Rechnung  for  alle 
vorkommenden  Ansnahmeponkte  Ci,  c^,  etc.  ansgefnhrt  und  nennt 
man  f(tc)  den  synektischen  Theil  Ton  s,  so  erhalt  man 
8  =/(ir)  +  7(c,-  ir)  +  7(0^  -  ff)  +  ...  . 

—  TT,  —  TF,  —  TT,  — 

und 

«•=  (c,  — tc)(c,  — ir)  .  .  .  e/w-Wi-w«-— 
Obgleich  nun  8  nicht  synektisch  ist  und  sowohl  für  fr  =  Ci  als 
«  =  Cj  etc.  logarithmisch-nnendlich  wird,  so  ist  doch  €*  eine  synek- 
tische  Function,  da  sie  gerade  an  den  genannten  Stellen  verschwin- 
det. Hieraus  folgt,  däss  e*  für  alle  w  in  eine  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  w  fortschreitende  Reihe  entwickelt  werden  kann. 

"Wie  man  bemerkt  haben  wird,  liegt  der  Nerv  der  vorigen 
SchlusBweise  in  dem  umstände,  dass  die  Function  k^sin^amw  in 
dar  Nähe  ein^s  solchen  Specialwerthes  w  ==  c,  fiör  welchen  sie  un* 
endlich  wird,  die  Form 

/^  _  ^x^  +  a  +  ßio^  +  yw*  -l 

^miimmt  oder,  kuneer  ausgedrückt,  dass  k^sin^amw  für  «  =  c  «n 

TJnendlichgrosses  von  derselben  Ordnung  wie rr  wird.    Die 

tlimliche  Eigenschaft  kommt  auch  den  folgenden  drei  Functionen  au 

1  ^^amio         k^cos^amw 

sin^amw^       cos^amic*         ^^amw    ' 

liur  sind  hier  die  Werthe  von  c  andere  als  vorhin;   die  Folgerung 

bleibt  aber  dieselbe,  d.  h.  1>,  ^,  r  werden  logarithmisch  -  unendlich, 

e^y  eff,  er  bleiben  synektisch  und  können  daher  in  Potenienreihen 

verwandelt  werden. 

Die  Bestimmung  der  Reibencoef&cienten  hat  keine  Schwierig- 

Iceit.     Man  findet  zunächst  aus  Nro.  47) 

1  +  fc«         ,    2  +  13Ä;«  +  2ib*    ^ 
siti^amw  =  ir* — w*  H — w^  —  •  •  •  • 

ö  o  •  «7 

temer  durch  zweimalige  Integration 
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3  .  4 


Die  elliptischen  Functionen. 
,    .    k'^  +  Jc^     «        2k^  +  13ÄJ*  +  2»;«   ,, 


••  I 


3.5.6 


5.7.8.9 


endlich  mittelst  der  Exponentialreihe 


5 


s» 


«»  =  1  +  -  +  - 


^  ^  1 


8' 


2  .  3 


+ 


•  •  •  • 


,    ,    k^  +  k*  SÄ«  +  17Ä?*  +  8*«   , , 


3.4"      '3.5.6'  4.5.7.8.9 

Aus  Nro.  58)  geht  femer  hervor,  dass  die  Entwickelungen  vor 
e^f  ^  entstehen,  wenn  e*  der  Reihe  nach  mit  den  Entwickeln! 
von  sinamtOj  cos  am  w,  damw  multiplicirt  wird;  die  Resultate 
dann  folgende.     Statt  der  Gleichungen  58)  schreiben  wir 

ggv  ., w  —  l^w^  4-  h'*^^ 


60) 


61) 


Sin  am  w  = 


cos  am  w 


jdamw  = 


—  V^W^  -\-  I/4W*  — 


—  X4«;*  +   Tl^W^  —   • 

und  in  diesen   für  alle  w  geltenden  Formeln  bestimmen  siel 
Coefficienten  durch  die  nachstehenden  Gleichungen,  in  denei 
Abkürzung  1  .  2  .3  ...  m  mit  m'  bezeichnet  ist 
4'X4  =  2k^, 

6'X6  =  8(Ä;2  +  ÄJ*), 

S'xg  =  32(Ä;2  +  ÄJ6)  +  68  Äß, 
10'Xio=  128(ÄJ2  +  ÄJ8)  +  480(Ä;*  +  Äß), 
12'xi2  =  512(Äj2  +  Ä;io)  +  3008  (Ä;*  +  k^)  +  5400*6 


3*^3 

5' As 
9  A9 

irA„ 


2>2 
4>4 

10>,o 

12>12 


+  Ä^ 

+   Ä*   +  4ÄJ2, 

+  Äj6  +  9(Ä;2  +  ÄJ*), 

+  Ä8  +  16(Ä;a  +  Ä6) 

+  ÄJ10+  25(Ä;«  +  Ä8) 


6  ÄS 

494  (Ä*  +  Ä?6), 


+  2k\ 

+  6ÄJ2  +  8Ä;*, 

+  12Ä;2  +  60ÄJ*  +  32Ä;6, 

+  20Ä;2  +  348Ä;4  +  448A;6  +  128Ä;«, 

+  30Ä;«  +  2372ÄJ*  +  4600Ä;6  +  2880Ä;8  -f  51 
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r'v4  =  2h*  +  k*, 

»ff«  ==  8*»  +  6Ä^  +  Ä«, 

Vg  =  32]fc»  +  60]fc*  +  12]k«  +  *8, 

'y,o=  128]fc*  +  448]fc*  +  348jfc«  +  20k^  +  ifci», 

V„=  512A;5  +  2880]fc*  +  4600*«  +  2372*»  +  30Ä;^o  +  Ä;«, 

Nimmt  man  speciell  Ä;  =  1 ,  so  wird 

c**  —  «"•*  2 

am(fr,  1)  =-— ,  C05 am (ir,  l)==^r/aw(M?,l)  = 


nach  der  zweiten  Formel  in  Nro.  58) 


e9  =  e^    ,       e'  =  |(c«'  +  e— «')«■  * 


e  ■ 


cosamOic,  1)  = 1 — , 


Ml 

2* 


mit  der  Reihenentwickelong  in  Nro.  60)  übereinstimmt  *). 


.    Periodische  Reihen  und  Partialbrüche  für  die 
einfachsten  elliptischen  Functionen. 

Wie  man  aus  der  Untersuchung  über  die  periodischen  Reihen 
iss  (S.  144,  YI.),  lässt  sich  jede  zwischen  u  =  0  und  u  =^  h  end- 
1  bleibende  Functionen  einer  reellen  Yariabelen  u  in  jeder  der 
rmen 

\Ao  +  ÄiC08-rr'  +  AiCOS—z — }- -As cos —7 — H  •••, 

n  n  n 

_,    .  3rw   ,   -,    .   2  3rw   ,   -,    .Situ 

/^  A  A 

'Stellen,  falls  u  auf  das  Intervall  0  bis  h  eingeschränkt  wird. 
r  sich  betrachtet,  bleibt  die  erste  Reihe  ungestört,  wenn  man  u 
•ch  — u  oder  durch  M+  2Ä,  W+-4Ä,  w  +  6  h,  etc.  ersetzt;  sie 


*)  Die  Darstellang  von  5tnamt(7,  cos  am  w,  Jamw  als  Quotienten  von 
snzenreihen  bt  zuerst  von  Weierstrass  in  Crelle's  Journal,  Bd.  52,S. 

gegeben  worden,  wobei  die  Functionen  e*,  e^,  e«,  e"^  mit  Al(io),  ^{(tr)|, 
Uf)2j  Al(w)^  bezeichnet  und  Abel' sehe  Functionen  genannt  sind. 


416 


Die  elliptischen  Functionen. 


bildet  also  eine  gerade  periodische  Function  von  u  mit  der  Perioiil 
2  h.  Ist  nun  zufälligerweise  die  Function ,  welche  man  in  die  entej 
Reihe  verwandeln  will,  selber  eine  gerade  periodische  Function 
der  Periode  2  h,  so  gilt  jene  Reihenentwickelung  nicht  nur  vontf=Oj 
his  u  =  h,  sondern  für  jedes  reelle  u.  Aus  ganz  ähnlichen  Sddf 
sen  geht  hervor,  dass  eine  ungerade  periodische  Function  mit 
Index  2  h  für  alle  reellen  u  in  eine  Reihe  der  zweiten  Art  verwas-j 
delt  werden  kann.  Da  nun  die  elliptischen  Functionen  reelle  Fem* 
den  besitzen,  so  erscheinen  die  obigen  Reihen  als  sehr  geeignetij 
Mittel,  um  jene  Functionen  wenigstens  für  alle  reellen  Werthe 
u  darzustellen ;  ijian  würde  z.  B.  für  h  =  2K  den  Amplitudenc 
nus  in  eine  Reihe  von  Cosinus,  den  Amplitüdensinus  in  eine 
von  Sinus  entwickeln  können.  Die  einzige  hierbei  zu  überwinde 
Schwierigkeit  betriflft  die  Bestimmung  der  Coefficienten  An  nnd  Bi 
ist  nämlich  F(u)  die  gegebene  elliptische  Function,  so  kommt 
darauf  an,  die  Werthe  der  Integrale 


2K 


Jf^u) 


nnu  - 
cos  -r-=-  du  und 
^  iL 


2K 

Jf{u)si 


nxu  - 


oder  auch  den  Werth  des  einen  Integrales 

2K 


I 


F(u)e*f^''du, 


f»  = 


zu  entwickeln.      Wie    dies    geschehen    kann,  wollen   wir    sogleic 
zeigen. 

Es    bedeute   w    eine    complexe    Variabele  =fr  w  -j-  tt;,   fei 
sei  F{w)  eine  eindeutige  Function  von  w,  die  innerhalb  eines 
den  Seiten  2  K  und  2  K'  construirten  Rechtecks  nur  zweimal 
lieh  für  w  ==  iK^  und   für  w  =  2  K  -i-  iK'  unendlich  wird, 
die  noch  folgende  Eigenschaften  besitzt 

F{w  +  2  JT)  =  £i F{w\  F(w  +  i.2K')  =  €i  F(w), 

worin  Si  und  £2  positive  oder  negative  reelle  Einheiten  bezeichnen | 
Nach  diesen  Voraussetzungen  betrachten  wir  das  Integral 

fF(w)e'f^''dw 

und  nehmen  als  Intcgrationsweg  die  Peripherie  des  aus  den  Seiten 
0A  —  2K,  0B  =  2K'  construirten  Rechtecks  OACB,  wobei 
wir  die  Ausnahmepunkte  D  und  JB7,  welche  die  Werthe  iK*  und 


Fig.  56. 


Pi   Q 


^t 
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-  iK'  reprisentiren,  in  Halbkreisen  nmgeh^i  (Flg.  56).     Zn* 

folge  der  Aosschliessiing  Ton  D  und  £ 
ist  der  Werth  des  Integrales  =  0  oder 

I{OA)  +  I{A  Q,)  +IiQ.Qi  Q,)  +  I((hC) 
+IiCB)  +I(BPo)+I(P,PiP,)  +I(PtO) 

=  0. 

Nehmen  wir  die  Radien   der  Halbkreise 
gleich,  DP  =  EQ  =  r,  lassen  sie  gegen 
die  Null  couTergiren  und  setien  lur  Ab* 
^^^*^%      kfirzung 

Lim  {/(P.P.J»,)  +  /(Co  Öl  «,))  =  S, 
i        SO  bleibt   durch    Zusammenziehung    von 
I(ÄQq)  und  I(QiC),  sowie  Ton  I(-BPo) 
und  /(Pa  0) 
I(OA)  +  I(AC)  +  /(Ci?)  +  I(BO)  +  S  =  0. 
{tan  Integrale  substituiren  wir  ir= M,  im  zweiten  to  =  2K-{-iv^ 
tten  «;  =  tt  -J-  t .2Ä',  im  vierten  to  =  iv\  dies  giebt 

O  0  ' 

^  ^'  jF{u  +  f .  2  iT')  e'>»  dw  —  iJF{iv)  e-f*''dv  +  8=0 

0  0 

;ufolge  der  Eigenschaften  von  J' 

0 

+  s  =  a 

rosse  jS  ergiebt  sich,  wenn  man  in  /(Po-Pi-P^)  den  Winkel 
?  =  6  mithin  w  =  iK'  4"  *'^*^»  J^i  zweiten  Ilalbkreisinto- 
-^  QyEQ  =  e  mithin  «;  =  2  JST  +  «JST'  —  rc»ö  substituirt 
ur  Abkürzung  re«ö  =  p  setzt;  es  ist  dann 


2 


2£^  3jr' 


-b 


/(PoPiPO  +  /(ÖoeiÖ2) 


=  f  jF{iK'  +  p)  e'."  <' A"  +  ?)  p 


c^d 


-I- 


'-ifF(2K  +  iK'^Q)^/^(^^'^*^'-9)(fde 


J- 


0  milch,  Anmlysit.    ü. 
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und  bei  unendlich  abnehmenden  Q  wegen  F(2  K  -^  w)  ^=  Bf  F{w) 


S 


[         4- 


+  Q)e\"QdO 


\n 


+  iBie-f^^  +  *'^f'^fQF(iK'—Q)e-' 


^f'QdO 


Beachtet  man  noch,   dass  c'*^^^  =e'-""  =  cosnflr  ist,  so  hat 
BchliesBÜch  folgende  Gleichung 

62)   (1  —  s^er-^f^^')  JF{u) e'l^^du—%(l  —  «i cosnn)J F(iv)e^i9 


\- 


:=ie-/^^'Lim  j  q[F{iK'-\'g)e^f*Q'-B^cosn^F(iK'—Q)e'*l'Q'\dtl 


-\n 


die  sofort  zur  Eenntniss   der  gesuchten  Integrale   fuhrt,  wie  oi 
gleich  zeigen  wird. 

a.    Wir  nehmen  zuerst  F{w)  =  sinamw^  es  ist  dann 
fi  =  —  1,     ^2  =  +  1»    F{iv)  =z  itngam{t\'k% 

Lhn[QF(iK'  +  q)]  =  Lim\,    ,^       1  =  ^^ 

Lim[QF(iK'  -  qJ]  =  Liml^    .""^     1  =  —\', 
und  damit  geht  die  Gleichung  62)  in  die  folgende  über 

2  A'  2  iT  . 

(1  —e-^f*^')  I  sinamue*f^^du-\-(l  -{-cosnx)  I  tngatn(v,1c^)€rH*df\ 

0 

.  3r(l  —  cosnTc) 


k 


CTM^'. 


Durch  Vergleichung  der  beiderseitigen  imaginären  Theile  und  dxoA 
Substitution  des  Werthes  von  ^  ergiebt  sich  weiter 

/  n7TK\        2K  nnK' 

\1  —  e  J  I  sh 


.   riTCu  ^        7c(l  —  casnn)        auf 

sin  am  u  stn  -z-^du  =  —^ ; e  , 

2K  k  ' 


und  wenn  man  noch  die  Abkürzung 

71  K' 


e        =a 
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«infUhrt,  so  erhalt  man  leicht  die  Gleichung 

«(1 — coshm)       V? 
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9K 


2K 


/■ 


smamusm  du  = 


kK 


!-«•» 


m.  linke  Seite  der  Coefficient  B^  ist,  falls  sincanu  nach  den  St» 

XU 

der  Vielfachen  von  — ^  entwickelt  werden  soU.     Die  gesuchte 


ist  nun 


m 


stnamu 


2jt 
hK 


iV7 


q      .   nu  ,     Vg^     .    Snu  .     Vg*     .   6xu  . 


...1. 


0 


1— g       2K  '  1— g»^"  2ir    '    1— g* 
zwar  gilt  diese  Gleichung  für  jedes  reelle  u. 

Lässt  man  K —  u  an  die  Stelle  von  u  treten,  so  erhält  man  noch 

cos  am  u 


^amu 


2n 
kK 


fV7 


g         «u       Vg^        33ru  ,     V^* 


g''         5x11 


Lim  [q  F(i  K'  —  9)]  =  i«»i  |  + 


1  =  +  T' 


b.    Es  sei  femer  ¥{yi)  =  cos  am  w,  mithin 

«1  =  —  1,    «2  =  —  1»    F{iv)  =  secam{t\h% 

LhHlQFiiK'  +  9)]  =:Lm\-i^^  .  -r^— 
^     ^  ^  l  k  sinamQ 

idamg  q 

A;  sin  am  q 

allgemeine  Formel  62)  wird  dann  zur  folgenden 
-{-er^H^)  I  cosamue^f^^du—i{l-\-cosnn)  J  secam(i\k^e^H^dv 

9  0 

ä(1  —  cosnst)      ,,-. 
k 

rch  Vergleichung  der  beiderseitigen  reellen  Theile  erhält  man 


2K 


-J' 


nnu  ^        n(\ — cosnjr)      1/g" 
cosamucos-r-=^du=i 


2K 


hK 


1+g«' 


iromit  der  Coefficient  An  für  die  Entwickelung  von  cos  am  u  nach 
den  Cosinus  der  "Vielfachen  von  -tttz.  bestimmt  ist.     Man  hat  dem- 


2K 


nach  folgende  Reihen formel 


27* 
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cosamu 


2it 

Tk 


COS-:r-z:.+ 


q^  Bnu   ,      Vq^ 

COS-:r:^  + 


€08  ^  -^    + 


1  +  2 


die  für  alle  reellen  u  gültig  bleibt. 

Ersetzt  man  u  durch  K  —  u^  so  erhält  man  noch 


2K 


66) 


Ä; 


,  stn  am  u 
^amu 


2  7t  \  Vq      .    nu        VV 
— - —  stn =— 

fcicU  +  a      ^J^      1  +  3' 


stn  ^  ^  +  ^   .     ,  gtn 


2JBt    '   1+2« 


2£ 


'  •  •  •• 


c.    Wir  nehmen  drittens  F(w)  ==:  ^amtv  also 


«,  =  +  1,     £,  =  -  1,     F(et;)  = 


cosam(t;,ÄO* 


lAmlg FUK^ 4- q)]  =  um  |  —  tcosawp»-r-^ — l  =  —  i, 

lAmlQFiiK'  —  Q)]  =  Um \  +  icosamQ*  .  ^^^  1  =  +  •; 
die  allgemeine  Gleichung  62)  gestaltet  sich  dann  folgendermaassen 

J  'J  cosam(v^V) 

0  0 

=  Ä  (1  +  cosnn)e~'f^^\ 
Die  Vergleichung  der  reellen  Theile  giebt 


2 
2jr 


2Ä^ 

-<^  am  w  cos 


WÄW  ,        n(l  4-cosnn)      Vö" 

^  ^  du  =  -^ — -== •  — r^ — ■ 

2K  K  1+3" 


und  daraus  folgt  die  allgemein  gültige  Heihenentwickelang 
67)  ^amu 

q  nu    ,        q^  2nu 


jr     ,    2ä 

~  2X  "*"  "F 


(t 


cos 


+ 


^q""         K     '    1  +  a*  ""''    JSC 
Ferner  ist,  wenn  K  —  w  an  die  Stelle  von  u  gesetzt  wird, 

68) 


•  •  •  • 


fc' 


n 


2% 


xT^'^'H. 


/:iamu 
7t  u  q'^ 


2K         K 

Mittelst  der  Relation 


l+r 


2  TtU      . 

cos — = f- 
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amu=  I  ^damudu 

0 

llt  man  noch  aus  Nro.  67). 

amu 

d.    Die  gerade  Function  F{w)  =  sm^  aiw  w  lässt  sich  gleichfalls 
h  der  hisherigen  Methode  entwickeln,  wenn  gesetzt  wird 

sin^amu 

lAo  +  Ä1COS—  +  ^^  ^^^  Yk    "^  ^'  ^^  Tk   "^ 
lachst  hat  man 


•  •  •  • 


ä^»  =  ^/*" 


sin'^amudu 
0 
ar  unter  Anwendung  der  Substitution  amu  =  <p 

,  ,  1       Psin^q)  ,  K—  E 

0         ^^ 
B  der  Belation  sin'^am{2K — u)  =  sin  amu  ergiebt  sich  leicht 
=  -^3  =  ^4.5  .  .  .  =  0,  bei  der  Bestimmung  von  An  kann   des- 
b  n  als  gerade  Zahl  vorausgesetzt  werden.     Es  ist  nun 

«1  =  +  1,     «2  =  +  1,     F{iv)  =  —  tng^am(Vyk')y 
Lim  [  Q  [F(i  K'  +  q)  6«."  Q^sicosnn  F(i  K'  —  q)  e— >  Q] } 

=  Lim  (>(g^^g  — g-'^g)  _  2e ^.^^  f/      Q      V  sin^\ 
k^sin^amQ  k^         ]\sinamQ/       q     J 

2i      ,  fiTt 

~  k^  ^  ~  ^  Wk' 
thin  geht  die  allgemeine  Formel  62)  über  in 

sin^amue^H^du  =  —  W^  e"^^'- 

0 

B  Vergleichung  der  reellen  Theile  liefert 

2^  In 


2 


2jrv/  2K  \kKy  1—3» 

0 

d  dandt  ist  An  bestimmt.     Für  n  =  2,  4,  6  .  .  .  wird  nun 
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70)  gin^amu 

und  zwar  gilt  diese  Gleichung  fOr  alle  reellan  ti.  >^ 

BeTor  wir  uns  mit  weiteren  Beihen  dieser  Art  beidiiflig 
wollen  wir  einen  Blick  auf  die  Snbstitationen  werfen^  ndtielrt  ^ 
rieh  ans  jeder  Entwiokelnng  irgend  einer  elliptiflohen  Funcki«  i 
Entwickelangen  anderer  elliptiaoher  Fonotionen  herleiten  &■ 
Eine  solche  Snbstitation  ist  im  Vorigen  schon  angewendet  va4 
sie  besteht  darin,  dass  man  K —  i«  an  die  Stelle  yon  u  treten  A 
andere  Substitutionen  beruhen  auf  folgenden  Bemerkungen. 

Das  Integral 


J  V^ 


iSsst  rieh  auf  swei  veraohiedene  Arten  in  dieNormalform  eD^ 
Integrale  erster  Art  bringen;  man  setat  nftmlich  entweder 

oder  man  benutzt  die  Substitution 

stntp  =    >  ,        ,  afp  r=. 


i 


welche  giebt 

dilf 


""^fvrd 


Vi  —  kUin^if 


mithin  ^  =  am  (u,  %). 


0 

Zufolge  der  Gleichung  zwischen  <p  und  ^  ist  nun 

k'sinamu 


smam 


{y^  '4)  = 


jdamu 

und  hieraus  folgen  analoge  Formeln  für  die  übrigen  ellipüscl" 
Functionen.  Im  speciellen  Falle  (p  =\n  wird  ?f^  =  §«1  ond  fl 
Vergleichung  der  beiden  Werthe  von  u  giebt 


K^.f) ="(*•?) 


Ferner  ist  unmittelbar 
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StM'9> 


für  st  n  9  =  # 


^[V^   (V)'  2j-vv(i_^^(if»_,«) 
= **  1/  v(i-«*)(*'»-*')  "*"  y  v(i -*»)(«» -»'»)) 

ibetiiairt  man  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  5  =  V  sinr^  im 
^weiten  jp  =  Vi  — X;*stii'o,  bo  erhält  man  leicht 


Bemerkungen  lassen   sich  folgendermaassen  zusammenfassen: 
man 

ik 
k  durch  -p-  und  zugleich  u  durch  Ä'lf, 


•0  Terwandeln  sich 

^  in  kfK, 


nK' 


e 


=  g  in  e 


Jl'in  k'  (K'—iK) 

COS  am  t* 


k  stnamu 
stnamu    m   — r ,    cosamu  m 

1 

damu  in 


damu^ 


damu 
Kach  dieser  Regel  erhält  man  z.  B.  durch  blosse  Aenderung  des 


Torzeichens  von  g  aus  der  Reihe  für  sin  am  u  die  Reihe  für 


k'  sin  am  u 


^amu 

welche  letztere  in  die  Reihe  für  cosamu  übergeht,  wenn  u  durch 
K  —  u  ersetzt  wird  (vergl.  Nro.  63,  66  und  65). 

Ein  zweites  Mittel  zur  Ableitung  neuer  Reihen  bietet  die  Lan- 
den'sehe  Substitution.  Sind  nämlich  die  Amplituden  g^und^  durch 
die  Gleichung 

sin2ip 

tanq>  =t— i 77— 

^        h  ^  cos2tif 

Terbanden,  statt  deren  auch  gesetzt  werden  kann 
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1  1  4.  A  ~  2»iV* 


cosq>  = 


1  +  h 


V.-(^J-* 


srntp  = 


+ 
2  smifcoaif 


1  +  Ä 


80  besteht  die  Relation 


V.-(#J-» 


2       ^/2Vh 


71)  P,»,„=.^r(l^,*) 


Es  sei  nun  ferner 

2Vh  1— Jfc' 

^-pj  =  Ä  mithin  Ä  =  3-pp; 

die  vorigen  drei  Gleichungen  gehen  dann  in  folgende  über 

1  —  (1  +  jfc')  sin^  ^  (1  +•  äO  s«»»  *  cös* 


^(^'*>  =  TT^<rHf'''^)' 


deren  letzte  wir  in  der  kurzen  Form 

darstellen.     Hiernach  ist 

tp  z=  am  (t(,  k),      (p  =  am  (v,  ,j  =  am  f  (1  +  k')Uj  — -r; 

und   wenn   man   diese   Werthe   in   die  Formeln  für  cos(p  und  sw 
Bubstituirt,  so  erhält  man 

1  —  Ä;'\         1  —  (1  +  k')sin'^amu 


cos  am 


{('  +  ^>'hj)  = 


stn  am 


((^  +  ^>-^)  = 


^amu 
k\        ( 1  -f-  Ä;')  sin  am  u  cos  am  u 


^amu 


Im  speciellen  Falle  ^  =  ^Tt  wird  q)  =  tc  und 

sowie 

Ferner  ist  identisch 
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jH  iNro.  71)  ergiebt  sich  für  Ä  =  ä/,  g?  =  2  i/^  =  jr,  dass  die 
hte  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  mit(l  +  k')F{1(f,  In)  über- 
kommt;  man  hat  daher 

3se  Bemerkungen  zusammengenommen  liefern  folgenden  Satz:  £r- 
zt  man 

X  jfc' 

k  durch  ^  und  zugleich  u  durch  (1  +^0^1 

verwandelt  sich 

K  in  1(1  +  J(f)  K,         K'  in  (1  +  Ä/)  K\ 

a  in  2'.    > 
(1  -{-k^sinamucosamu 


stnamu  in 


cos  am  u  in 


1  —  (1  +  h')sin^amu 


^amu 

stell  dieser  Regel  erhält  man  z.  B.  aus  der  Reihe  für  sin  am  u  die 
»ue  lEIntwickelung 

sin  am  u  cos  am  u 
^  amu 

Qif  -welche  wir  im  nächsten  Abschnitte  zurückkommen  werden. 

£8  dürfte  kaum  nöthig  sein  zu  bemerken,  dass  alle  gegebenen 
^eilienentwickelungen  auf  verschiedene  Weise  specialisirt  werden 
önnen ,  indem  man  u  =  0  oder  =  K  oder  =  ^K  setzt.  Die  so 
atstehenden  besonderen  Formeln  enthalten  meistens  Beziehungen 
«vischen  den  vier  Grössen  Ä,  k\  K  und  q ;  nur  die  Gleichung  70) 
lacbt  hiervon  eine  Ausnahme  und  liefert  z.  B.  für  w  =  0  eine  For- 
lely  welche  sich  zur  Berechnung  von  E  benutzen  Hesse. 

Noch  müssen  wir  eine  wichtige  Transformation  erwähnen,  wel- 
ber  die  bisherigen  Reihen  unterworfen  werden  können;  sie  besteht 
ijxfach  darin,  dass  man  jeden  einzelnen  Term  mittelst  der  Formel 

,-^;  =  l  +r +  r«  +  r»  + ,    r«<l 

Qtwickelt  und  in  der  so  gebildeten  Doppelreihe  die   vertical  unter 
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einander  stehenden  Terme  zusammenfasst.     Schreiht  man  z.  B.  bUI 

Xro.-63)  etwas  hcquemer 

IzK  .  2Kx 

-; — smam 

27C  n 

qsinSx    .    q'^sin^x 


^/-istnx     ,    qstnöx    ,    i*stn —    , 


(J 


Bo  ist  auch 


JcK   .         2Kx 
2K  » 


=  Vq  {^^^^  +  qsinx  +  q^sinx  +  q^sinx  4-  •  •  • 
+  qsinSx  +  q^sinSx  +  q'^sinSx  +  q^^sinSx  +  •  •• 
+  q^sinbx  -^  q'^sinSx  +  q^^sinbx  +  2"sin5a?  +  •  •  • 

+ } 

und  indem  man  alle  Verticalreihen  mittelst  der  Formel 

sinx  4-  psinSx  4-  p^sin6x  +  •  •  •  =  - — ^^ — ; — : 

summirt,  gelangt  man  zu  folgendem  Resultate 
72) 

(1  +  Q)V^  ,  (l+q^)V7' 


hK    .         2Kx 

- —  stnam 

271  n 


=  stnx 


+ 


[l  —  2qcos2X'\'q^     '     \ —2  q^ cos2  x  ■{-  q^ 

_j_  (1  +  q^)  Vq' 


+ 


l  —  2q^cos2x-\-q^^ 
Aus  der  Formel  65)  oder  der  nicht  wesentlich    von  ihr  v( 
scliiedenen 


hK  2Kx 

-—  cos  am 

2n  7t 


=  Va 


cosx         qcosSx    .    q^ cos  5 x  , 


1  +  3   ■    i+g» 

erhält  man  nach  demselben  Verfahren 


l+q' 


73) 


JcK  2Kx 

- —  cos  am 

2%  71 


(i-ä)V^ 


{\—q^)Vq^ 


1 1  —  2qcos2x  -\-  q^         1  —  2  q^cos2x-\'q^ 

(1  —  q^)  V^ 


+ 


1  ^2q^cos2x  +  q^^ 
Schreibt  man  statt  der  Gleichung  67)  die  folgende 

4  ~ 


K     ^       2Kx 

- —  z/  am 

27t  7t 


qcos2x    ,    q^cos4:X    ,    g^cosöa;  ,... 


1  +  g- 


1   +  q^ 


+  3^ 
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erHalt  man 

T4:l  - —  J  am - 

^  2;r  »  4 

qcos2x — q^  q^cos2x  —  q^ 


l'—2qcos2x  +  q'^  ^    l  —  2  q^  C082x  +  q^ 

q^cos2x  —  q^^ 


+ 


1  —  2q^cos2x  +  q^^ 

speciellen  Falle  x  =  0  wird 

X   _  2. g q^        ,         q^ 

2ä         4""l--g""  1  — -  2^  +  1  _  g,5 

halbe  Differenz  beider  Gleichungen  ist 
75)  : — (1  — ^aw ) 


sin*« 


l  —  q^  1  —  g8^ 


3 


1  —  2qcos2x  +  q^        1  —  2q^cos2x  +  3« 


+ 


Auf  gleiche  Weise  findet  man  aus  Nro.  70) 

2Kx 


76)  1  —  h'^sin^am 


n 

8 


27t^(q{l  +q^)co82x  —  2q^        q^(l  +  q^)cos4x^2q''        | 
jK?\(1  — 2gcos2a?  +  a2)2   +"    (1  — 223cös2a;  +  36)2  ■^"  j 

Das  Charakteristische  an  den  Formeln  72)  bis  76)  ist,  dass  die 
elliptischen  Functionen  gewissermaassen  in  Partialbrüche  zerlegt  wer- 
den können,  die  in  Beziehung  auf  q  echte  Brüche  sind.  Man  kann 
sicli  hiemach  die  elliptischen  Functionen  als  eine  Art  gebrochener 
Functionen  vorstellen,  und  in  wie  weit  dies  richtig  ist,  wird  der 
nächste  Abschnitt  zeigen. 


Periodische  Reihen  für  zusammengesetzte  ellipti- 
sohe  Functionen.    Unendliche  Producte. 

Das  im  vorigen  Abschnitte  zur  Entwickelung  des  Integrales 

n7t 


j 


F{w)e*H^dw,  ^  =  2K 


benutzte  Verfahren  lässt  sich  mit  einer  geringen  Modification  auch 
in  dem  Falle  anwenden,  wo  die  Function  F(w)  nicht  rein  doppelt 
periodisch,  sondern  aus  einer  doppelt  periodischen  und   einer  ande« 
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ren  Function  zusammengesetzt  ist.  Als  Integrationsweg  der  com- 
plexen  Variabelen  w  nehmen  wir  wieder  den  Umfang  des  aus  den 
Seiten  2  K  und  2  E*  construirten  Rechtecks ;  von  der  Function  F{w) 
setzen  wir  voraus,  dass  sie  eindeutig  bleibe,  jedoch  auf  der  Periphe- 
rie jenes  Rechtecks  mehrmals  unendlich  werde  und  dass  sie  folgende 
zwei  Eigenschaften  besitze 

F(w  +  2K)  =  Si F(w),     Fiw  ^i.2K^  =  BiF(w)  +  /(w), 

wobei  f(w)  eine  neue  bekannte  Function  bedeutet.  Die  Integration 
längs  des  angegebenen  Weges  liefert  dann  folgende  Gleichung 

77)   (1  — gjc-Ä^iT)   fF{u)e*f'^dU'-e-^l'^ff(u)^H''du 

0  0 

+  i(aje*.8/iir«.  i)  jF(iv)e-H^dv  +  S  =  0, 

0 

und  darin  bezeichnet  S  die  Summe  aller  der  Integrale,  welche  da- 
durch entstehen,  dass  man  die  Ausnahmepunkte  in  unendlich  klei- 
nen Halbkreisen  oder  Viertelkreisen  umgeht.  Die  Berechnung  von 
S  geschieht  auf  dieselbe  Weise,  wie  im  vorigen  Abschnitte  bei  nur 
zwei  Ausnahmepunkten.  Wir  geben  im  Folgenden  einige  Anwen- 
dungen dieses  einfachen  Princips. 

a.     Die  Function  -: wird  unendlich    an    den    Stellen  0, 

stn  am  w 

2  K,  i .  2 /f'  und  2K^  -{-  i,2  K';  sie  lässt  sich  daher  nicht  unmit- 
telbar in  eine  Reihe  von  Sinus  oder  Cosinus  verwandeln.  Dagegen 
bleibt  die  ungerade  Function 

F(w)  = = — 

stn  am  w       ^  ^  ,    nw 

endlich  für  alle  reellen  w  von  0  bis  2  K,  sie  verschwindet  sowohl 
für  IT  =  0  als  für  w  =  2  K  und  hat  nur  die  beiden  Ausnahme- 
punkte i  ,  2  E*  und  2  K  -{-  i  .  2  K!\  man  kann  daher  setzen 

F{u)  =  Bisin-^^  -{-  Bj^sin-Yj^  +  ^i^f^-YE  "^ 

Aus  der  Gleichung  F(2K — u)  =  F(u)  folgt  sehr  leicht,  dass  B», 
Bij  Bs  etc.  gleich  Null  sind,  dass  also  bei  der  Bestimmung  von 

2K 

^  2      P-^^  X    .   w^w  -, 
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nar  angerade  n  berücksichtigt  zu  werden  brauchen.     Es  ist  ferner 
F(w  +  2  JSQ  =  —  F(w\        «1  =  —  1 


[    F(w  +  i.2E^  =  F(w)  + 


n 


2K 


(stn 


nw 
2K 


.    tn;(w  +  i.2K')l 
^^^  2K 


flüthin,  wenn  zur  Abkürzung 

K 


=  a 


gesetzt  wird, 

Fiw-\-i.2K')  =  F(w)  +f(w),     S2  =  1, 


/W  = 


sin 


TtW 

2K 


Wegen  des  ungeraden  n  hat  man  ferner 

«1  e^'^f^^  —  1  =  —  cosnx  —  1  =  0 
vnd  daher  vereinfacht  sich  die  Gleichung  77)  zur  folgenden 

^t  2K  2K 

^178)    (1  —  4")  /F(w)e'^»fl[M  —  a^ff(u)e*f'''du  +  8  =  0. 


0  0 

[Zunächst  betrachten  wir  das  Integral,    worin  f(u)  vorkommt  und 

2  K 

X;   vermöge  der  Wer- 


fmbstituiren  statt   u  die   neue  Variabele 


7t 


fbe  von  f(u)  und  [i  giebt  dies 

ff(u)  e'f^^du  =   I  \r^ .   ,  \    .  J  e'^'dx, 

,/  J   \sinx        smix  •+%(()) 

oder  wenn  sin(x  +  ia)  durch  Exponentialgrössen  ausgedrückt  und 
die  Gleichung  e"^  =  g  beachtet  wird. 


y/iuie^l'^du  =   l^dx  +  2i  f- 
•^  J  stnx  J  \ 


qe 


ix 


g2Q%iX 


—  e««^rfa?. 


O  0  0 

I>as  z'weite  Integral  rechter  Hand  lässt  sich  leicht  in  eine  nach 
Potenzen  von  q  fortschreitende  Keihe  verwandeln,  deren  Glieder 
'^egen  des  ungeraden  n  sämmtlich  verschwinden;  es  bleibt  daher 

l f{u)e'l^''du=    I  ^^dx. 
J  J   stnx 
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Fig.  57. 


iD 


Um  femer  S  zu  finden,  umge- 
hen^ wir  die  Ansnahmepunkte  C 
und  "B  in  Viertelkreisen,  wobei  in 
Fig.  57  OA  =  2  JT,  OB  =  21?, 
CF=BQ=r,  ^PCD  =  ^QBD 
==  0  und  zur  Abkürzung  e'ö  =  p 
sein  möge.  Es  ist  dann  8  der 
Grenzwerth  von 


—  n 
iJF(2K 


+  2t\r  +  p)e«"<2^+2'^  +  e)9d0 


-in 


-I- 


+  «  /F(2iir+9)c«>(a'^  +  e>9 


dO 


—  71 


=  ia'^/QlFiQ)  +f(Q)]e'f'Qde 


-2^ 


t-  iQ^'/Q  IFiQ)  +f(Q)]e<f^Qde 


und  hieraus  folgt  wegen  F(0)  =  0  und  Lim[Qf(Q)]  =  1 

S  = —  i7Cq\ 
Nach  diesen  Bestimmungen  geht  die  Gleichung  78)  über  in 


2A' 


71 


F{u)e^f^''du  —  3*   I  —, —  dx  —  inq^"  =  0 

«/   smx 

0  0 

und  liefert  durch  Pierausnahme  des  imaginairen  Theiles 


2A' 


jF(u)si 


Sin du  = 


2K 


1  —  3»* 


TT 


/  sm  nx  , 

%  -Y    I  —. dx 

J    8\nx 


Das  letzte  Integral  findet  sich  durch  die  Bemerkung,   dass  bei  un- 
geraden n 

— : =  14-2  \cos  2x  +  cos4x  +  •  •  •  +  cosOn  —  1)«] 

sinx  •  I         V  /  j 

ist;  man  erhält 

2A' 


/ 


_  .  .    .    nTtu  2  7rq 

F  (u)  sin dti  = 


2K 


1— g»»' 


Bn  = 


27C 


K    1—3' 
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gesuchte  Reiheuentwickelung  ist  hiemach 


9r 


2Ks,n  — 

Mittelst  Suhstitution  von  K  —  u  fär  u  zieht  man  hieraus 

cosamu       ^ -^       nu 
'ZK  cos 


2K 
^l     gt  nu  q^  Sstu   ,       q^  hnu 

tzt  man  ferner  u  durch  Vu,  K  durch  h'K,  q  durch  —  q  (S.  423) 
multiplicirt  mit  —  k\  so  erhält  man  noch 

n Ä/ 

-  -_      ÄW        cosamu 
2Kcos-^ 

^f     Q  nu  q^  Sxu   ,       q^  6  tiu  ] 

h.    Zu  einer  ähnlichen  Rechnung  fühi-t  die  Annahme 

Jr^(«;)  =  cot  am  w  —  -^rr=.  cot  —tl* 

i  Function  verschwindet  für  w  =  0  sowie  far  w  :=  2K  und 
t  endlich  für  alle  reellen  zwischen  0  und  2  K  liegenden  w;  sie 
3SBhalb  in  eine  Reihe  von  Sinus  verwandelbar,  nämlich 

(u)  =  B.stn  —  +  ^,s^»  2"^  +  B^sin  -^^  + 


•  •  ••  • 


ler  Eigenschaft  F  (2  Ä"—  «)  =  —  F(w)  folgt  zunächst  jB»  =5^ 
5  .  .  .  =  0;  es  sind  daher  bei  der  Bestimmung  von 

0 

erade  n  zu  berücksichtigen.  Die  Function  F{w)  wird  ferner 
11  ich  an  den  Stellen  w  =  i,2K'  und  w;  =  2  Ä^  +  t .  2  iC';  end- 
it  unter  Beibehaltung  der  vorigen  Bezeichnungen 

F(w+2K)=  F(w),  «1  =  +  1, 

F(w  4-  /  •  2  ä:0  =  —  F(tv)  +  f(w),         «a  =  —  1, 
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•^(«') = -  2^  r  2^ + ^^^^2^  +  •  vr 

Zufolge  dieser  Bemerkungen  reducirt  sich  die  Gleichung  77)  auf 
82)  (1  4-  g")  /  F{u)e^f*''du  —  fl«  ff(u)e^f^''du  +8  =  0. 

0  0 

Hierin  ist,  wie  sich  mittelst  der  Substitution  u  = x  findet 

Jf(u)e*f^''du  =  —  I  \cotx  +  cof(a;  +  ta)|c'«'Ja; 


0 

9r  9r 


0  0 

oder  weil  bei  geraden  n  das  letzte  Integral  verschwindet, 

2jr  n 

0  0 

Ferner  ist  8  der  Grenzwerth  von 
—  w 

i  fF(2K+2iK'  +  Q)e<f'(^«-^^*^+Q^Qde 

0 
"71  -ItI 

=  t3«  A[-FC())+/(9)]c«^?e^ö^-^ä'»  TpC-i^^C?) +/(?)] c«>?rffl 

wegen  F(0)  =  0  und  Lm[Qf(Qy]  =  —  1  giebt  dies 

8  =  i7tq\ 

Durch  Aussonderung  des  imaginären  Theiles  erhält  man  jetzt  am 
Nro.  82) 

Zur  Kenntniss  des  letzten  Integrales  führt  die  Gleichung 

sinnxcosx 

shix 

=  1  +  2  [cos2x  +  cos4:X  +  •  •  •  +  €os(n  —  2)0?]  -|-  casnx, 
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«nd  BcUiesslich  wird 

p  —  —  ?£        g" 
*  "~         JT  '  1  +  3«  * 

gesuchte  Entwickelung  ist  demnach 
ßS)  —  cot  —  —  cotamu 

g*        .    2;rt* 
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r6 


stn 


+ 


.   3jrw  ,      1 


Lfisst  man  K  —  u  an  die  Stelle  von  u  treten,  so  erhält  man  noch 


0 


—  tan  — 
2K        2K 


kÜngamu 


2x1     q*       .  nu  g* 

K  yi  +  q}       K         1  +  ö* 


27tu    , 


.       ••••!< 


c.    Zu  einer  ähnlichen,  durch  ihre  Folgen  aber  viel  wichtigeren 
itwickelung  führt  die  Annahme 

F{to)  =  cotamw  damw  —  --=  cot  —— • 

fie  vorliegende  ungerade  Function  verschwindet  sowohl  für  «r  =  0 

für  w  =  2K^  und  kann  daher  in  eine  Reihe  von  Sinus  verwan- 

It  werden.     Aus  letzter  fallen  wegen  F(2K —  w)  =  —  ^i^)  die 

»f&cicnten  i9|,  J?j,  B^,  etc.  weg,  und  es  kann  daher  bei  der  Be- 

Ümmung  von  Bn  der  Index  n  als  gerade  Zahl  vorausgesetzt  wer- 
Die  Function  F(w)  wird  viermal  unendlich  an  den  Stellen 

iK\     2iK\     2K  +  iK\     2K  +  2iK' 

besitzt  noch  die  Eigenschaften 

F{w  +  2  20  =  F(y>\  «1  =  1, 

F{w  +  2  iK')  =  F(w)  +  f{w\  «2  =  1, 

folge  dieser  Bemerkungen  reducirt  sich  die  Gleichung  77)  auf 
0      (1  —  3")  /  Fifi)  c^i^""  dftt  —  g*  I f{y)e'f'''  du  +  8  =  0. 

0  0 

Ifittelst  derselben  Substitutionen  wie  bisher  findet  man 

I f(u)e^f'''du  =  /  [cotx  —  CQt(x-^ia)}e^'''dx 

0  0 

L  !•  wegen  des  geraden  n 


Boblöiniloli;  AnAlyais.    n. 
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Fig.  58. 


2jr 


D* 


0 


I  f(u)e^f^''du  =  J  e^'^'cotxdx. 

0  0 

Um  S  zu  bestimmen,  umgeht  man  die  Av 
nahmepunkte  E,  G,  Bj  D  in  Halbkrei» 
und  Viertelkreisen  wie  dies  Fig.  58  seif 
S  ist  dann  der  Grenzwerth  folgend 
Summe 


i   fQF{2K+iK'  +  Q)e*H<^^-^*'^  +  Q>de 


-1^ 


-i- 


-I- 


-I- 


-\-ifQF(2iK'  +  Q)e<f^(^*^'  +  0dO  +  ifQF(iK'+Q)^f'(*^^Q^d 


+571 


d.  i.  vermöge  der  Bedeutungen  von  ft,  n  und  g 
oder 


r  — «"gö"  — «2^"^*^^^* 


S  =  «;r  (2g^"_  gnj 


( 


Der  imaginäre  Bestandtheil  der  Gleichung  85)  giebt 
2K  n 

{^—r)J  F(u)sinY^dU'-i'J  — ^r^ — dX'\'n{2q^  —3«)= 

0  0 

und  da  der  Werth  des  auf  x  bezüglichen  Integrales  =  jr  ist,  1 
bleibt 


I 


F{u)sin  "^j^-du  =  —  2» 


In 

.2 


0  1  +  a 

Hieraus  entspringt  folgende  Reihenentwickelung 

86)  cot amu  damu  —  -— =.  cot  --— 

2K       2K 


h 


2n{ 


q       ,  nu  . 


ä: 


1  +  ff^ 
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Liflst  mmn  K  —  «  mn  die  Stelle  Ton  ti  treten ,  so  erhält  mmn 
icli 

+  q       K        1+fl*         JS:    ^  1  +  3»         K  j 


2n{ 


d.    Eine  ganz    ähnliche   Behandlung    gestattet    die   angerade 
nnction 

X         xw 

eiche  für  w  =  0  sowie  für  w  =^  2K  verschwindet  und  an  den 
rei  Stellen 

2K  +  iE',    K  +  2iK',    iE* 

nendlich  wird.  Die  Aosfahrong  der  hetreffenden  Rechnung  üher- 
flsen  wir  dem  Leser,  weil  sich  die  resultirende  Entwickelang  rascher 
idarch  findet,  dass  man  in  Nro.  87)  die  Grössen 

fng  am  u 


h,      Jff,       u,       K, 


^amu 


ih       1 
durch  p-,    p,    k'u^    W K^  —  g,    k'ingamu^amu 

setzt;    dies  giebt 

X         Xu 
I)  tngamu^amu  — -^ing-^ 


ti     q       .  XU  ,       q^       .   2xu  ,       q^       .   Sxu    .  ] 


»rin  die  Glieder  der  eingeklammerten  Reihe  unter  der  Form 


*"  .    mxu 

stn 


1  +  (—  l)"*  3»»  K 

bhalten  sind. 

In  dem  speciellen  Falle  u  =  \K  wird  die  Gleichung  88)  zur 
grenden  schon  auf  S.  425  erwähnten  Summenformel 

in  80  fern  von  Interesse  ist  als  sie  zeigt,   wie  zu  einem  gegebe- 
1  q  das  entsprechende  K  berechnet  werden  kann. 

Um  gleich  eine  analoge  Relation  zu  erhalten,  differenziren  wir 
Gleichung  88)  nach  u  und  nehmen  in  der  entstehenden  Formeln 

28* 
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1  —  h^sin^am  u  +  K^tng^amu  —  ( ^^)    sec^  -^ 

^^^■F  +  Torr,  ^^«-F- +  73:^3^«  Hf- + 


_'2n^(   lg 

~  K^XT^q^^''  K    •    1  +  3«''^"    ä:      '    1— «3™     K 

tt  =  0;  es  wird  dann 

•^^•- 1 


(^ 


=  8 


2^2  3g3  4g4 


|l_-g     t-     l   +   g2    t-     l_g3     -r     1    +    ^4    -r  | 


Lässt  man  in  Nro.  88)  Ä"  —  w  an  die  Stelle  von  u  treten, 
erhält  man 

_..  cot  am  u         3r       ,  xu 

2n{     a       .  XU         a^       .   23ri*   ,       q^       .   Sarw 
KXl'—q       K        1+2'         JBCl— g'  J5l 

Endlich  ist  noch  die  Differenz  der  Gleichungen  89)  und  86) 
merkenswerth,  nämlich 

V  Ä;2  sin  am  u  cos  am  u 

^-amu 

47C 


K 


.   nu  ,        g'       .   3fl:w    ,        a*        .    Sarw   , 


1— g2       Ä-   •    1— g«         JT      '   1— gio™    jc 

wie  auf  anderem  Wege  im  vorigen  Abschnitte  S.  425  gefunden  war 

e.  Die  Gleichungen  86),  88),  90)  erlangen  eine  besondere  Wi( 
tigkeit  durch  den  Umstand,  dass  aus  ihnen  Keihen  für  die  Lo| 
rithmen  von  sin  am  u^  cos  am  u  und  d  amu  hergeleitet  werden  ki 
nen,  denn  es  ist,  wie  man  durch  Differentiation  sogleich  prüft, 

fcot  amu  damu  du  =  l  sin  am  u, 

— ftngamudamudu  =  Icosamu^ 
jfc2  sin  am  u  cos  am  u 


-/■ 


du  =  l^amu. 


damu 

Multiplicirt  man  demgemäss  die  Gleichung 86)  mit  du  und  integi 
zwischen  den  Grenzen  w  =  0  und  «  =  w,  so  erhält  man 

^  /sinamu\      ^(1         q  nu  ,    1         o*  2nu    , 

\    ,    Ttu    ]         \l      l+q        K^2      l+q^  K     ^ 


stn 
2K 


11      1+g  ^  2    l+ff2  ^  ] 
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■r,  wenn  der  von  u  unmbtükngige  Tbeil  der  rechten  Seite  mit  C  be- 
idinet  wird, 

Isinamu  —  '^*^7 
fe  C  +  2  I —  •  — = —  cos 1- cos 1-  •  •  •  •!  • 


m  die  Constmnte  C  zn  bestimmen  mnltipliciren  wir  diese  Gleichung 
it  du  und  integriren  zwischen  ti  =  0  nnd  u  =  K\  dies  giebt 

X  X 

/  Istnamudm  —    /  lsin-^-=du  =  CK, 

am 
i  enten  Integrale  setzen  wir  am  «  =  9,  im  zweiten  -^j^  =  jp  nnd 

NHen 

L  nach  Foimel  41)  mnf  &  322  nnd  nzch  Formel  39)  mof  S.  320 
T  S=0) 


m 


m  giebt  folgende  Reihenentwickelong 

)  Itinamu  —  '^"•sn?- 

2  a 

Auf  ganz  slmlMshpm  Wege  lassen  sich  Reihen  für  Icosamu  nnd 
atnu  findent  man  gelangt  aber  kürzer  zu  denselben,  wenn  man 
der  vorigen  Gleichung  die  Grössen 

i^        u,         K,         q^        simamm 

äank  rp-,    f«,     i^K,     —  q,      ^^^^^ 

stsi;  man  efbüi  zanidist 

_  /$inamu\        ,  .    ar« 

\l    l—q         K         2     1-hJ*  Ä  I 


•  t*tl 
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LäBBt  man  hier  K  —  te  an  die  Stelle  von  u  treten«  so  folgt 

93)  Icasamu-^lcos -^ 

Endlich  ergiebt  sich  als  Differenz  der  Oleichungen  91)  und  92)    i 

94)  Uamu 

f.    Alle  diese   Reihen  lassen    sich  ebenso  wie  die  Reihen  ■ 
vorigen  Abschnittes  nach  Potenzen  von  q_  ordnen  nnd  dadnrdi  ad 

eine  andere  Form  bringen.     So  ist  z.  B.  nach  Nr.  91),  wenn  Ti^^' 
gesetzt  wird, 


-  .         2Kx       ,/2l?g"   .     \ 
Isinam =  l  \  — 7=5-8»»«  1 


\co$i* 


-j-  2  [32  —  a«  +  ä«  -  9*  +•••) 

+   2Jg3-a«  +   g9_gl»+...j 
+ 


COS  4  a; 

2 
cos  6  a; 


und  hier  lassen  sich  alle  Verticalreihen  mittelst  der  Formel 

\rcos2x  +  i  r2  cös  4  a;  +  Ir^cosQx  -f  . .  •  • 

=  —  5^1  — 2rcos2a?  +  r») 
ßummiren,  wodurch  entsteht 

.    .          2Kx  (2tq.    . 

l  sin  am =  l  \  --~  sin  x 

—  ?(1  — 2gcos2Ä;  +  22)  _|.  Z(l  — 2g«cos2aJ  +  2*) 

Daraus   folgt  der  wichtige  Satz ,  dass  der  Amplitudensinus  in  ei 
unendliches  Product  verwandelt  werden  kann,  nämlich 


i  96)  sin  am 
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2Kx 


n 


2  Yqsin  x     (1  —  2q^cos2x-\'  q^)  (1  —  2  g*  cos  2  a?  +  g®) 


Ylc  (l^2qcos2x  +  q^)  {1  ^2q^cos2  x -\-  q^) 

Nach  ganz  demselben  Verfahren  erhält  man  aus  Nr.  93) 

«än  2  Kx 

96)  cos  am 


% 


2Yk'^qcosx   (1  +  2ggcQs2a;  +  g*)(l  -|r  2g*CQs2a?  +  g^). ... 
Vft  '  (1  — 2gcos2a;-|-g2)(i_«2g^cos2i»  +  26).... 

|«nd  aus  Nr.  94) 

')  z/  am 

n 

^^Yi?  .  (^  +2ggQs2a;  +  g^)(l  +  2g»CQs2a?  +  g^).... 
*  (1  —  2  g  cos  2  a?  +  22)  (1  —  2  ^3  cos  2  rc  +  ^6)  _  _  • 

Snfolge  der  letzten  drei  Formeln  kann  man  die  elliptischen  Func- 
len  sin  am  u^  cos  am  u  und  d  amu  gewissermaassen  als  gebrochene 
Lotionen  ansehen,   welche  einen    gemeinschaftlichen  Nenner  be- 
*)      Diesen  Gedanken   werden    wir   im   nächsten  Abschnitte 
liter  verfolgen ;  vorher  mögen  aber  einige  speciello  Fälle  der  letzten 
CBeichnngen  Platz  finden. 

Dividirt  man  beide  Seiten  von  Nr.  95)  durch  sinx  und  lässt 
^lachher  x  gegen  die  Null  convergiren,  so  erhält  man 

Vfc       „  __  [-(l-g«)(l-g«)(l-g6)....-li 

jrV'gL(l-S)(l-ä')(l-ä')  ••••]' 
temet  wird  aus  Nr.  96)  für  x  =  0 

Vh    _  r(i+g»)(i+g«)(i+g«)....i» 

2\ßVi  ~  L(l-3)(1  -«'')(1  -«»)....J  ' 
3er  Quotient  dieser  beiden  Gleichungen  ist 


*)  Die  periodischen  Reihen,  Partialbrüche  und  Froducte  für  die  ellipti- 
lehen  Functionen  sind  von  Abel  (in  den  ersten  Tier  Bänden  des  Grell e'* 
leben  JTonrnalä)  und  gleichzeitig  von  Jacobi  (ebendas.  und  in  den  Fundam. 
lOT.  theoriae  fanct.  ellipt.)  mittelst  ganz  anderer  Methoden  entwickelt  wor* 
len.  JSine  directe  Herleitung  der  betreffenden  Reihen  hat  der  Verfasser 
irobl  saerat  versucht  (Abhandlungen  der  K.  Sachs.  Gesellsch;  d.  Wissensch., 
^d.  IV.9  S.  395)|  jedoch  war  dieselbe  nicht  völlig  frei  von  Einwürfen ,  weil 
lie  Theorie  der  Functionen  complexer  Variabelen  überhaupt  damals  noch 
keineswegs  die  gegenwärtige  Ausbildung  erlangt  hatte. 


]9 
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2}^'  r(l-g«)(l-gO(l  — gp... 

Jt  [(1+ «')(!  + 2*)  (1+2«) 

Hieran  knüpft  sich  noch  die  Formel 

2fc;       r(i-g)(i-g»)(i-g»)....-|« 
»        La  +  gXi+g^xi  +  g»)....]' 

die  eich  als  richtig  ausweist,  wenn  man  in  ihr 
1  —  &'  .,  .      .      2Vh' 


h  durch 


V  durch 


und  g  durch  q}  ersetzt,  worauf  die  letzte  Formel  'mit  der  vorgehen- 
den identisch  wird. 


Vin.    Die  Jacobi'sohe  Fimotion  für  reelle  Variabele, 


Denkt  man  sich  die  Multiplicationen  ausgeführt,  welche  sowoUj 
in  den  Zählern  als  in  dem  gemeinschaftlichen  Nenner  der  letzt« 
drei  Formeln  angedeutet  sind,  so  erhält  man  vier  unendHche  Reihei,| 
die  nach  Potenzen  von   q  fortschreiten;   das  Bildungsgesetz  dieser j 
Keihen  zu  ermitteln,  ist  die  nächste  Aufgabe. 

Bezeichnen  x  und  p  ganz  beliebige  Grössen,  und  ist  die  Fono*] 
tion/(a;)  definirt  durch  die  Gleichung 

fix)  =  il-\-x)  (1  ^px)  (1  +i)«*)....(l  +p^-^x) 

so  erhellt  unmittelbar,  dass  f{x)  in  eine  Potenzenreihe  verwandelt, 
dass  also  gesetzt  werden  kann 

f{x)=  1  +  ^la;  +  A^x^  +...  +  il,„a^, 

worin  die  Coefficienten  Au  Ä2, . . .  Am  nur  von  p  abhängen.    Zufolgaj 
der  ursprünglichen  Bedeutung  von  f(x)   besteht  nun  die  Eelatioa 

(1  +P'^y)f(y)  =  (1  +y)f(pyl 

mithin  ist  auch  nach  der  zweiten  Form  Yonf(x) 

(1  +i>"*2/)  [1  +  ^12/  +  Ä2y^  H +  A^y^] 

=  (1  +  y)  [1  +  Äipy  +  A^p^y^  H +  A„,p^y^l 

und  wenn  man  hier  die  angedeuteten  Multiplicationen  ausfahrt,  so 
erhält  man  durch  Vergleichung  der  beiderseitigen  Coefficienten  von 


yi  y%  y\  etc. 


(1— i))-4i   =  1  —  j)"», 
(l^j^^)A,=p(l^p-^-^)Au 
(1  -p^)A,  =p^[l  -jp«-«)^,, 


Di»  dliptisciien  FnnctioDeiL  ^^ 

Gkidwigen  iKfen  der  Bebe  nadiii:.  A.,  A^  etc.  wi  snr 

In  der  lücxmit  t«3Hz  baöiaEi«.  Er:'rSdL*-litLZ 

(1  +  xi  <1  -s-  ^i>  a  -=-  i^x «i  -^  y  =  ^> 

=  1  +  4:*  -a-  4,i*  — -^  -=**^ 


#  = 


1 


=  2».         i 


.^»— - 


\  "  _*» -     I    1    *  *^_2  -----  ;  I    . 


1 
=  1  - 


—  M 


-^    -    -    —  -^- »  .^  'j-f  —  - 


LauH-  trciÄL  "VJ  ''to-   t** 
um.  bötmät 


a-^«*^ 


■  r'^ 


1.^:   ^%- 


V 


»1 — i 


!r  iCTii-:.  rar  -£-f  ii*i  'V'-fnur  j 


i" 


«      — 


»♦■      r 


-t,-^. 


r-'  —    A     ^S    — 


n"». 


r 


^  I 
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Die  erste  Formel  enthält  im  Zähler  und  im  Nenner  n  —  A  binomi- 
sche Factoren,  die  zweite  enthält  deren  n  •{•  h\  durch  Division  er* 
giebt  sich  das  Yerhältniss 

g(»  +  A)  (2n  -  1)  •  g(n  -  *)  (2n  —  1) 

—  (l_g2«-2A+2)(l_g2«-2A  +  4),...(l_g2«  +  2A-2)(l_g»«  +  fA)• 
WelcheS  der  Einheit  gleichkommt,  weil  der  Nenner  aus  den  in  mir 
gekehrter  Reihenfolge  genommenen  Factoren  des  Zählers  besteht 
Es  sei  nun  zur  Abkürzung 

_„».  (i-g«")(i-g«''-»)...(i-g'"-'*+«). 

(i-a«)(i-34)....(i-a«»+»»)  ' 

es  ist  dann 


Oh  =  2' 


(n  —  A)  (2n  —  i;  ^(n  +  A)  (2n  —  1)  ^  "*  = 


und  aus  der  Gleichung  98)  wird  die  folgende 


....  +  a«(;^  +  ^01 


Benutzt  man  linker  Hand   für  den  zweiten,   vierten,  sechsten  etQ>j 
Factor  die  identische  Gleichung 

1  -4-  —  =  —  A  +  O 

SO  hebt  sich  beiderseits  der  Factor  g^"'jer*»,  und  das  üebrige  gestal*! 
tet  folgende  Darstellung 

(1  +  g;er)(l  + -i)(l  +  2»^)(l  +  ^)...(l +2*"-''^)(l  +  ^) 

und  zwar  ist 

_  (1  —  g**»)  (1  —  g**'"3) (1  —  g2«4-2) 


ao  = 


(1  —  2^)  (1  -  3*) (1  —  ä^-) 


fi  =  ^A«  .  CLzJÜHi  -  g^"-^)  ..>(!-  ga»-2Ä+2) 


Oo 


(1 


3»»  +  2)  (1  —  3«"  +  «)...  (1  —  gs»  +  a») 
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Diese  Formeln  vereinfachen  sich  bedeutend,  wenn  man  die  bisher 
willkährliche  Zahl  n  in's  Unendliche  wachsen  lässt  und  gleichzeitig 
Toraussetzt,  dass  g  oder,  falls  q  eine  complexe  Zahl  sein  sollte,  der 
Hodulus  von  q  ein  echter  Bruch  ist;  es  wird  nämlich 

^'""^  =  a-2*)(i-2')a-2«)....' 

Dster  Einf&hmng  des  abkürzenden  Zeichens 

«  =  (1  -  2»)  (1  -  i*)  (1  -  3«)  ...  . 
fti^ebt  sich  nun 

(1     +    g5)(l    +   l)(l+28^)(l    +^)(l+g5^)(l4-|y... 

oder,  wenn  — e  für  z  gesetzt  wird, 

I^ftsst  man  qz^  an  die  Stelle  von  z  treten  und  multiplicirt  beider- 
seits mit  z  y^,  so  gelangt  man  noch  zur  Gleichung 

T??(—i)-(.-,'«^(.-^')(i-.v)  (.-«;) 

I>iirch   Substitution  von  z  =  e^**  verwandelt  sich  die  erste  dieser 
lieiden  Sntwickelungen  in 

99)  fl — 2g:co52a?4-g»)(l  — 2g^cos2a? 4-2^(1 --2g5cos2a?  +  3io).... 

=  —  1 1  —  2qcos2x  +  2q^cos4,x  —  22®cos6ir  + 1; 

die  sweite  geht  far  z  =  e*'  über  in 

100)  V^«ii»(l  — 2g2cos2aj  +  g*)(l  —  2g*cas2ic  +  g0 

-— _  lyqsinz  —  Vq^sin  3»  +  Kg"  s/nöa;  —  .  •  •  • 

und  diese  beiden  Gleichungen  sind  es,  welche  zu  einer  neuen  Dar- 
stelliingf  der  elliptischen  Functionen  dienen. 

Geht  man  nämlich  auf  die  Formel  95)  zurück  und  entwickelt 
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I 

das  im  Zähler  stehende  Product  nach  Nr.  100)  nnd  das  Prodadm  • 
Nenner  nach  Nr.  99),  so  erhält  man  zunächst 

2Kx       1       2^sinx  —  2Vg^8inSx  +  2Vq^sinhx-*'* 

stnam =t7=  •  ^ — ^ :; — .  \   . r-^ — r-^ r ; 

^         Vh     1  —  2cicos2X'\-  2q*co8^x  —  2q^co8ßx  + 

Auf  analoge  Weise  lässt  sich  die  Gleichung  96)  transformiren,  dem 
Zähler  nach  Formel  100)  entwickelt  werden  kann,  wenn  in  letzterer 
|ä  —  X  für  X  gesetzt  wird,  dies  giebt 

2Kx      ^/k'     2Vqcosx+2Vq^€OsSx  +  2Va^^co8bx+-'* 

cos  am =  1/  rr  •  •: r — .  ^  ^ : r— s :: — ; 

7t  Y    k      1  —  2qcos2x-\-2q*co84:X — 2q^cosQx  + 

Endlich  gelangt  man  zur  Entwickelung  des  Zählers  von  Nr.  97), 
wenn  man  in  Formel  99)  |9r  —  o;  an  die  Stelle  von  x  treten  lässt, 
nämlich 

.       2Kx wp     1  +  2qcos2x  -\-2q*co84,x  -{-  2q^ cosßx  +•'* 

Ä  '  1  —  2qcos2x  +  2g*  cos^x  —  2g»  cos6x+  ••• 

Wir  setzen  nun  2Kx  =^  nu  und  führen  zwei  neue  transcen 
deute  Functionen  @(tt)  und  H{u)  ein,  die  wir  durch  folgende  Glei 
chungen  definiren 

101)  0(t*)=l— 2gcos-7r  +  2g*cos-= 2g»cos^=-  + 

J\.  M.  IL 

102)  H{it)  =  2Vqsin—  —  2Vq^8in'^j^'{'2Vq^^8inYj^ ; 

die  vorigen  drei  Formeln  gestatten  dann  eine  sehr  einfache  Darstel' 
lung,  nämlich 

1        H{u) 


103) 


sin  am  u 


~Yk    0(«)' 

h  '       0(m) 


COS  am  u 


Die  elliptischen  Functionen  erster  Art  lassen  sich  demnach  in  Form 
von  Quotienten  durch  zwei  einfach  periodische  Functionen  ausdrü- 
cken, die  man  elliptische  Transcendenten  genannt  hat.  Zu- 
folge der  Gleichung 

(ksinamuy  +  (z/awm)^  =  1 
besteht  übrigens  zwischen  0  und  H  die  Relation 

k[H(u)y  +  k'[®(u  +  K)y  =  [0(t*)]» 
oder 
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eiche  zeigt,  dass  H  ans  S  hergeleitet  werden  kann.  Im  Grunde 
»nommen  reduciren  sich  also  die  elliptischen  Functionen  erster  Art 
if  die  eine  Transcendente  ö,  welche  man  die  Jacohi'sche  Func- 
on  zu  nennen  pflegt. 

Nicht  ohne  Interesse  sind  die  speciellen  Werthe  ö(0)  und  ©(iT), 
>  man  auf  folgendem  Wege  findet.  Aus  Nr.  99)  folgt  für  x  =  0 
d  unter  Beachtung  des  Werthes  von  Q 

«Mi       a)(l       q) (i_g2)(i_g4)(i_ge)      1 

bei  der  Zähler  rechter  Hand  =  0(0)  ist.  Durch  beiderseitige 
rision  mit  dem  Producte  aus  1  —  g,  1  —  g^  1  —  2^  etc.  ergiebt 
i  weiter 

-  «)(i-«3)(i  _,,)...  =  (i_,)(i_,,®/'^,,)(i_,.)...; 

!t  man  noch  beiderseits  die  Factoren  1  —  g^,  1  —  q\  1  —  q^,  etc. 
so  wird 

(1   -  ö)  (1    -  2^)  (1    -  g3)  (1    _  g4)  .  .  .  . 


1—  g2     1—3*     1—  g6     1—3 


8 


=   @  (Q)  .  .  .    .... 

^^1    —   3  1—   g2       1—    g8       l-^g4 

=  0(0)  (1  +  3)  (1  +  ä^)  (1  +  q')  (l  +  q')...  ., 
hin  ist 

^^        (1  +  9)0  +«*)(!  +  3»).... 
:  Werth  dieses  Productes  wurde  bereits  auf  S.  440  gefunden;  man 
demnach 


0  0(0) 


V2k'K 
IT' 


s  der  letzten  Formel  in  Nr.  103)  folgt  weiter  für  u  =  0  eine 
ticfaung  zwischen  0(K)  und  0(0),  welche  unter  Benutzung  von 
.  104)  giebt  

S)  0(7r)  =  y^. 

5  beiden  ersten  Formeln  in  Nr.  103)  liefern  noch  für  w  =  0 
5)  H(0)  =  0;         H(Ä)  =  y^M. 

Hieran  knüpfen  sich  mehrere  wichtige  Bemerkungen  hinsieht- 
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lieh  der  numerischen  Berechnung  der  elliptischen  Fanctionen  uni 
Integrale.     Ans  der  letzten  Formel  in  Nr.  103)  folgt  nämlidi  f&r 

d.  i.  vermöge  der  Reihe  für  0{u) 

^  1  4.  2g  +  2g*  +  2g»  H • 

und  diese  Formel  liefert  unmittelbar  V  mithin  auch  Tc  falls  g  gege 
ben  ist.  Umgekehrt  lässt  sich  hieraus  auch  g  finden,  wenn  man  i 
oder  Ic'  kennt.     Es  folgt  nämlich 

l^       1    ^   V^  _  g   +   g9   ^   g25   ^   g49    .^ 

2  '  1  +  VJfc^  ""  1  +  2g*  +  2gi6  +  2g36  +  ... 
oder,  wenn  zur  Abkürzung 

l   1  — VF      , 

gesetzt  und  der  rechts  stehende  Bruch  nach  Potenzen  von  g  entwi 
ekelt  wird, 

A  =  g  —  2g^  +  5g*  —  10g"  +  18g"  —  .  .. 

Durch  mehrfache  Potenzirung  findet  man  weiter 

A6  =  g5  —  10g*  +  65g"  —  330g"  +  .  .  • 

r  =  g9  —  18gi3  +  189g"  —  .  .  . 

A"=  g"  —    26  g"  +  •  •  . 

A"=  g"  —  .  •  . 

Bildet  man  die  Summe 

A  +  ai  A^  +•  «3  A»  +  aa  A"  +  •  •  • 
=  g  +  («1  —  2)g'^  +  («2  —  lOai  +  5)  g*  + 

und  bestimmt  die  Coefficienten  a^  ^2»  ^ht  etc.  so,  dass  die  Goefficiei] 
ten  von  g^  g*,  g^^,  etc.  verschwinden,  so  erhält  man  bei  umgekehi 
ter  Anordnung 

g  =  A  +  2A5  +  15A9  -f-  150A"  +  1707 A"  +  .  .  .  . 

Diese  Reihe  convergirt  sehr  gut,  denn  selbst  bei  dem  ziemlich  gros 
sen  Modulus 

A;  =  -^  =  0,99381,   Ä;'  =  -1.  A  =  i 
wird  der  fünfte  Term 
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1707A"  =  0,0000001 
O  klein,  dass  mit  ihm  die  Rechnung  abhricht,  falls  man  sich  auf  die 
ibliche  Genauigkeit  von  sieben  Decimalen  beschränkt.    Meistentheils 
rird  aber  die  Sache  viel  einfacher,  z.  B.  für 

ifc  =  -^  V?  =  0,8660254,    ä'  =  ~ 
-h&lt  man 

A  =  |.  —  V?  =  0,08578644 

2  A^  =  0,00000929 
'  g  =  0,08579573, 

id  ebenso  reichen  für  ifc<;;^  0,866  immer  zwei  Glieder  aus.  üebri- 
»ns  hat  mau  bereits  Tafeln,  welche  für  jedes  A;  das  zugehörige  g 
sfem ;  eine  kleinere  Tafel  dieser  Art  ist  die  folgende,  worin  Ä  =  sin  a 
»etzt  ist  und  der  Hülfswinkel  a  von  Grad  zu  Grad  fortschreitet*). 


*i  Sine  von  6  und  6  Minuten  fortschreitende  Tafel  giebt  Jacobi  in  dem 
»Isatze  „Znr  Theorie  der  elliptischen  Functionen'',  Crelle's  Jonrn.  Bd.  XXVIi 
93}  der  überhaupt  viele  praktische  Bemerkungen  über  die  numerische  Be* 
Bhnoog  elliptischer  Functionen  enthält. 
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a 

Je 

logq 

a 

Je 

Jogq 

• 

a 

k 

Im  l 

10 

0,01745 

5,27966 

310 

0,51504 

8,28456 

610 

0,87462 

8,95200 

20 

0,03490 

5,88178 

320 

0,52992 

8,31367 

62» 

0,88295 

8,97045 

30 

0,05234 

6,23408 

330 

0,54464 

8,34199 

630 

0,89101 

8,98885 

40 

0,06976 

6,48411 

340 

0,55919 

8,36957 

640 

0,89879 

9,00720 

50 

0,08716 

6,67813 

350 

0,57358 

8,39646 

650 

0,90631 

9,02553 

GO 

0,10453 

6,83673 

360 

0,58779 

8,42271 

660 

0,91355 

9,04385 

70 

0,12187 

6,97091 

370 

0,60182 

8,44835 

670 

0,92050 

9,06218 

80 

0,13917 

7,08723 

380 

0,61566 

8,47342 

680 

0,92718 

9,08055 

90 

0,15643 

7,18991 

390 

0,62932 

8,49796 

690 

0,93358 

9,09897 

lOO 

0,17365 

7,28185 

400 

0,64279 

8,52199 

700 

0,93969 

9,11748 

110 

0,19081 

7,36510 

410 

0,65606 

8,54555 

710 

0,94552 

9,13609 

I20 

0,20791 

7,44119 

420 

0,66913 

8,56867 

720 

0,95106 

9,15484 

130 

0,22495 

7,51128 

430 

0,68200 

8,59137 

730 

0,95630 

9,17376 

140 

0,24192 

7,57625 

440 

0,69466 

8,61368 

740 

0,96126 

9,19289 

150 

0,25882 

7,63683 

450 

0,70711 

8,63563 

750 

0,96593 

9,21228 

IßO 

0,27564 

7,69359 

460 

0,71934 

8,65722 

760 

0,97030 

9,23196 

170 

0,29237 

7,74699 

470 

0,73135 

8,67848 

770 

0,97437 

9,2520» 

180 

0,30902 

7,79743 

480 

0,74314 

8,69944 

780 

0,97815 

9,27250 

190 

0,32557 

7,84524 

490 

0,75471 

8,72011 

790 

0,98163 

9,29351 

200 

0,34202 

7,89068 

500 

0,76604 

8,74052 

800 

0,98481 

9,31515 

210 

0,35837 

7,93400 

510 

0,77715 

8,76068 

810 

0,98769 

9,33756 

220 

0,37461 

7,97540 

520 

0,78801 

8,78059 

820 

0,99027 

9,36091 

230 

0,39073 

8,01505 

530 

0,79864 

8,80030 

830 

0,99255 

9,38545 

240 

0,40674 

8,05311 

540 

0,80902 

8,81979 

840 

0,99452 

9,41158 

250 

0,42262 

8,08971 

550 

0,81915 

8,83912 

850 

0,99619 

9,43963 

260 

0,43837 

8,12498 

560 

0,82904 

8,85826 

860 

0,99756 

9,47054 

270 

0,45399 

8,15901 

570 

0,83867 

8,87726 

870 

0,99863 

9,50569 

280 

0,46947 

8,19190 

580 

0,84805 

8,89611 

880 

0,99939 

9,54798 

290 

0,48481 

8,22374 

590 

0,85717 

8,91484 

890 

0,99985 

9,60564 

300 

0,50000 

8,25461 

600 

0,86603 

8,93347 

900 

1,00000 

10,00000 

Aus  dieser  Tafel  ist  ersichtlich,  dass  q  von  Ä;  =  0  bis  k  =  0,999, 
welchem  Werthe  q  =  0,353  entspricht,  sehr  langsam  wächst  und 
erst  nachher  der  Grenze  1  rasch  zueilt.  Ist  a<^700,  d.h.  Ä<^0,94, 
so  folgt  q  <^  0,1311  und  dann  hat  q^  keinen  Einfluss  auf  die  sie- 
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bente  Decimale;  alle  Formeln,  in  denen  die  Ja c ob i' sehe  Function 
rorkommt,  werden  dann  äusserst  einfach. 

Hat  man  q  berechnet,  so  findet  sich^  mittelst  der  Formel  105), 
indem  man  für  &(K)  die  betrefifende  Reihe  setzt,  nämlich 

3o  ist  z.  B.  für  k  =  i  Vs ,    q  =  0,08579573 


1  +  2g  =  1,17159146 
2  g*  =  0,00010837 


Ä'  =  l3r(l,17169983)« 
=  2,156516. 


um  femer  die  einem  gegebenen  u  entsprechende  Amplitude  (p 
Bu  berechnen,  macht  man  Gebrauch  von  der  dritten  Formel  in 
tTr.  103),  nämlich 

_  1  +2gcos—  +2g*cos— ^  -j-... 

yi'-k^8in^<p  =  Vk'  ^ r^ » 

1  — 2gcos-=7  +  2g*cö5— = ••• 

IL  Ji 

1118  welcher  man  leicht  sinq>  und  q>  findet.     Ist  z.  B.  gegeben 

F(\Vs,  (p)  =  6,208881, 

ID  gelten  zunächst  die  vorhin  bestimmten  Werthe 

g  =  0,0857957,         K  ==  2,166515, 
hmer  ist 

^  =  7,588261  =  2»  +  arc  740  46' 29"  25, 
iL 

emd  nun  giebt  die  erwähnte  Formel 

Vi  —  Isin^q)  =  0,7738482,      8in<p  =  ±  0,7313537. 

Da  der  gegebene  Werth  t«  =  5,2  .  .  .  zwischen  2  JT  =  4,3  .  .  und 
BJT  =  7,4  ...  .  liegt,  so  muss  die  zugehörige  Amplitude  zwischen 
% .  dO^  und  3  .  900  enthalten  sein,  mithin 

(p  =  1800  4-  470  =  2270. 

Auch  die  umgekehrte  Aufgabe,  bei  gegebener  Amplitude  fp  den 

"Werth  des  elliptischen  Integrales  u  =  FQc,  q))  zu  berechnen,  findet 

darch  die  zuletzt  erwähnte  Formel  eine  neue  Lösung.     Wird  näm- 

Hdi  zur  Abkürzung 

nu 


-  =  v 


gesetzt,  80  ist 


Vi  —  k^sin^q)  _  1  +  2qco8v  +  2q^cos2v  +  » 
yp  1  —  2qco8v  +  2g*  C082v  —  • 

^d  hieraus  folgt  sehr  leicht 

^oblömiloh,  Analytit.    H.  29 


=  £i 


•    •    •   • 


) 
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1      Vi  —  fc^sm^y  — Vfe^ cosv  -}-  q^cosB  v -{-  q^* eosbv  + 

2a  '  Vi— Ä;2sm2  9  + Vä'  "~  l  +2a^cos2v  +  2q^^cos4v  + 
worin  zur  Abkürzung  die  bekannte  Grösse 

'       J^     Vi  —  k^sin'^g)  --  W 
2ä  *  Vi  —  kHin^(p  +  Vl^ 
sein  möge.     Die  vorhergehende  Gleichung  liefert  nun 
cosv  =  Sl  (1  -\-  2q^cos2v  +  2q^^cos4:V  + 
—  q^co$3v  —  q^^cos6v  — , 

und  es  ist  dies  eine  transcendente  Gleichung,  aus  welcher  v  berech- 
net werden  muss.  Zufolge  des  Umstandes,  dass  g*,  q^,  etc.  sehr 
kleine  Brüche  sind,  findet  man  leicht  einen  ersten  Näherungswerth 
Vi  von  Vf  indem  man  einfach 

cos  Vi  =  Sl 

nimmt;  die  weitere  Annäherung  geschieht  dann  mittelst  der  voriges] 
Gleichung  selbst,  nämlich 

cosvq  =  Sl  (1  -}-  2q^cos2vi  -{- 

cosvz  =  «fö  (1  +  2qHos2v2  + 

U.  8.  W. 

Aus  V  ergiebt  sich  dann 

_  Kv 

Beispielweis  sei  Ä  =  |V3,  9  =  47®,  also  wie  vorhin 

y  =i\,q  =  0,0857957,    K  =  2,156516; 
der  Werth  von  Sl  ist  in  diesem  Falle  0,2626382,  mithin 
cos  Vi  =  0,2626382,  Vi  =  740  46' 24", 

C0SV2  =  0,2626137,  Vi  =  74046'29"25 

und  da  bereits  V3  mit  V2  übereinstimmt,  so  wird 

V  =  740  46'29"25  =  1,3050663 
_  Kv 

Vermehrt  man  die  Amplitude  um  180®,  so  wächst  der  IntegralwerÜi 
um  2K=  4,31303;  der  Amplitude  227®  entspricht  also  der  Inte- 
gralwerth  5,20888  wie  im  vorhergehenden  Beispiele. 


•)  —  q^cosBVi  — 
•)  —  q^cosSv2  — 


•  .  •  . 


•  •  • .. 


u 


=  0,89585. 


Sie  eOxptischeiL  FimctioiLeiL.  ^1 


IX.    Die  TietafttnctioneiL 

I>ie  ForoLcIa  des  Torigen  Abschnittes  gelten  zufolge  Oirer  Hei> 
\ung  nur  for  reelle  WertKe  der  Tariabelen  K»  und  es  moss  JäüEttfr 
reli  eine  besondere  rTatersaciiiing  entscbleden  werden^  in  wi^  v^tl 
le  Resultate  auch  bei  complexen  Wertbea  der  Variz&belim  r^:i^i^ 
aben.  Betrachtet  man  zaniü:hst  die  Entwickelnngen  Toa  9»i  <4M  m> 
'am  u  etc.  in  Beihen  Ton  den  Formen 

.    ar«    .  .   3»«    ,  .   5arii    , 

h  cos  —  +  63  fös  -^-^  +  ^.  W5  -^  +     — , 

bemerkt  man  leicht,  dass  diese  Keihen  bei  complexea  u  meisten- 
BUS  divergent  werden,  dass  also  für  solche  u  jene  Entvickelung^n 
At  mehr  allgemein  gelten.  Anders  Terhält  es  sich  mit  den  £nt« 
ekelnngen  Ton  S{u)  und  H(u),  denn  wie  man  aus  §.  40,  Thl«  h 
lieht,  conTcrgiren  die  Reihen  in  101)  und  102)  für  jedes  complexe 
wofern  nnr  q  ein  reeller  echter  Brach  ist.  Die  vorzunehmende 
tftersnchnng  wird  sich  daher  zunächst  auf  die  Functionen  S  und  11 
ifcrecken,  für  welche  die  Gleichungen  101)  und  102)  als  allgemeine 
ifinitionen  gelten  können.  Femer  wollen  wir  diese  Analjse  voll- 
mmen  unabhängig  von  der  bisherigen  Theorie  der  elliptischen 
mcüonen  durchfuhren.  Wir  verstehen  daher  im  Folgenden  unter 
eine  beliebige  reelle  positive  Constante,  unter  g  eine  oomplexe 
iiiabele  und  setzen 


^(e}^=l^2€r9  cas2s  +  2e-^9cosAs  —  2er^9eo$QM-] 

f^i(g)  =  2^e^sinz  '-2t^e-^  sinSs  +  2^  e-^(^  sinbff • 

^^    \»^(e)  =  2fe^cose  +  2Ve^cosSg+2f?^cos6g  +  -' 
[»3(g)=l-\- 2erQcos2e  +  2e-*Qcos4:Z  -{•  2€r^9 cosGs  -] 

a.    Zwischen  den  hiermit  definirten  vier  Functionen  bestehen, 
ie  man  augenblicklich  bemerkt,  die  folgenden  vier  Relationen 

I     &(g)  =  9,(\7t  ^  g),  ^3w  =  ^a^-*). 

^    1  ^1 W  =  «^2(1^  -  ^),     '^2 W  =  ^i(^n^  g). 

Femer  ist,  wenn  m  eine  ganze  Zahl  bezeichnet, 
i  ^g  +  mn)  =  9{el    M^  +  ^^)  =  -^aW, 

29* 
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Die  Ftmctionen  #  und  9a  hnlieu  also  die  reelle  Periode 


,  dleü 


lU) 


und  z 


den  übrigen  besitzen  die  Periode  2rc. 

Drückt  man  in  Nro.  108)  die  Cosinna  und  Sinns  dawi  ^ 
nential grossen  aus  und  benutzt  zur  Alikiirzuog  Sunimeiiffliichen, 
kann  man  jene  vier  Gleichungen  folgendermaaBsen  darBtelleti 

»,(«)  =  i£(— lye-CH-Wc-'O'+n-,  ■ 

>,(«)  =  Ze-c  +  'M-s-'i'-t»',  1 

».(i)  =  £!!-■'«-'-•", 

tr  beziehoD  eich  hier  die  Summenzeicfaen  auf  alle  ganun  | 
sitiven  und  negativen  Wertlie  von  s.    Ea  ist  nun  identisch 
ir(-l)'<!-<'  +  'i'i;e-'l"  +  ')"=!e-''.c-"2(_l)'e— •e-"l-* 
d.i. 

»,(/)  =  (e-''.t-"»(a  —  äisJi 

beliandelt  mau  auf  gleiche  Weiae  die  übrigen  Thctafuncticaec, 
gelangt  man  zu  den  vier  Formeln 

f,(.)  =  ie-'.',i.-..(>(,  _i,f),  m 

t,W  =  e-V.e-"»,(«  -  lis),  1 

|9,(«)  =  e-V.ii-i.»,(«  _  lij), 
ans  denen,  wenn  e  +  jiß  fttr  e  gesetzt  wird,  die  folgenden  herr 
gehen 

I  »(«  +  {if)  =  .■eV.e-"»,(,), 
)».('  +  !■•(■)  =  (eV.f-"»(.), 
>,(«  +  lip)  =  «■/.(.-•.».(«), 
f,(«  +  jip)  =  e'4f-i'»,W. 
Läset  man  mehrmals   nach  einander  e  ■{-  jiif  an  die  Stelle  vM 
treten,  so  erhslt  man  leicht  für  ein  ganzes  positives  n 
»(»  +  <»P)  =  (-  Ij-e-f-""»«, 
».('  +  ■■»?)  =  (-  l)-e-*<'-'.'"»,(»), 

»,(»  +  Inf)  =  «*?-'•>■■»,(«), 
und  femer  nach  Nro.  110),  wenn  g  -^  ma  für  x  gesetzt  wird. 
»(«  +  mit  +  inj)  =  (-  l)-e-'e-'.'"»(«), 
>,(«  +  «.;!  +  top)  =  (—  !)»  +  •«'(-'■•■■»,(«), 
*i(*  +  m«  +  t»e)  =  C—  I)"e«'e-'-»"'»,(«), 
*8(«  +  mK  +  »Mp)  =  c-'e"'-'"*g(*). 


112) 


113) 


114) 
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ierans  geht  hervor,  dass  die  Thetafonctionen  für  sich  nur  einfach 
ariodisch  dnd,  dass  aber  der  Quotient  zweier  Thetafonctionen  zwei 
srioden  besitzt,  von  denen  die  eine  den  reellen  Index  «  oder  2  sr, 
6  andere  den  imaginären  Index  t^  oder  2 ig  hat.  Diese  Bemer- 
ing  werden  wir  nachher  weiter  verfolgen. 

b.  Um  die  vier  Reihen,  welche  zur  Definition  der.  Thetafuno- 
>nen  dienten,  in  eine  andere  Form  zu  bringen,  erinnern  wir  an 
3  Formel  52)  auf  S.  154,  nämlich 


5) 


diese  knüpft  sich  zunächst  eine  verwandte  Formel.  Es  ist  näm- 
1,  wie  durch  Entwickelung  der  angedeuteten  .Summen  sofort  er- 
It, 

—  ilZL±iÜ  (2sn-\-t)^  ($n-\-t)* 

U(—  lye        Q     =22Je         Q      —  Se        ^ 

z=2  2Je        '^*^     ^  Se        ^ 

hin,  wenn  man  die  Summen  rechter  Hand  nach  Nro.  115)  trans- 
oiirt 

::(— l)'e         Q     =y^\Se  cossn^-Ee        co828ey 

\  Entwickelung  der  Summen  rechter  Hand  giebt  einfacher 

5)  27(—  lye        Q       =  y^Se  €08(28  +  1)0. 

n  bemerkt  nun  augenblicklich,  dass  die  Formeln  115)  und  116) 
nÜBch  mit  den  folgenden  sind 

Z(^iye        Q      =\/J;'^2W, 

bei  ohne  Aenderung  der  rechten  Seiten  — 0  für  0  geschrieben 
rden  darf.  Lässt  man  noch  \x  —  ;e^  an  die  Stelle  von  0  treten  und 
kChtet  die  Relationen  in  109),  so  gelangt  man  zu  folgenden  neuen 
rstelliuigen  der  Thetafunctionen 
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>,(..) =yii-(- DT?""-'' 

Diese  Formeln  Bind  insofern  wichtig,  als  mit  ihrer  Hülb^ 
ThetafuuctioQGu  einer  imaginären  Yariabelen  durch  ThetuCimcM 
einer  reellen  Variabelen  anagedrückt  werden  können.  Aus  ilet  t 
aten  Gleichung  in  JJro.  111)  folgt  nämlich,  wenn  le  an  Jii:  Sfti 
von  e  tritt, 

»(.»  =  Z(— lye    '  ^^  "  =  öP2;(— l)'e        «    ; 
führt  man  rechter  Hand  statt  p  und  £  zwei  neue  Gröaeen  g'mil 
ön  mittelst  der  Gleichungen  ^^S 

118)  ss'=«.,        i  =  i-,,  ^ 

80  wird 

<*  _  /ä      (sp  —  g)'  _  (SJE  —  gQ' 


mithin  geht  die  Formel  für  #(t^)  in  die  folgende  aber 
il  fin  —  t-)' 

&iie)  =:  e^'  £(— lye        P'      • 
Andererseits  erhält  man  aus  der  dritten  Formel  in  Nro.  117),  m 
man  p'  für  p,  e"  f ttr  «  schreibt  und  andeutet,  dass  &i  gleichiai 
von  p'  und  /.  abhängt, 

»,(?',  /)  =  y^^i-iye'^"""'^; 

Hier  kommt  dieselbe  Summe  vor  wie  in  der  Formel  für  &(ie)i  "* 
gelangt  also  zu  einer  Belation  zwischen  &(ie)  und ^j (p', «).  VAi 
haupt  ergeben  sich  auf  diesem  Wege  folgende  vier  Relationen 
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119) 


HQ.  ie) 


=n 


£2 


^i(9.i^)  =  iy^e'9'M9\^')f 


^2(9»  »^) 


0-3(9,  «^) 


und  diese  zeigen  in  der  That,  wie  sich  die  Theiafunctiouen  imaginä- 
rer Argumente  auf  Thetafunctionen  reeller  Argumente  zurückfahren 
lassen. 

Die  Gleichungen  109),  113)  und  119)  können  übrigens  benutzt 
werden,  um  aus  einer  Eigenschaft  einer  der  vier  Thetafunctionen 
die  analog^  Eigenschaften  der  übrigen  Thetafunctionen  herzuleiten. 
Setzt  man  z.  B.  in  einer  Formel,  welche  d'(g)  enthält,  statt  0  der 
Beihe  nach  ff  -^  ^i  Qt  i  ff  ^  l^c  —  jer,  so  gelangt  man  zu  drei  neuen 
Formeln ,  die  statt  d'  die  anderen  Functionen  «^i ,  ^q,  'd'a  enthalten. 
Eine  Anwendung  dieses  Principes  wird  man  sogleich  sehen. 

c  Nach  der  vierten  Formel  in  113)  wollen  wir  die  Functionen 
^s  (^)  'i^d  '9'3  (y)  bilden  und  sie  mit  einander  multipliciren.  Für  die 
erste  Reihe  bezeichne,  wie  in  113),  $  den  Buchstaben,  aufweichen 
sieb  die  Summirung  bezieht ;  für  die  zweite  Reihe  wählen  wir  i  statt 
B  und  haben  dann 

^3  (^) . -ö-g  (y)  =  2:e-'*e-'-2**.2;g-<«^-.-.2<y 

worin  8  und  t  alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlwerthe 
durchlaufen  müssen.     Hierbei  sind  folgende  vier  Fälle  möglich 

s  gerade  und  t  gerade, 

$  ungerade  „  t  ungerade, 

$  gerade  „  t  ungerade, 

$  ungerade  „  t  gerade; 

die  zwei  ersten  Fälle  ziehen  wir  in  den  einen  Hauptfall  zusammen,' 
wo  8  und  t  gleichartig  sind,  die  beiden  übrigen  Fälle  bilden  zusam- 
men den  Hauptfall  ungleichartiger  s  und  t  Dem  entsprechend  zer- 
le^n  wir  die  auf  alle  s  und  t  bezügliche  Doppelsumme  in  zwei  Dop- 
peLsummen,  deren  erste  die  gleichartigen,  und  deren  zweite  die  un- 
gleichartigen 8  und  t  enthält,  wofür  wir  kurz  schreiben 


456  Die  elliptischen  Functionen. 

Bei  gleichartigen  S  und  t  sind  |(s  -}-  0  ^^^  a(^  —  0  gleichzeitig 
ganze  positive  oder  negative  Zahlen,  die  alle  möglichen  WertheW 
ben  können;  wir  setzen  dann 

i(s.  +  t)  =  m,  l(s  —  t)  =  n, 

woraus  folgt 

s  =  m  +  n,  t  =  m  —  n,  8^  +  t^  =  2(m^  +  n'). 

Die  mit  P  bezeichnete  Doppelsumme  gestaltet  sich  jetzt  folgender- 
maassen 

und  zufolge  der  Definition  von  «^g  ist 

P  =  d'^(2Q,  X  +  y).d:i(2  Q.x  —  y). 
Bei  ungleichartigen  s  und  t  hat  man 

i(s +  *)  =  !>  +  |,  |(s-0  =  a  4- 1^ 

wo  p  und  s  alle  möglichen  positiven  und  negativen   ganzen  Zahlen 
bedeuten;  es  folgt  dann 

8  =  l>  +  2  +  l.  «=i'-2.s*  +  <''  =  2[(|)  +  |)»  +  (2  +  i)»] 
mithin 

d.  i.  vermöge  der  Definition  von  '9"a 

Durch  Substitution  der  Werthe  von  F  und  ^  geht  nun  die  firühere 
Formel  für  -9*3  {x) .  d-^  (y)  in  die  folgende  über 

120)  M^).My)  =  9s(2Q,x  +  y).^^(2Q,x-y) 

+ '9'2(2  9,  rc  +  2/) . -9*2  (2  p,a?  —  y). 
Ersetzt  man  hier  x  durch  ^n  —  x  und  zugleich  y  durch  \x  —  y,  so 
erhält  man  leicht  durch  Anwendung  der  Formeln  109)  und  110) 

121)  H^).^(y)  =  M2Q,X'\'y).&^(2Q,x—y) 

— -9*2(2^,  x+y).d^2(2Q,  x  —  y). 
Ferner  ist  nach  112) 

-^3(9,  ^  —  5^9)  =  6V^^  +  «'^2(P»^) 
und  wenn  man  2^  an  die  Stelle  von  q  treten  lässt 

'9'3(2p,  4r  —  i^)  =  6V*?  +  .^^2(2p,  e). 
Auf  gleiche  Weise  erhält  man 

'9'2(2p,  z  —  iQ)  =  eV«?+«^'9'3(2  9,  z). 

Vertauscht  man  nun  in  Nro.  120)  icmita?  — 1*9  und  f/ gegen  y  —  |ip, 
so  erhält  man  nach  Hebung  der  Exponentialgrössen 


Die  elliptischen  Functionen.  457 

+  ^2(29,  x  +  y).^^(2Q,  x-^y) 
last  man  hier  wieder  \%  —  o;  an  die  Stelle  von  x  und  \%  —  S/  an 
B  von  y  treten,  so  wird  noch 

3)     ^i{x).%i{y)  —  ^z{2Q,x  +  y).i^,{^q,X'^y) 

—  #2(29,  ä?+^).'9'5(2p,  Ä  — y). 

Die  vier  Gleichungen  120)  .  .  .  123)  hilden  die  Quelle  sehr  vie- 
.  zvrischen  den  Thetafunctionen  stattfindender  Beziehungen,  von 
len  -wir  einige  der  wichtigsten  ableiten  wollen. 

d.    In  den  vier  Fundamentalformeln  sei  ^  =  o?  und  zur  Abkürzung 
^2(29,  0)  =  «2,      #3(2 9,  0)  =  «3, 
-^2(29,  2a;)  =  |2,    ^3(29,  2ar)  =  |3; 

entstehen  dann  folgende  specielle  Eelationen 

[0-(a;)]»  =  «3^3  —  a2&, 
[O-i  {x)f  =  «2 13  —  «3  &, 

[^•i(^)?  =  «2l3    +    «3^2, 

[ß'zix)]^  =  «gla  +  «gla. 
it^ckelt  man  I2  ^i^d  I3  aus  zweien  dieser  Gleichungen  und  sub- 
tuirt  die  erhaltenen  Werthe  in  die  beiden  übrigen  Gleichungen, 
gelangt  man  zu  Relationen  zwischen  den  Quadraten  von  je  drei 
letafonctionen,  namentlich  ergiebt  sich,  wenn  man  I2  ^^^  I3  den 
iden  ersten  Gleichungen  entnimmt, 

ie  man  aus  den  Formeln  108)  ersieht,  sind  u^  und  (X2  reelle  posi- 
re  Zahlen,  audi  lehren  die  vorstehenden  Gleichungen,  auf  den  Fall 
=  0  angewandt,  dass  «3  —  a,^  positiv  ist.  Zar  Abkürzung  setzen 
r  noch 

al  +  «I  -  ^' 
»  h  ein  positiver  echter  Bruch  ist;  es  wird  dann 


«I  —  ^2 

i    _L    /v2 


=  Vi  —  k^  =  Ä', 


«3  +  «2 

»bei  die  Wurzel  positiv  genommen  werden  muss.     Die  vorigen  Re- 
aonen  gestalten  sich  jetzt  folgendermaassen 


458 
124) 


Die  elliptischen  Functionen. 


j  kmx)]'  =  [»i(x)y  +  r[»,ix)y. 


0  erhält  man  specieller  wegen  'ö'i(O)  =  0 


Für  X 

e.  In  Nro.  123)  setzen  wir  Iq  für  ^,  a?  =  0  +  l^i  tl  = 
es  ist  dann 

und  durch  Division  mit  —  W . -ö's  (0) . 'Ö's  (je?  +  «) 

Lassen  wir   nun  u  gegen  die  Null  convergiren,  so  geht  die 
Seite  über  in  den  nach  0  genommenen  Dififerentialquotientei] 


rechter  Hand  sei 


ii^Mfiiü)  =  X, 


U 


mithin  A  eine  von  0  unabhängige  Grösse;  es  wird  dann 


(^2(^)1 


Um  den  rechts  vorkommenden  Zähler  etwas  anders  auszudi 
nehmen  wir  in  Nro.  122)  y  =  0  und  erhalten 

d'2(x)  .d'2(0)  =  2'9'a(29,  x).%-2{2q,  x) 

oder  wenn  5^  für  p  und  x  =  l^t  —  ^  gesetzt  wird, 

2»(^).»,(^) 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  geht  die  vorige  Differential 
in  die  folgende  über 


d 


(M^) 


1^3  W 


L_ 


=  -r  ^ 


^(^)'^i(^) 


dz  -      '      -        [^3(^)]2       ' 

wobei  ft  eine  neue  Constante  bezeichnet.     Lässt  man  noch  |j 
an  die  Stelle  von  z  treten,  so  erhält  man 

126)  W)\   _  „   »2(^)-»3W 

dz        —^      [#(^)P      * 


der  kmw  unttfdfa  dsr  €jfär^irr>ggii  li!4>  eDlmi<^»Ol  m*<<rd«n,  YH^<i 


X.    Die  dcqypelt-periodischeii  FonotioiieiL 

Die  Torigcsi  üniersuc^imgeii  ixdireii  mit  Le)c^t\|«)^t  t«  \)4^>fl 
[aapteigenscluifleii  der  bödoi  Fimctionexi  S{it)  und  tl{^)i^  ^roloW 
ir  jedes  complexe  w  durch  folgende  Gleichung^e^n  d^^üniH  sxnd 

(ir)  =  l  —  2c-e«»— r  +2e-*?cos— rr 3c~*fo<w— =r-  +  *^N 

iL  JL  Jv 

denen  man  sich  unter  Q  und  K  beliebige  reollo  und  po»it  ivo  iVu» 
nten  denken  kann.     £s  ist  zunächst 

*(ff)  =  8M.»,(f^)  =  //(»), 

ner  wegen  d'2(js)  =  d'i(ß  +  |;r)  und  ^s(e)  =  ^(jf  +  Jar) 
»2  (H)  =  HC«'  +  K),  &s  (II)  =  @(io  +  Jf). 

B  den  Formeln  in  110)  ergiebt  sich  nun,  wenn  man  -—z    m    dio 

lle  von  ß  treten  lässt 

7)      S{w  +  2mK)  =  &(w),  H{w  +  2mK)  =  (—  1^*1  l(w). 
^h   demselben  Verfahren  erhält  mau  aus  Nro.  113),    wenn  ttmii 
icbzeitig 

^  =  ir 

sty  -WO  K'  eine  zweite  positive  Constante  bez«icbnet| 


0 


•ner  geben  die  Formeln  114) 
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129) 


e(iv  +  2inK  +  i.2nK')  =  (—  l)«e^  8(tp), 

//(w  +  2mir+ t.2n£:0  =  (— l)«+"c*^  %), 

H(w+[2m+  l]K  +  i.  2nJS:0=(—  l)"*ß  ^(io+I), 

[0iw  +  [2m+l]K  +  i.2nK')=e^  e(w  +  K). 

Zufolge  des  vorigen  Werthes  von  q  ist  nach  Nro.  118) 

, 3CK      j itw 

^  —^'    ^  —2K'' 

es  entstehen  also  q'  und  z'  einfach  dadurch,  dass  man  K  und  'S!  ge- 
gen. einander  vertauscht.    Bezeichnet  man  die  entsprechenden Keihei 

1  —  2c-?  cos-^7  +  2€r^9  cos—^r, 

jx  iL 

2VerQ  sin—,  —  2  7e-ö?'s^n-^-^  + 


•  •  •  • 


•  •  • 


mit  ®{K\  w)  und  /^/(Ä"',  w;),  so  gelangt  man  zu  folgender  ümgestaltuD| 
der  Formeln  119) 


130) 


7r»c8 


®(iw)  =  \/^e*^^'  //(Ä-',  w  +  Ä"'), 


Die  mit  Ä  und  jfc'  =  V 1  —  Ä^  bezeichneten  positiven  echten 
Brüche,  welche  in  Nro.  125)  vorkommen,  werden  nun  durch  folgende 
Gleichungen  bestimmt 

und  die  Relationen  in  Nro.  124)  lauten  jetzt,  wenn  x  =— ^gesetzt 
wird, 
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Eidlich  geht  die  Differentialformel  Nro.  126)  für 


folgende  über 
■H(wy 


®(«>)J  _    H(io  +  E).®(w  +  K) 
dw       ~  *  [©(w)]» 

E  eine  noch  zu  bestimmende  Constante  bezeichnet, 
ach  Aufstellung  der   Fundamentalformeln  für  0  nnd  H  be- 
n  wir  tinter  der  Voraussetzung  beliebiger  complexer  w  die 
[en  drei  neuen  Functionen 

^,  ,  1       H(w) 

\/k'     E(w  +  IQ 

^.s_l/P       ®(«'    +-g) 

Mu,)  =  yic  •— @^^ — 

:hstliegende  Eigenschaften  derselben  ergeben  sich  n.  A.  durch 
ung  von  Nro.  127) 


aus  Nro.  128)  und  Nro.  127) 

[gemeiner  aus  Nro.  129) 

f(w  +  2m  K  +  t .  2nJrO  =  (—  1)V(«^). 
fi(iv  +  2mE  +  i.2nK')  =  (—  l)'»-ViW» 
Miv  +  2mK  +  i.2nK')  =  (—  l)"/»  W- 

Formeln  zeigen  unmittelbar  die  doppelte  Periodicität  der 
onen /(«?), /i  (w?)  und/2(fr).  Bei  geraden  m  wird  nämlich  die 
Seite  der  ersten  Gleichung  =  f{w) ,  mithin  besitzt  f{w)  die 
Periode  4X  und  die  rein   imaginäre  Periode  %.2K'.     In  der 


owolil  wenn  ■ 

')  hat  dtmuq 
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zweiten  Gleichung  wird  die  rechte  Seite  ^  f\  (w)  sowolü  w 
gerade  und  n  =^  0,  ab  auch  wenn  tß  =  »  ist;  /i  (io)  !i 
Äi'e  reelle  Period«  4  ff  und  die  complese  Periode  2£  +  f.l^ 
Endlich  erkennt  ninti  rub  der  letzten  Gleichung,  daBB/j(w)äierdl 
Periode  2  K  und  die  rein  imaginäre  Periode  » .  4  ff '  besitzt.  j 
Bezeichnen  wir  mit  /(ff',  w),  /,  (ff',  w),  /j  (K',  (p)  ditjemp 
Functionen,  welclie  auB /(w),/)  (((.'), /j((p)  durch  Vertausclumg  ( 
ff  gegen  ff'  hervorgehen,  so  erhalten  wir  mittelst  der  FormelüU 

.39)  '  V.CJT'.w^)'  ^ 

hierin  liegt  die  Rednction   der  Functionen  imaginnrer  Argnm> 
auf  Functionen  reeller  Argumente. 

Die  Gleichungen  132)  geben  nach  Division  mit  [©(w)]' 
,40,  1  [/-(«O]'  +  [/.(«)]■  =  1, 

I  i'[««')J'  +  [/.(")]'  =  1. 

I  woraus  man,  beiläufig  bemerkt,  noch  die  Folgerung 

141)  [/.(««)]=-*»[/.("■)]'  =  *'» 

M  ziehen  kann. 

Von  hesondrrpr  WicSiligkeit  ist  die  Formel  133),  weil  ai 
einer  Differentialgleichung  awiachen  w  und  /(w)  führt  Man 
zunächst 


und  wenn  man  /j  (w)  und  /j  (w)  mittelst  dei-  Gleichungen  140)  d 
fip)  ausdrückt,  so  gelangt  nian  zu  der  Differentialgleichung 

^  = . Vi  -  um'.vr-  *■[/(»)]• 

oder,  wenn  zur  Abkürzung 

142)  /(w)  =  B 

gesetzt  wird, 


Die  Integration  dieser  Differentialgleichung  giebt 


J  V(i  -  ,y  (1  - 


-  Ä»e«) 
e  gleichzeitig  mit  w  Terechwindet,  e 


)  +  Con^ 
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J    V(l  —  r^)  (1   —  1i^2^) 

m 

Zur  BestunmiiDg  der  Constanten  e  nehmen  wir  speciell  tr  =  JC 
oraiiB  folgt  s  ^=f(K)  und  nnter  Rücksicht  anf  Xro.  131) 

Vk    »W       • 

ist  daher 

A\  1     r  de 

^J  V(l  —  £»)  (1  —  ib^ir-) 

id  nun  die  beiden  Constanten  K  nnd  K'  willkührlich  gewählt ,  so 

int  man   ^  =  — — :-,  mithin  lassen  sich  für  jedes  w  die  Functio- 

1  ^(to)  und  H{w)  durch  Summirung  der  gleichgeltenden  Reihen 
rechnen;  die  Formeln  131)  und  144)  liefern  dann  ^und£,  so  dass 
3  vorkommenden  Grössen  eine  genaue  Bestimmung  erhalten. 

Statt  von  den   Constanten  K  und  K'  auszugehen,  kann  man 

sh  zwei  andere  der  vorhandenen  Constanten  beliebig  wählen.    Das 

rtheilhafteste  in  dieser  Beziehung  ist,  den  positiven  echten  Bruch 

ils  willkührliche  Grösse  zu  betrachten  und  dem  JT  folgenden  Werth 

greben 

4a)  K=    1^, 

7  V(l  —  s^)  (1  —  A;2^i) 

wird  dann  6=1  und  nach  Nro.  143) 

J  V(l  —  ^2)  (1  —  Ä;2^») 

e  Function  ß  =/(«;)  ist  dann  diejenige  Function,  welche  durch 
akehrung  der  vorliegenden  Gleichung  entsteht. 

Um  noch  K'  zu  bestimmen,  nehmen  wir  die  erste  der  Formeln 
7)  für  w  =  JT  in  Anspruch;  sie  giebt 

\  hiemach  die  Werthe  w  =  Ä"  4-  i  X'  und  ^  ==  -r  einander  entspre- 
sn,   80  ist  nach  145) 
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1 

i 


K 


(1    —   ^2^2) 


und  durch  Subtraction  der  Gleichung  144) 

1 

dz 


J  V(l  -  z^)  (1  - 


Ä^i?«) 


oder  auch 


1 

k 


I z'  dz 

~  ""7  v(^^  •- 1)  (1  - 


K'  = 


k^z^) 


Die  Anwendung  der  Substitution 

1 


z 


giebt  hier 
146) 


Vi  -  k'n^' 


wo 


V  =  yi  —  h^ 


dt 


J  V(i  -  V)  (1  - 


Ä'ae«)' 


wonach  K^  ebenso  aus  k*  entsteht  wie  K  aus  k. 

Am  Schlüsse  dieser  Analyse  wird  es  wohl  kaum  derBemerl 
bedürfen,  dass  die  Functionen  f{yo\  /i  (w),  f^  {w)  mit  den  früher  uni 
suchten  elliptischen  Functionen  sin  am  w^  cosamw^  ^  amw  idenüsdii 
sind.  Man  kann  also  auch  von  den  Thetafunctionen  aus  den  Eingangia 
die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  gewinnen.  Bei  der  best^ 
chenden  Einfachheit  dieses  Gedankenganges  dürfen  wir  aber  nidd 
verschweigen,  dass  derselbe  immer  noch  eine  empfindliche  Lücb 
übrig  lässt.  Da  nämlich  in  Nro.  145)  die  Yariabele  z  im  AUgemfli* 
nen  complex  ist,  so  muss  zur  Vermeidung  einer  möglichen  Yielden- 
tigkeit  des  Integrales  entweder  ein  ganz  bestimmter  Integrationswi 
als  noth wendig  nachgewiesen  oder  der  Einfluss  gezeigt  werden,  del 
verschiedene  Integrationswege  auf  den  Integralwerth  ausüben.  Die 
Theorie  der  Thetafunctionen  erfüllt  keine  dieser  beiden  Forderunges 
und  bedarf  daher  immer  der  Ergänzung  durch  die  in  Abschnitt  Üi 
S.  380  ausgeführten  Untersuchungen  *). 


*)  Den  Gedankengang  der  Abschnitte  IX.  und  X.  pflegte  Jacobi  ii 
seinen  Vorlesungen  zu  befolgen;  eine  ausführliche  Theorie  der  Thetafunctio* 
nen  findet  man  in  dem  Werke  „Die  Lehre  von  den  elliptischen  Integraki 
und  den  Thetafunctionen.    Von  Prof.  Dr.  Seh  eil b ach.    Berlin  1864.'^ 
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XL    Die  elliptischeii  Functionen  zweiter  und 

dritter  Art. 

h  Sowie  die  drei  hauptsächlichsten  elliptischen  Functionen  erster 

Art  dadurch  aus  simpf  cos 9?,  ^((f)  entstehen,  dass  an  die  Stelle 
Ton  g)  die  Umkehrung  des  Integrales 

d(p 


J  ^(9) 


Ld.  b.  9>  =  üvnu  gesetzt  wird,  ehenso  hat  man  aus  den  elliptischen 
r  Integralen  zweiter  und  dritter  Art  nämlich  aus  ^(9?)  und  27(9)  mit- 
Ltelst  derselben  Substitution  die  neuen  Amplitudenfunctionen  J?  (am  ti), 
k  17  (am  t()  gebildet  und  elliptische  Functionen  zweiter  bezüglich  dritter 
ftvAvi  genannt.  Demnach  ist  für  alle  elliptischen  Functionen  u  die 
mabhängige  Yariabele. 

f*  a.    Wird  nun  in  der  Gleichung 

E{q>)  =j\d{(p)dtp 

Substitution  (p  ^=^  amu  vorgenommen,  woraus  äq)  '=  ^amudu 
y  80  entsteht 

147)  E{amu)  =  I  (Jamuydu  =  /  (1  —  k'^sin'^amn)  du; 

3h  reducirt  sich  die  Untersuchung  von  E  (am  ü)  im  Wesent- 
auf  die  Untersuchung    von  /  sin^amudu. 

Um  zunächst  die  Reihenentwickelung  von  E(amu)  zu  erledigen 
ratzen  wir  die  auf  S.  422  abgeleitete  Formel 

1  —  k^sin'^amu 
[       E  .  2n^{   lg         nu  ,    2q^        2nu  ,     Sg^        Sxu   , 

rch  Multiplication  mit  du  und  Integration  zwischen  den  Grenzen 
0  und  u  =^  u  folgt  hieraus 


Phn 
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2nu  , 
8tn—z:r  + 


•••>• 


,.o\     w       \     -^     .  2«  f    g      .  «M  ,     2'      .  2jri 

148)  i;(am«)=-«  +  — 1^,««— +  y3^,m-^ 

Den  periodischen  Theil  dieser  Reihe  werden  wir  später  als  eine 
Function  von  u  ansehen  und  mit  Z(u)  bezeichnen;  es  ist  hiemadi 

149)  Z(«)=HfE|     2 


7CU   . 


und 
150) 


K  [l—q^      K   '  1— g* 


E 


27CU   . 


K 


q^      .  Bnu , 


E(amu)  =  -—w  -j-  Z(u). 

iL 


b.    Nach  der  von  C.  G.  Jacobi  eingeführten  Bezeichnung  ▼e^j 
steht  man  unter  dem  elliptischen  Integrale  dritter  Art  das  fol( 

ll{(p,a,k)  —J       ^  _  jcHin'^asin^g>       *  2^^' 

wobei  der  Bogen  a  auch  eine  complexe  Zahl  sein  darf.     Setzt 
hierin  wie  bisher  q)  =  amu  und  denkt  sich  auch  a  als  Amf^it 
etwa  a  =  ama,  so  entsteht  die  Definitionsgleichung 


TL  (amu 


,  awa,Ä)=  / 


lepsin  am  a  cos  am  a  ^ama  sin^amu 
1  —  h^sin^amasin^amu 


du. 


Zur  Abkürzung  möge  die  linke  Seite  künftig  mit  dem  einfachei 
Symbole  n{u^a)  bezeichnet  werden. 

Aus  der  gegebenen  Definition  folgt  zunächst 

.  .  dn(u,  a) Ä;2  sin  am  a  cosama  dd  ama  sin^am  u 

du       ~"  1  —  k^sin^amasin^amu 

und  durch  nochmalige  DiflPerentiation 

d^n(u,  a) 


du^ 
,  _  „     2  sin  amu  cosam  a/^  ama 
^         1  —  Ä;2  sin'^  am  u  sin^  am  a 


2  sin  ama  cos  amu  ^amu 


1  —  k^  sin^  am  u  sin^  am  a 

Mittelst  der  auf  S.  401  angegebenen  Formeln  für  smö  -}-  sint  und 
sinö  —  sim  findet  man  sehr  leicht,  dass  die  vorliegende  Gleichung 
mit  der  folgenden  identisch  ist 

d'^n(u,d)  __ 
du'i 
l  h^  [sin  am  («*  +  a)  +  sin  am  (u  —  «)]  [sin  am  (u+a)  —  sin  am  (u  —  a)\\ 
welche  zurückkommt  auf 

152)  \^'      =  lk^[sin^am(u  +  «)  —  sin^  am(u  —  a)]. 

au 


d&jtäräsL  FmetämeiL. 


«i: 


I  je:     I  — r» 


*ZlP.' fr    -    = 2   .tt*  — 

-     2  —  iA  JE 


!•■  —  C 


isTji  —  nl 


-*   1  — r 


flOf^ 


^ 


5'         JT  JT 


-   2—c*"^  ^  '"   -£: 

dk-  PnnciiafL  /^iV   «elustTerrtttiidlbä.  faig>eiiCH  ^Beäezmnir 


\ 


■K;  iii«f  die  emaEeiiier  Gücäer  nitteiiR  der  Fi 


*♦* 
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^  _    a«  =  3"  +  2'"  +  3*"  +  2^"  +  •  •  • » 

iio  erhält  man  durch  andere  Anordnung  der  entstehenden  Do^ 
reihe 

/(«;)  =  lg  cos— +  k' cos -^  +  J3^<?ös-^  + 


•  •  • 


+  }g8C0S—  +|a«CÖS-^r-+  Ja'CöS-^-+••. 
+  ^2»  cos -=r  +  Ifil^COS— =- +  1 3"  cos  — =- +  • 


+ 

d.  i.  nach  einer  bekannten  Formel 

Zufolge  der  in  Abschnitt  YIII.  gegebenen  Entwickelungen  ist  weij 
wenn  zur  Abkürzung 


P  = 


(1  -  a^)(i  -a*)(i  -2«)... 

gesetzt  wird, 

/(«;)=:-|Z  P(  1  —  2 g cos— +  2 g^cös-^^ 2q^cos— — |-- 

d.  h.  sehr  einfach 

Hiernach  geht  die  Gleichung  154)  in  die  folgende  über 

155)  Jl(«,a)  =  «Z(a)  +  i?{||^). 

aus  welcher  erhellt,  dass  die  Function  77  auf  die  beiden  Functioi 
&  und  Z  zurückgeführt  werden  kann. 

d.  Die  Gültigkeit  der  vorliegenden  Formel  ist,  ihrer  Herleib 
nach,  vorläufig  auf  reelle  u  und  a  beschränkt ;  es  bedarf  daher  b 
einer  besonderen  Untersuchung,  ob  man  jene  Relation  auch  für  0 
plexe  u  und  a  in  Anspruch  nehmen  darf.  Wir  erinnern  zu  dil 
Zwecke  an  die  auf  S.  456  und  457  bewiesenen  Formeln 

Mx)^i(y)=M2Q,x  +  y)d'2(2Q,X''y)  —  ^2{2Q,x  +  y)^^(2Q,X'' 
in  denen  zur  Abkürzung  sein  möge 
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»,(3e,  j;  +  y)  =  %,     »»(^^  «  —  y)  =  f^ 
»,(2p,  X  +  f)  =  «,     »^,(29,  «  —  y)  =  ^; 
I  ist  daim  nosiittelbar 

jKxt  man  dagegen  in  der  ersten  der  Torigen  Grleidinng^n  jf  r^r  0 
lid  lasst  das  eine  Mal  A;  -f-  jr,  das  andere  Mal  x  —  jf  an  die  Sl«llft 
im  X  treten,  so  hat  man  folgende  zwei  Relationen 

»(0)»(x  -!-y)  =  s»-  S», 

»(0)  »(X  -  y)  =  q  —  t». 

iirfblge  der  identischen  Gleicbnng 

(«i«i  —  SttiV  -  (^«»  -  «.<!•)»  =  (s,*  -  «,*)(*,*  -  «,*) 
ibt  sich  nnn  sofort 

X»(')»(!f)V  -  [*.W^.(y)?  =  [»(0)]»*(x  +  y)»(«-y) 

XU  XV 

r,wennx=^—  und  jf  =^-j^  gesetzt  wird, 

[e(ii)e(r)]«  —  [H(u)H(v)y  =  [e(0)]*©(ii+  r)e(ii— rV 

Kfidirt  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  durch  [S(h)  S(v)y  und 
Ittehtet  die  Gleichung 

erhält  man 

lieiden  Seiten  dieser  Gleichung  nehmen  wir  die  natürlichen  Lo«> 
imen  und  differenziren  in  Beziehung  auf  v\   der  Difierential* 
it  ist 

k^  sin^  am  usinamv  cos  am  v  damv 
1  —  h^sin'^amusin'^amv 

lieh  setzen  wir  t;  =  a,  multipliciren  mit  du  und  iutegriren  zwi- 
rn den  Grenzen  fi  =  0  und  u  =  u;  linker  Hand  kommt  dann 
(if,a)  zum  Vorschein,  und  es  wird  überhaupt 

(6)  iT(,,,a)  =  u^  +  Ji{^^j^-p^j. 

Formel  lehrt  zweierlei.     Aus  der  Yergleichung  mit  Nro.  155) 
nämlich  einerseits,  dass  für  jedes  reelle  a 
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sein  muss.  Um  zu  verallgemeinern,  definiren  wir  für  jedes  oo 
plexe  w  die  Function  Z(w)  durch  die  Gleichung 

157)  Z(«>)  =  ^. 

wonach  Z(tp)  eine  vollkommen  eindeutige  Function  ist.  Di?i 
man  die  Gleichung  156)  mit  a,  geht  nachher  zur  Grenze  für  ' 
schwindende  a  über  und  setzt  vorläufig 

Ltm  — tttA  =  A, 
80  erhält  man  leicht 


t 


&(u) 
k'^sin^amudu  =  lu —  ^w-r» 


mithin 


/0'(u) 
(1  —  h^8in^amu)du  =  (1  —  A)w  +  -^j-j-  • 

0 

In  dieser  für  jedes  complexe  u  gültigen  Gleichung  ist  die  linke  S 
==  E(amu)f  wofür  kurz  E(u)  geschrieben  werden  möge;  rec' 
Hand  bestimmt  sich  der  Factor  1  —  A  dadurch,  dass  man  tt  zu  e 
reellen  Grösse  specialisirt  und  die  Gleichungen  157)  und  150)  be 

E 

tet.     Man  findet  1  —  A  =  ~  und  nunmehr  aus  Nro.  158) 

K 

159)  E(u)  =  ^u  +  Z(u). 

Damit  ist  die  frühere  nur  für  reelle  u  gültige  Formel  150)  auf( 
plexe  Variabele  ausgedehnt. 

Zweitens  erhält  man  aus  Nro.  156) 

160)  77(«.a)  =  «Z(a)+|?(||^) 

und  dies  iSt  die  Verallgemeinerung  der  Formel  155). 

Die  drei  Gleichungen  157),  159)  und  160),  verbunden  mit 
Formeln  auf  S.  444,  führen  nun  zu  dem  wichtigen  Ergebnisse,  < 
alle  elliptischen  Functionen  durch  die  Jacobi'sche  Tri 
cendente  &  ausgedrückt  werden  können. 

Als  gelegentliche  Folgerungen  hiervon  mögen  zwei  schon 
her  bewiesene  Sätze  aufs  Neue  abgeleitet  werden.  Die  Formel 
giebt  wegen  &  ( — w)  =  0{w) 
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n{u,a)  —  n(a,u)  =  uZ{a)  —  aZ{u) 

der,  wenn  man  nach  Nro.  159)  die  Function  Z  durch  E  ausdrückt, 
n(u,a)  —  n(a,u)  =  uE{d)  —  aE{u)\ 

less  ist  der  auf  S.  344  erwähnte  Satz  über  die  Yertauschung  von 
mplitude  und  Parameter. 

Man  hat  ferner  nach  Nro.  159)  und  157) 


»  — •  u  —  a 


=  —  au  +  \^\ßr? \\ 


\®{U'-a) 
idererseits  aus  Nro.  159)  und  160) 

ithin,  weil  die  rechten  Seiten  der  beiden  letzten  Gleichungen  über- 
nstimmen , 

tt-l-a 


-2^(«)  —  ij  E(w)dw  —  7T(tt,a); 


tt —  a 

ese  Formel  ist  identisch  mit  Nro.  79)  auf  S.  343. 

•     e.    Aus  den  bekannten  Eigenschaften  von  &  (w)  lassen  sich  nun 

e  entsprechenden  Eigenschaften  von  Z(w)  und /!(«(;,  a)  ohne  Mühe 

»rleiten. 

Nimmt  man  z.  B.  die  Logarithmen  von  beiden  Seiten  der  Glei- 
long 


ler  der  mit  ihr  identischen 

id  differenzirt  nachher  unter  Rücksicht  auf  Nro.  157),  so  erhält 
an  augenblicklich 

M)     iZ(iv)  =  Z(Vik^  +  .  _„^  —  tngam(u,h')Jam{%J(f)f 

ZJtLK 

>init  das  Z  eines  imaginären  Argumentes  auf  das  Z  eines  reellen 
rgumentes  zurückgeführt  ist. 
Von  der  Formel  

VK       ^*^* 
^,  e*^^'0(t;,Ä;O^am(r,ÄO 
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ausgehend,  findet  man  nach  demselben  Verfahren 

162)     ^Z{K+^v)  =  Z{v,h')^r^^, ^am{u,lz^) ' 

Ebenso  leitet  man  aus  der  Formel 


i  Vk     •^" 


®{u  +  iK')  =  -4p=^  e    ^^  &{u)sinafnu 

Vq 
die  folgende  ab 

163)  Z(u  +  iK^  =  Z(u)  —  -^  +  cotamudamu^ 
welcher  noch  die. der  Relation 

1  ^^M 

@(u  +  2iK')  = e      J"@(ti) 

entsprechende  Formel 

164)  Z(u  +  2iK')  =  Z(u)  —  t-^ 

beigefügt  werden  mag.    "^ 

Lässt  man  in  Nro.  160)  an  die  Stelle  von  a  der  Reihe  nad 
tb,  Ä"  +  ib,  a-^-iK'  treten  und  benutzt  die  Formeln  161),  162 
und  163),  so  gelangt  man  zu  folgenden  Resultaten 

165)  in{ujb)==ulz(h,1c')  +  ^^,  —  tngam(h,k')  ^am(5,Jfc')j 

'^  2^\@{u  +  ib)l' 

166)  ^/7(^*,J^+^6)=^.jZ(^Ä)  +  ^^ ^am(6,A.-) *1 

t  f0(i.~ir-t7))| 

167)  77(w,a-|- tXO  =  tt|Z(a)  —  %  ■—,  +  cotama^ ama\ 

»  l®(w  +  a  +  tÄ:or 

Analoge  Formeln  lassen  sich  auch  für  die  Fälle  aufstellen ,  wo  i 
Nro.  160)  iv  oder  K  ■\'  iv  oder  u  +  «Z"'  an  die  Stelle  von  u  trit 
da  es  aber  jederzeit  möglich  ist,  Amplitude  und  Parameter  g^i 
einander  zu  vertauschen,  so  bedarf  es  für  jene  Fälle  keiner  beso 
deren  Formeln. 

f.  Schliesslich  wollen  wir  noch  zeigen,  wie  das  Legendre'scl 
Integral  dritter  Art 


0 
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h 


+»«i»«9)^#(9) 
r  äff  ^  p        sm'tpdtp 


•  • 


■h 


+  »«Vy)^(SP) 


jedes  k  auf  die  Function  77  snrückgefuhrt  also  auch  nnmerisoh 
echnet  werden  kann.     In  allen  Fällen  sei  hierbei 


J  z/(9)  - 


u  mithin  q>  =  amu^ 


ler 


*  =  —  h^sin^amcy 


folgt 


JD  siname  = 


_v 


und   e 


/ds 
V(i  -  ««)  (1  - 


*»««)' 


t) 


Gleichung  168)  wird  dann  im  Allgemeinen 

dq> ,    tngamc 


A 


(1  +  A  sin»  <p)  d  (?)) 


=  «  + 


damc 


/7(t«,  c). 


i  dieselbe  in  gebrauchfertiger  Gestalt  zu  haben,  müssen  wir  bei 
llen  h  vier  Fälle  unterscheiden,  nämlich 

-  Ä»  <  Ä  <  0,         j 

—  1    <C  Ä  <  —  ^'» }  negative  Ä, 
-00  <Ä<  -  1,  J 

0  <  Ä  <  +  00»     positive  Ä. 
ersten  Falle  ist  die  obere  Grenze  des  unter  Nro.  170)  verseioh- 
m  Integrales  reell  and<^l  mithin  c  eine  reelle  Zahl,  welche  wir 
ennen  wollen;  es  gelten  dann  unmittelbsur  die  Formeln 


) 


J     V(l-««)(l-fcM 

0 

rr  f   \  I    tngama  jj.      . 


Im  zweiten  Falle  liegt  die  obere  Integrationsgrenze 


V^TÄ 


ZWl« 
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sehen  1  und  rr ,  und  dann  lässt  sich  das  für  c  angegebene  Integni 

''' 

ebenso  behandeln  wie  das  Integral  Nro.  33)  auf  S.  389.     Füre«*] 
hält  man  einen  Ausdruck  von  der  Form  K — «5=2Ä' — (Ä  +  tl 
führt  man  denselben  in  Nro.  171)  ein  und  beachtet,  dass,  der 
sprünglichen  Bedeutung  von U  gemäss,  n{u^2K —  y)  =  —  -^(m 
ist,  so  gelangt  man  zu  den'  Formeln: 


173) 


W'+T 


—  1<Ä<  —  Ä;«,    h  — 


dj^ 

y(l— a;«)(l— Ä'^x«)' 


77o  (9)  =  w  + 


^am(h,Jc') 


1^^  sin  am  (6,  äO  cos  am  (h,  k') 


;rt77(u,jr+( 


Im  dritten  Fälle  ist  die  obere  Grenze 


zwischen  ~ 
k 


+  00  enthalten,  und  dann  lässt  sich  das  für  c  angegebene  Ini 

ebenso  transformiren  wie  das  Integral  Nro.  35)  auf  S.  390,  wodi 

man  für  c  einen  Werth  von  der  Form  2K  —  a  —  iK'  erhält   Ni 

diesen  Bemerkungen  ergiebt  sich 

1 


174) 


—  oo<Ä<:;—  1,  a  = 


dx 


V(l  — a;2)(l— A;2a?2)' 


V  ^'  '  '  yl  nwtn. 


d  ama 

Im  letzten  Falle  ist  — =^ —  rein  imaginär,  und  dann  hat 

das  Integral   in  Nro.  170)  ebenso  zu  behandeln  wie  es  früher 
S.  388  mit  dem  Integrale  Nro.  31)  geschah.     Füre  erhält  man  eine 
Ausdruck  von  der  Form  ih  und  überhaupt 

d  üj 
0<Ä<+oo,      b  = 


175) 


V(l— a;2)(l  —  A;'2x*) 


TT  f    \  I     ^*''*  ^'^  (^»  ^')  ^^^  ^^  (^»  *')   .  rr  /     •  1.x 


SkFi 


ITq»  nDLiri 


415 


4     —    4 


17«) 


«  -=-  il}  = 


l  — 


.(«J-.l)= 


ii^-^« 


^Mi(«iXiT'=li4.M4. 


IM» 


drei  fäcKtesuciai  «i  »«» Kelauuit«»  GrO«* 


L77) 


I 
i 


V  —  m  —  im  =  r(<Ä5^  4»  ti^«  «►X 

\k^  -i-  m  ^  im  =  r,(««^i  ^  t^*JS^,X 

U  -i-  «  +  t»  =  r,(«»^,  -1^  K^M^J^ 

wir  iai  FcJgvnden  r,  r|,  r^  ^«  ^i«  ^^  «h  belaumto  i«dlo 
hen,  und  kaben  die  dra  (H«ickaiig«ii 

noch  folgende  entsprechen 

stiiaiii(a  —  th)  =  -^^ ^, 

cosam(a  — 16)  =  -i-i^ i— -^^ 

Sendet  man  nun  die  bekannten  Formeln  für  5ifiam(ii  4- 1>)  und 
imaiii(i*  —  t?)  (S.  399,  Nro.  41)  auf  den  Fall  u=a  +  i5.v=a  — ik 
'an,  so  erhält  man  mittelst  der  angegebenen  Werthe  von  5m  am(a  -}-  t  b) 

V.  8.  W. 
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sinam (2  a)  =  ^^  cos(»  -^»i—  »2). 

sin  am  (2  ih)  =  i  .^^  \  sin(d'  —  d'i  —  O-j); 

auf  gleiche  Weise  findet  man  aus  den  Formeln  für  cosam{u  ■{-  v) 
und  cosam(u  —  v)  (S.  400,  Nro.  42) 

(2«)  =  ^^fe^. 


COS  am  \ 


Ä»  —  r* 


^2  —  |.4 


Hiernach  ist 


tng  am  (i,  2h)  =  i 


2rr^r2 

2rrir^ 


tngam(2a)  =  ^2"'   '^Inq  ^ös(^  —  d^i  —  O*,), 


r!  +  (rr,y 


sin(d'  —  d'i  —  ^2), 


Zur  Vereinfachung  dieser  Formeln  benutzen  wir  einen  Hülfswinkel/, 
welcher  durch  die  Gleichung 


178) 


tngyr=z 


bestimmt  sein  möge;  es  ist  dann 

=  tng2y, 


2rrir2 


r^  -  (rr2y 


=  8in2y. 


r}  +  (rr,)^ 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  vorhergehenden  Gleichnngei 
und  beachtet  dieRelation  fn^ am (i. 25)  =  isina7n(21),Jc'),  sogel«^ 
man  zu  den  beiden  Formeln 

179)  tngam(2a)=tng2'y  .cos(d^  —  -O*!  —  d'^), 

180)  sinam(2h,h')  =  sin2y .  sin(d'  —  -O*!  —  -Ö-g), 
wodurch  die  Bestimmung  von  a,  h  und  c  :=::  a  +  ih  erreicht  ist  *). 


*)  Dass  sich  die  elliptischen  Integrale  zweiter  und  dritter  Art  gleidi* 
falls  auf  die  Function  S  zurückführen  lassen,  hat  Jacobi  zuerst  gezeigt  ii 
den  Fundam.  n.  theor.  funct.  ellipt.  (§.  47  bis  60);  als  Ausgangspunkt  dient 
hierbei  (wie  auf  S.  465)  die  Entwickelung  von  sin^amu,  zu  welcher  Jacobi 
auf  etwas  beschwerlichem  Wege  nämlich  durch  Quadrirung  der  Entwicke* 
lung  von  sin  am  u  gelangt.  Die  zuletzt  gegebene  Bestimmung  der  6ross«l| 
a  und  &,  in  welcher  gleichzeitig  der  Beweis  liegt,  dass  sich  jede  complexi| 
Zahl  unter  der  Form  8mam{a-\-tb)  darstellen  }ässt,  wurde  von  Richelot 
geliefert  in  Cr  eile's  Journal  Bd.  45,  S.  225. 
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Um  alle  oberen  Integrationsgrenzen  in  1  überzofäliren,  maclieB  iv 
Gebrauch  von  der  sehr  einfachen  Bemerkung,  dass  das  Integral 

h 


j 


f(t)dt 


mittelst  der  Substitution  t  =  hu  auf  die  Form 

1 

hffihu)  du 

0 

gebracht  werden  kann ;  demgemäss  setzen  wir  successive 

0  =  (l  —  X'-y)w,        y  =  (1  — aj)t?. 

Nach  der  ersten  Substitution  ergiebt  sich 

1     1—*     1 

-1  y«-i(l—a?—y)p+*-%P-i(l— «?)«-! 


j/  j/       ;/  [?  +  ««  + 


0       0  0 

nach  der  zweiten 


/33^  +  y(l— Ä— y)«^]'"+*+''+« 


dxi^ 


W  = 


ffi 


aj"»-!  (1  — a;)»+i»+?-i  tf-^  (1— t;)^ + «- 1  f«;P-i  (1— w)«-^ 


i$bi 


[p  +  aa?+(l—a;){/Jf;  +  y(l—f;)w?}  ]«•  +  «  +  "  +  « 

und  da  jetzt  alle  Integrationsgrenzen  absolute  Constanten  sind,  0J 
darf  die  Reihenfolge  der  Integrationen  beliebig  abgeändert  wotej 
Die  auf  x  bezügliche  Integration  lässt  sich  nun  mittelst  derirf 
S.  277  bewiesenen  Formel  Nro.  62)  ausführen,    welche  donlll 
etwas  bequemere 

u^-^ji—ty-'^dt    _^r(ii)r(v) i 


2) 


J  IQ 


ersetzt  werden  möge;    für  f  =  a?,  ft  =  w,  1/ 
nämlich 


^r(m)r(n+p  +  q) 
r(m  +  n+p  +  q) 

1         1 


1       r  fv^-h 


dvii 


hier  kann  man  wieder  mittelst  der  Formel  2)  nach  v  integriren  vd 
erhält 


Die  vielfachen  Integrale.  4SI 

W  = 

(m)r(i,)r(p  +  3)  1  /»»-i(l-w)«-> 


l'«+n+i>  +  a)    (Q  +  «)"  (Q  +  ß)Y      (Q  +  ytay  +  t 

idlich  giebt  die  nochmalige  Anwendung  der  Formel  2) 

j^_r(m)r(n)r(p)r(q) 


dfT, 


'ie  dieses  Verfahren  auch  bei  einer  grösseren  Zahl  von  Variabelen 
L wendbar  ist,  dürfte  unmittelbar  einleuchten.  Bezeichnet  man  die 
tzte  der  Grossen  wi,  n,  p,  etc.  mit  Ä,  so  gilt  überhaupt  der  Satz: 
iter  der  Voraussetzung,  dass  a;,  ^,  ^,  .  .  .  alle  positiven  mit  der 
^dingung 

0  ^x  +  y  +  e  +  '  '  '  ^l 

airäglichen  Werthe  erhalten,  ist 


//■ 


_  r(ic)r{m)r{n)...       i 


dxdy... 


Qs  den  Bemerkungen,  welche  früher  über  die  in  Formel  62)  auf 
277  vorkommenden  Constanten  gemacht  wurden,  ersieht  man 
[cht,  dass  Ä;,  m,  n,  etc.  reelle,  positive  die  Null  übersteigende  Zahlen, 
\A  dass  9>  9  +  «,  9  +  /3,  etc.  entweder  positive  oder  solche  com- 
exe  Zahlen  sein  müssen,  deren  reelle  Bestandtheile  positiv  und  von 
ill  verschieden  sind. 

Bas  Vorkommen  einer  Reihe  willkührlicher  Constanten  9,  a,  ß^ 
^  bietet  den  Vortheil,  aus  der  Gleichung  3)  beliebig  viele  ähnliche 
»rmeln  ableiten  zu  können;  man  erhält  letztere,  wenn  man  die 
eichung  3)  in  Begehung  auf  die  eine  oder  andere  jener  Constan- 
1  mehrmals  dififerenzirt  oder  integrirt.  Die  Differentiation  nach 
E.  B.  führt  unter  Beachtung  der  Formeln 

folgendem  Resultate 


// 


(1 — X  —  y )*-ia;«»-i2/«-i... 


r(ic)r{m)r{n).,.  n m        n        \ 
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und  überhaupt  kann  man  durch  eine  ^-malige  Differentiation  nach  9 
den  Werth  des  Integrales 


//■ 


(1-— aj  — y )*-*Ä*»""*y"-i ...    ,    - 

^  dxdy,,. 


(9 +aa;  +  /Jy +  ••)*  +  *-»■  "*  +  "  +  •• 
vollständig  entwickeln. 

Läset  man  in  Nro.  3)  9  -|-  f  an  die  Stelle  von  Q  treten,  mol- 
tiplicirt  beiderseits  mit  t^^^dt  und  integrirt  von  ^  =0  bis  <  =  ®, 
80  kommt  linker  Hand  zu  den  bisherigen  Integrationen  noch  folgende 
hinzu 

t'^-'^dt 


/ 


(f+Q  +  ««?  +  ••)*  +  *""*■*• 


_r(h)r{k''h+m+'') 1 

■"      r{k+m+n  +  ^')    '(p  +  aa? +  ..)*-*+•+••• 

deren  Werth  hier  nach  Formel  63)  auf  S.  277  entwickelt  ist  Arf 
der  rechten  Seite  von  Nro.  3)  erhält  man,  abgesehen  von  den  «a- 
stauten  Factoren,  das  Integral 

J  (f+Qy(t+Q  +  «)-(^  +  Q  +  ßr...  ~  J  t**(u+a)"(u+il>'- 

0  Q 

worin  t  =  u  —  Q  gesetzt  wurde.  Nach  diesen  Bemerkungen  ef 
giebt  sich 

^^       J  J"  (9  +  ax  +  i3y  +  ..)*-'^  +  -  +  -  +  -    ^"^  ^^'^ 

r(k)r(m)r(n) . . .        r    (u—Qy-^du 

~ r(h) rik  —  h  +  m  +  n  +  ")  J  tt*(w+a)*»(i* +  /3)«...' 

wo  h  jede  positive  Zahl  <;  Ä  -f-  m  4"  ^  +  •  •  •  sein  darf. 

Die  bisherigen  Formeln  können  durch  Aenderung  von  «,y,f,ett 
etwas  verallgemeinert  werden.     Ersetzt  man  z.  B.  x,  y,  jer,  etc.  durA 

X      y       z 

—  t    -T",    -7,    etc.  und  gleichzeitig  a,  /3,  y,  etc.  durch  a«,  tjJ,  t% 

etc.,  so  beziehen  sich  nunmehr  die  Integrationen  auf  alle  der  Be* 
dingung 

0  <£  + 1-  +  £+...<  1 

—  a    *    h         c  — 

genügenden  positiven  a?,  y,  g,  etc.,  und  dann  wird  aus  Nro.  3) 
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_  r(t) r(iw) r(n) . . .  a^i»*.... 

d  ans  Kro.  5) 

r(h)r(m)r(n)...a^b*...      r         {u-^Qf-^dH 

9 
Ersetzt  man  in  Nro.  3)  und  Nro.  5)  x,  y,  etc    durch  ( — j  , 

r-J  ,  etc^  gleichzeitig  o,  /J,  etc.  durch  a^a,  6*/J,  etc.  und  i»,  n,  etc, 

rch  1^  |n,  etc,  so  beziehen  sich  die  nunmehrigen  Integrationen 
£  alle  die  Bedingung 

»^(f)'  +  (i)'  +  (7)*  +  -^' 

eilenden  positiven  x,  y,  0,  etc.,  und  dann  entstehen  die  folgenden 
•rmeln,  in  denen  i  die  Anzahl  der  Integrationen  bedeutet, 

x^^-^  y*-^ , . .  dx  dy , . . 


J  J  "  V      a«     6»       J        (q 


_r(k)r(lin)r(ln) a^^l^.,.. 

r  r  A_^_y^_  Y""^  x^-^y^'-K.^dxdy... 

ri[A^)r(^w)r(|n)..a>»5"..       r        (u—Qy-^du 

ispiel  weise  erhält  man  füri  =  3,  Ä;=l,m  =  n=|)=  1  aus 
o.  8) 

r  r  r dxdydz 

'  J  J  J  (Q  +  ax^  +  ßy'  +  y^«)y« 

sr   obc 

1  aus  Nro.  9)  wenn  j  —  Ä  =  fl  gesetzt  wird 

31* 
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r  r  r dxdyde 

J  J  J  {q  +  ax'^  +  ßy^^-Ye^Y 

l  —  a)J  uViüTa^dUuA- 


sr{q)r{ 


V(u  +  a»  a)(u  +  h^ß)(u  +  c«y) 


Hiemach  lässt  sich  die  Masse  von  dem  Octanten  eines  dmaclnga 
Ellipsoides  bestimmen,  innerhalb  dessen  die  Dichtigkeit  an  der  Steh 
xpe  durch  den  Ausdruck 

1 

gegeben  ist.  Für  1^  =  1  führt  nämlich  die  Formel  10)  anmittelli«| 
zur  gesuchten  Massenbestimmung;  für  0<|)<|  ist  die  Fomelll) 
ebenso  direct  anwendbar.  Im  Falle  l>^f  lässt  sich  p  in  eine  gun 
Zahl  n  und  in  einen  zwischen  0  und  |  enthaltenen  Rest  q  zerleg«; 
man  benutzt  dann  zunächst  die  Formel  11)  und  differenzirt  nackk 
(n  —  1)  mal  nach  Q,  wobei  es  unter  Umständen  gerathen  ist,  vor  dffj 
Differentiation  w  =  ^t;  zu  substituiren. 

In  den  Formeln  3),  4),  5)  kann  man  noch  etwas  allgemeiM{ 
die  Grössen 

Xf  Pt  •  •         06,         ßf  ,  •     w       91,  •  • 

durch       gy,    (f )"...»««,    6«^..    J.    p" 

ersetzen;  man  gelangt  damit  zu  Formeln,  worin  sich  die  Integntio- 
nen  auf  alle  der  Bedingung 

»^©■H-(l)"H-(f)'+-S. 

genügenden  positiven  a?,  y,  z^  etc.  beziehen*). 

B.  Um  zu  einer  wesentlichen  Verallgemeinerung  der  vorig«! 
Resultate  zu  gelangen,  setzea  wir  voraus,  dass  der  Werth  irgcrf 
eines  vielfachen  Integrales 


///• 


. .  *f{x^  y^  z^  . . . )  dx  dy  de  • .  • 
bekannt  sei,  worin  die  Yariabelen  alle  mit  der  Bedingung 


*)  Die  besonderen  für  fc  =  1,  ^  =  1,  «  =  /5  =  y  .  .  =  Oau8Nro.8)i 
G),  8)  etc.  entstehenden  Resultate  hat  Lejeune  Dirichlet  in  den  Abhiii* 
langen  der  Berliner  Akademie  v.  J.  1839  (erschienen  1841)  S.  61  nach  eiii> 
anderen  Verfahren  entwickelt,  welches  später  auseinandergesetzt  werd« 
soll.  Für  a  =  b  z=z  c  ,  ..=  1,  fc==  '/j,  m=:n...=l  folgt  aus  Nro.9) 
eine  spccielle  von  Jacobi  in  Crelle's  Journal  Bd.  XII,  S.  60  (Nro.  15)  •■' 
gegebene  Formel.     Die  obigen  allgemeineren  Formeln  dürften  neu  sein. 
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0Sj  +  |  +  |  +  --g. 

rirägliclien  positiven  Werthe  annehmen  sollen;  der  Integralwerth 
tilgt  dann  u.  A.  von  a,  h,  c,  etc.  ab,  und  es  sei  z.  B.  bei  drei  Ver- 
tderlichen 

0  JP(a,  h,  c)  =J  J  J f(x,  y,  s)  äx  dy  de. 

Lnsichtlich  der  Function  F  bemerken  wir  im  voraus ,  dass  sie  für 
=  0,  5=0,  c  =  0  verschwindet,  denn  nimmt  man  erst  d  =  c  =  a, 
ist 

a     a— «      a—x—f 

F(a,  a,  ä)  =J  J      J  f(^^  y,  ^)  dx  dy  ds , 

0       0  0 

id  daraus  ergiebt  sich  jene  Behauptung  sofort  für  a  =  0. 

Im  Folgenden  mögen  a,  /J,  y  positive  echte  Brüche  bedeuten, 
mer  sei  zur  Abkürzung 

<5  =  (1  -  a)  a:  +  (1  -.  /J)  y  +  (1  -  y)  ir, 

idlich  bezeichne  9(t*)  eine  beliebige  Function  von  u,  (p'  {u)  ihren 
Lfferentialquotienten.  Handelt  es  sich  nun  um  die  Reduction  des 
erfachen  Integrales 

^=1111^^"'  y*  "^  9''(i-b)(^'  ^'^  ^^  ^'  ^^' 

3rin  die  Yariabelen  alle  positiven  der  Bedingung 

0-  O^x  +  y  +  0  +  t£l 

tnügenden  Werthe  erhalten  sollen,  so  hat  man  die  doppelte  Wahl, 
itweder  mit  der  Integration  in  Beziehung  auf  t  oder  mit  den  In- 
grationen  nach  ar,  y,  e  anzufangen.     Für  den  ersten  Fall  ist 

^=//  'M^>  y^  '^  '^  'y  '"M^^  (^ 

000  0  vi^Niy^ 

id  bei  Ausführung  der  auf  t  bezüglichen  Integration 

1  1—«      1— «— y 


0       0  0 


)(x,y,z)dxdyd^[p  (ilJ_/y^y^)-y(o)}. 


B  noch  übrigen  Integrationsgrenzen  entsprechen  der  Bedingung 

O^x  +  y  +  e^l, 
n  hat  daher  durch  Integration  der  einzelnen  Theile  und  unter 
Wendung  von  Formel  12) 


15)  ^    ,    ^  =  w,    ^^    ,    ^va  =  au 
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-  r(i,  1. 1)9((9 

Will  man  dagegen  zuerst  nach  x,  y,  z  integriren ,  so  ist  es  nnjt 
massig,  erst  die  Substitution 

t      _  adt 

vorzunehmen  und  dann  zu  schreiben 

V=:  J  q)'(u)duj  j  j  f(x,y,(s)dxdyäe. 

Da  nach  den  gemachten  Voraussetzungen  d  und  t  positiv  sind,  n 
erhält  u  nur  positive  echt  gebrochene  Werthe  inclusive  tf  :=  0  ool 
2C  =  1,  wie  die  Fälle  t  =  0  und  <l  =  0  zu  erkennen  geben;  & 
Grenzen  für  u  sind  demnach  u  =  0  und  u  -=  1,  Um  femer  di 
Grenzen  für  a?,  y^  s  zu  bestimmen,  setzen  wir  den  aus  Nro.  15) ge* 
nommenen  Werth 

6u    (1  —  «)  ua?  +  (1  —  ß)  ^y  +  (1  —  y)^8 

~  1  —  w  ~  l  —u  |ß 

in  die  Integrationsbedingung  13)  ein  und  erhalten 

0  <,  (1  — «^)a?  +  (l  — <?u)y  +  (l  -^yu)»  ^  ^ 
"-  1  —  u  —   * 

Nach  diesen  Bemerkungen  ist 

y  =  j  (p'(u)du I  I    I  f(x,yj£i)dxdyd0. 


^=   1^1^    ^    1— ^    ^    1— tt    =  ^' 
1  —  au        1 — j5w         1 — yu 
und  hier  ergiebt  sich  unmittelbar  zufolge  der  Bedeutung  von  F((iM 
in  Nro.  12) 

J  \l  —  aul~-ßul—  yu) 

Durch  theil weise    Integration  unter  Rücksicht    auf  die  Gleichoig 

F(0,  0,  0)  =  0  üadet  man  weiter 

1 


ä 


.'.tS 


'■Ü 


r=-r(M..).(«)-/^(i!^,^,  i^).,( 


'*)i% 
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>raas  durch  Yergleichung  mit  Nro.  14)  die  Beduction  eines  neuen 
eifachen  Integrales  folgt.  Man  ühersieht  auf  der  Stelle,  wie  sich 
ese  Betrachtungen  gleichförmig  auf  beliebig  yiele  Yariabele  aus- 
ihnen  lassen  und  dass  man  damit  zu  folgendem  Satze  gelangt: 
enn  für  positive  x,  y^  g^  etc.  der  Werth  des  Integrales 

0  /    /  J  ..f(x,y,xf,..)dxdyde..  =  F(a,b,c,..), 

—  a        1)         c  — 

skannt  ist,  so  gilt  die  allgemeinere  Formel 

1 

\l—au     l—ßu      1  —  yu     y^^^ 

Hieran  knüpft  sich  ein  zweites  Resultat.  An  die  Stelle  einer 
3liebigen  Function  (p(s)  kann  man  immer  eine  andere  Function 
tzen,  welche  innerhalb  eines  gegebenen  positiven  Intervalles  s  ;=  Aq 

8  5=Ai  mit  fp{s)  identisch  ist,  dagegen  für  alle  ausserhalb  jenes 
tervalles  liegenden  positiven  s  verschwindet.  Das  Mittel  hierzu 
Bten  die  Fouri  er 'sehen  Theoreme;  schreibt  man  nämlich  statt  9(5) 

9  folgende  neue  Function  von  8 

itf(s)  =z  —  I  eosscjäcD  I  q)(t)cos<x)t dt, 

ist  in  der  That  für  alle  8  innerhalb  des  genannten  Intervalles 
[8)  =  q>  (5),  und  für  alle  s  ausserhalb  jenes  Intervalles  ^(s)  =  0. 
ese  Bemerkung  lässt  sich  in  Formel  17)  zweimal  anwenden,  links 

1  —  X  —  y  —  xf  —  «" 

1  —  ax  —  ßy  —  yz  —  •••' 

2ht8  für  8  =  u.  Betrachtet  man  jedes  Integral  als  Summe  seiner 
emente,  so  erhalten  linker  Hand  alle  diejenigen  Summanden,  welche 
ä  Bedingung 

0  ^0  <  -, # ' <  Ai 

1 — ax  —  ßy  —  yz  —  •• 

cht  erfüllen,  den  Factor  Null,  mithin  bleiben  nur  noch  die  der 
rstehenden  Bedingung  genügenden  Elemente  übrig,  d.  h.  die  In- 
grationen  erstrecken  sich  bloss  auf  alle  <^er  obigen  Ungleichung 
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entsprechenden  x^  y^  xr,  etc.  Rechter  Hand  fallen  analog  die  El»* 
mente  weg,  welche  aasserhalh  des  Interyalles  Aq  bis  Ai  liegen,  mit* 
hin  geht  die  Integration  nnr  von  t«  =  Aq  bis  u  =  Ai.  Beachtet 
man  noch,  dass  die  Ungleichung  18)  in  zwei  Ungleichungen  zerlegt 
werden  kann,  so  hat  man  folgenden  Satz:  Aus  der  Formel  16)  folgte 
wenn  Ao  und  A|  positive  echte  Brüche  bedeuten 

^'^   ffß ' -^^^^  '^  ^->  ^  (l  L'^x^ßyZ'y'l . .)  ^'^^- 

r_,,/i  — t«      1— w      1— u    \    ,.- 

J        \1— -aw      1— /3w      l  —  yw     / 

(1— aAo)» +  (!—/»  Ao)|^  +  (l-y  Ao)£? +  •••<! -4 
(l-aAi)»  +  (l-/JAOy  +  a-y^i)^  +  "->I-^i; 
für  Aj,  =  0  und  Aj  =  1  wird  daraus  wieder  die  Formel  17). 
Ein  sehr  einfaches  Beispiel  hierzu  liefert  die  Annahme 

die  Formel  6)  giebt  dann  für  Ä;  =  l,  9  =  1,  a=j3  =  0,  iii=n=} 

mithin  ist 

p  (J—JL.     _Lii!L\  —  gr(l--  u) 

\1  — ««*'    1  — /5wy  ""  y(l-.aw)(l— /Jw)' 

p;/l-^     l-it\  ag/l-g        l-^\  1 

und  nach  Nro.  19)  hat  man  für  den  Fall  (p{u)  =  w"*/« 


ffV 


l  ^  ax  ^  ßy      dxdy 
1  —  ÄJ  —  y        Va?«/ 


27     U  —  au  "^  1— i5wjy^(i_ 


«w)(l  — /3tt) 

(l-«Ao)a:  +  (l-i3Ao)2/<l~Ao,(l— aAOa?  +  (l— i8A0y>l-Ai. 
Ersetzt  man  die  Grössen 

a?,      y,      «*,      a,      ft      Ao,      Ai, 
durch  ^2.    1^,    u2,     a\    j32,     A»,      A«, 

so  gelangt  man  zu  der  Formel 


Die  ndCMhea  lategralek 


48» 


ffV 


1         «*««         ß*9*\ 


1  _£!_?! 


ds  d$ 


Xi 


(1  -  a^X^  ±j  +  (1  _/J.I»)  ?_  <  1  _  a,«, 

(1  -  an*)  g  +  (1  -/»»*,»)  p  >  1  -  ^1*. 


eiche  in  dem  Falle,  wo 

/*>  r> 

snommen  wird,  zur  Complanation  einer  ellipsoidisohen  Viertelione 
ihrt.  Dieses  Resultat  stimmt  mit  der  Formel  für  \Z  auf  S.  350 
derein,  und  zwar  ist  Aq  ==  Ui ,  Ai  =  Uq. 

Weit  allgemeinere  Formeln  ergeben  sich,  wenn  man  inNro.  10) 
tzt  und  die  Formel  6)  benutzt;  es  ist  dann 

ihrt  man  die  Abkürzungen  ein 

Q+a'  =  au        Q  +  ß'  =  ßi 

UQ  +  «'  =  «„      ßQ  +  ß'  =  ß^ 

hat  man 

\1  —  aw'    1  — /Jw*    1— yw'"    / 
r(w)r(n)...  (1  —  u)«^-»^-i'  +  '" 


ron  der  DÜFerentialquotient  leicht  mittelst  der  Formel 


dv  dlv 

du  du 


iHckelt  werden  kann;  damit  gelangt  man  zn  folgendem  B««ttlUt>e; 
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20)       r  r...w(  ^^''^^'^'"\      x^-Ur-K.dxdy.... 
^     JJ        ^Kl  —  ax  —  ßy J{q  +  a'a?  +-  ß'y  +  ..y  +»  f  •+« 


F=  m f-  n  -5 5- — }-.... 


I 


1-«   ,  „  i-<? 

«1  —  «2  w  /?!  —  jSa  w 

worin  die  Integrationsbedingungen  für  a?,  y,  etc.   dieselben  sind  wie 

in  Nro.  19).     Selbstverständlich  lässt  sich  auch  diese  Formel  nodi 

etwas  erweitern,  wenn  a?,y,  etc.  durch  — ,    -7-  etc.  oder  allffemeiner 

a       0 


durch  ( — j  »  l  T" )  etc.  ersetzt  werden. 


Für  9  =  1,  a  =  a'  =  ß  =  ß' ...  =  0  entsteht  eine  spcciellö 
Formel,  die  sich  mittelst  der  Substitutionen  w=  1  —  v,q)  (1 — v)=if{v)i 
1  —  ^0  =  Xi,  1  —  A]  =  Xe  folgendermaassen  darstellen  lasst: 

=  r(J+n4-)V''         •^^''^'"' 

Xo  <  a;  4-  3^  +  ^  +  •  •  •  <  «1- 

Setzt  man  bei  zwei  Yariabelen  m  und  n  als  echte  Brüche  vonuu, 
die  sich  zur  Einheit  ergänzen ,  und  nimmt  man  weiter  Xq  =  0, 
X]  =  X,  ^  (v)  =  ^'  (t?),  so  erhält  man  noch  die  Formel 

0       0       * 

welche  mittelst  der  Substitutionen  a?  =  x  —  f»y  =  f—  I1 
?P'(x  —  Yi)  z=z  q)  (ri)  übergeht  in 


L,, 


22)  /(._|)«-..|/|I^  =  -^[,(.)_,(0, 


.     «-''>' 


Daraus  lässt  sich,  wenn  ^'(|)  den  Werth  des  ersten  (nach  17  genom- 
men) Integrales  bezeichnet,  folgender  Satz  machen:  Sind  zweiFonc* 
tionen  <p  und  ^  so  von  einander  abhängig,  dass 


Die  yielfachen  Integrale.  491 

o  erhält  man  umgekehrt  (p  ausgedrückt  durch  tjf  mittelst  der  For- 
tiel  *) 

0 

G.    Wegen  einer  nachherigen  Anwendung  betrachten  wir  zu- 
ächst  das  einfache  Integral 

371 

/  ^ (a cosO  +  hsinO) dO. 

0 

etzt  man 

a  =  hcosy,        h  =  hsiny,        h  =  Va»  +  6», 

0  wird  jenes  Integral  zum  folgenden 

2  71  'iTi— y 

/  ilf[hco8(d  —  y)]dd=  I  ilf(hcostj[)  dtj, 

0  — y 

irohei  0  —  y  =  ^  substituirt  wurde.     Das  auf  iy  bezügliche  Inte^ 
^ral  lässt  sich  nach  dem  Schema 


*)  Dio  Resultate  unter  Nro.  19)  und  20)  dürften  neu  sein.  Für  ^  =  1» 
/  =  /)'  .  .  .  =  0,  Xq  =r  0,  A^  =  1  entsteht  aus  Nro.  20)  eine  specielle  von 
/Etalan  inLiouTÜle's  Journal  de  Mathematiques  angegebene  Formel; 
Iter  ist  die  von  Liouville  herrührende  Formel  21).  Den  in  Nro.  23)  uAd 
4)  liegenden  Satz  hat  Abel  gefunden  (Cr eile's  Journal,  Bd.  I,  S.  153)  und 
laran  folgende  dynamische  Betrachtung  geknüpft.  Wenn  sich  ein  Punkt  nur 
n  Folge  der  Schwere  auf  einer  vertical  gestellten  Plancurve  herabbewegt, 
ei  welcher  zwischen  der  Abscisse  a;  und  dem  Bogen«  die  Gleichung  9  =  ^ (o;) 
estehty  80  entspricht  der  Fallhöhe  h  die  Fallzeit 

h 


I  _      1       r(p'(x)dx 


0 

lan  erhält  demnach  t  ausgedrückt  durch  h.  Verlangt  man  umgekehrt  die 
^iirve,  für  welche  t  eine  gegebene  Function  von  h  bt,  etwa  t  ss  %lß{h)f  §o 
lufls  8  durch  x  ausgedrückt  werden  und  dann  giebt  die  Formel  24) 


V2g  r^(h)d 


roraui  auch  die  Gleichung  der  gesuchten  Curvei  nämlich 

y—f\[g^{x)Y-l.dx 
ergeleitet  werden  kann. 
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271  — y  0  71  271  2j» 

—y  —y       0  71  2n — y 

zerlegen,  und  wenn  man  rechter  Hand  im  ersten  Integrale  ij=—{, 
im  zweiten  ly  ==  +  t»  ^^  dritten  und  vierten  1^  =  2«  —  f  setzt, 
80  heht  sich  das  erste  Integral  gegen  das  vierte,  und  das  zweite  wird 
gleich  dem  dritten.  Nach  diesen  Bemerkungen  ist,  wenn  der  Gleich- 
förmigkeit wegen  0  für  f  geschrieben  wird, 

27»  n 

25)      J^iacosO  ^hsinO) de  =2  f^(Va^ +  hKcosO)dd. 

0  0 

Wir  beschäftigen  uns  ferner  mit  der  Transformation  des  Dop- 
pelintegrales . 


// 


S  =  /    / /(Ä»  +  tt»  +  v^(p(K  +•  Aw  +  nv)  dudv. 


—  00   — OD 


Die  Einfühi*ung  zweier  neuen  Yariabelen  r  und  0  mittelst  der  Glei- 
chungen u  =:  rcosO^  v=r8ind  giebt 

S=lj  f(k^  +  r2)  9)  (x  +.  Ar  cosO  +-  (ir8inO)rdrde; 

0        0 

hier  lässt  sich  die  Formel  25)  fvir  ^  (c)  =  (p  (x  +•  jbt),  a=Ar,  J=:f*r 
'    anwenden,  und  es  ist  daher 


00     n 


S  =  2fff(k^  +  r^(p(x  +  Vk^  +  HKrcosO)rdrde. 

0        0 

Kehrt  man  in  dieser  Formel  zu  den  ursprünglichen  Variabelen  u  und 
V  zurück  und  stellt  die  erste  und  letzte  Form  von  S  zusammen,  so 
hat  man 


f// 


f(k^  +  u^  +  v^(p(x  +  Xu  +  (iv)  dudv 

J— 00   —00 

26) 


■fß 


—  00  0 

Der  Vortheil,  welcher  bei  dieser  Transformation  erreicht  worden  iet, 
besteht  darin,  dass  rechter  Hand  die  Function  fp  nur  die  eine  Va' 
riabele  u  enthält,  während  auf  der  linken  Seite  u  und  v  in  (p  vor- 
kommen. 
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Hiernach  liasi  sidi  nun  andi  das  dreifadie  Integral 

^vresenilicb  rednciren.     Wendet  man  znerst  die  Formel  26)  anf  das 
nach  jf  nnd  £  genommene  Doppdintegral  an«  indem  man 

*  =  X.  «  =  jf,  i;  =  ir,  X  =  aap,  I  =  /l,  1^  =  y 
setzt,  so  hat  man  znnädist 


— «  X   • 


ferner  ist  die  Formel  26)  wieder  anf  das  nach  x  nnd  y  genommene 
Soppelint^^ral  anwendbar  mittelst  der  Snbstitntionen 

l  =  £,u  =  x,v  =  9,*  —  0,l  =  a,fL  =  V/1»  +  r*. 
und  es  ergiebt  sich 


«D  »         9 

'ffß 


t     t 

wo  nnn  die  Function  ip  nur  die  eine  Yariabele  x  entiiilt^  während 
sie  nrsprfinglidi  x,jf,#  enthielt. 

Man  übersieht  angenblicklich,  wie  sich  dieses  einfache  Verfah- 
ren auch  bei  mehr  als  drei  Tariabelen  ansfohren  lisst;  bezeichnet 
überhaupt  n  die  Anzahl  der  Tariabelen,  nnd  wird  zur  AMoirznng 

27)  Q  =  Va«  +  /}»  -J.  y»  ^ 

gesetzt,  80  entsteht  die  Gleidinng 

28)yyy../(x«  +  jf»+^+-.)y(«+/»y+y'+-)^*riir.. 

—  •  OB  — • 

OB         «         « 

=  2— »y  J  f'fi^  +  jr»  +  «»  +  ')v{9*)i*^9äe... 

Hier  ist  noch  eine  bedeutende  Beduction  moglidi.  Nach  For- 
mel 21)  hat  man  nämlich  in  etwas  anderen  Bndistaben 

worin  sidi  die  Integrationen  anf  alle  positiTen  der  Bedingiug 
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genügenden  i},  t,  etc.  beziehen.     Nimmt  man  hier  p  =  g  .  • .  =  |, 
/»  =  Qo ,  substituirt  fem^ 

^  =  y',  5  =  ^*,  .  .  .  M    V  =  y^ 

and  setzt  n  —  1  Yariabele  voraus,  so  erhält  man  die  Formel 


OB  » 

h  A 


;rV«r«-i) 


^2__y>-.p(,,j,, 


2.-.r(lrü) 

welche  auf  das  nach  ^,  fr,  .  .  .  genommene  (n—  1)  fache  Integral  in 
Nro.  28)  anwendbar  ist,  wenn  JF(f)=/(a5*  +  t)  gesetzt  wird.  Nach 
diesen  Bemerkungen  ergiebt  sich 


OD         OD         OD 

ffj 

■^00  —CO  ■—00 


••/(^*  +  y^  +  ^*  +  ••)  9(aaJ  +  ßy  -{-ye  '^'•)dxdyd8.. 


Um  diese  Formel  noch  etwas  zu  verallgemeineren,  lassen  wir  linker 
Hand  — ,  -r-,  — ,  etc.  an  die  Stellen  von  x.  w,  z.  etc.  und  gleich- 
zeitig  aa,  t/3,  cy,  etc.  für  a^  ß,  y^  etc.  eintreten;  es  wird  dann 


^— OD  —00   —OD 

2 


Denkt  man  sich  anstatt /(s)  eine  andere  Function  von  8  gesetzt, 

welche  für  s<^l  mit  /(s)  identisch  ist  und  für  s  >  1  verschwindet, 

so  fallen  aus  dem  Integrale  linker  Hand  alle  Elemente  weg,  bei  de- 

x^       y^ 
nen  — 3  +  rr  +  ^^c.  mehr  als  die  Einheit  beträgt,  und  daher  be- 

ziehen  sich  die  Integrationen  nur  noch  auf  alle  positiven  und  nega- 
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-▼en,  die  Bedingang  —  -f-  p  +  eta<l  erfüllenden  j;,|f,  etc.  Ebenso 

enchwinden  rechter  Hand  alle  Integralelemente,  hei  denen  a;'-{-  y*  >>  1 
^d,  nnd  daher  erstrecken  sich  die  Integrationen  nnr  über  die  po- 
LÜTen  nnd  negativen  o?,  sowie  über  die  positiven  y,  welche  a?*  +  y'  <C  1 
usen,  woraus  die  Integrationsgrenzen  o;  =  —  1  nnd  x  =  -{-  1, 

=  0  nnd  y  =  -|-  Vi  —  o;*  folgen.     Nach  diesen  Bemerkungen 
DBammen  ist 

+1  Vi— *f 


2at'/.(»-i)atc.. 

r 


[-2-)     -»  • 


» <  (f )'  +  (!)■  +  (v)V 


<1. 


Hl  speciellen  Falle  n  =  3  giebt  dies,  wenn/(s)  =  F'(s)  gesetzt 
rird. 


+1 


=  nalc  j[F{l)  —  F(aj»)]9)(9a;)dfa?. 
—1 
^immt  man  F(s)  =  s,  a  =  5  =  c,  und  substituirt  rechter  Hand 

u 

'  =  "T I  so  erhält  man  unter  der  Bedingung 

c 

0  <  a;«  +  y2  +  jp«  <  c\ 
(p(ax  -{-  ßif  •{-  ye)  dx  dy  de 


riß 


e 

=  Ä  Ac3  —  w«)  9)  ( Va*  +  /5«  +  y* .  «♦)  <?« 

—  c 


der  für  x  =  rcosO,  y  =  rsinOcosto^  z  =  rstndstno) 

e     n     %n 

II  ^d^^ ^^^0  +  ß r sinO co8(o -{- yr sind sina)r^8inO dr dO da 


t     0 


=  ar  /  (c2  —  ^2)  (f  (Va2  +  /3»  +  y«.  w)  Ju. 

— c 
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Diiferenzirt  man  in  Beziehung  auf  c  und  setzt  nachher  c  =  1,  ao 
erhält  man  noch 
n     271 

32)       /    /  (p(aco80'\-  ß8indco8Ci)-\'  ysin08in(XJi)$in6dOdQ 

0        0 

1 
=  2nJ(p{]/a^  +.  j8»  +  y«.i«)  du. 

Zu  einer  ähnlichen  und  allgemeineren  Formel  gelangt  man,  wen 
man  in  Nro.  30)  /(s)  =  1,  a  =  b  =  c  .  .  •  setzt  und  für  a?,  jf,  et& 
ganz  analoge  Substitutionen  anwendet. 

Lässt  man  zweitens  in  der  Gleichung  29)  an  die  Stelle  tob 
(p  (tf)  eine  andere  Function  treten,  welche  mit .  9  (tf)  identisch  oder 
gleich  Null  ist,  jenachdem  (5  innerhalb  oder  ausserhalb  eines  gege* 
benen  Intervalles  6^  bis  (^1  liegt ,  so  beziehen  sich  linker  Hand  die 
Integrationen  nur  auf  alle  die  positiven  und  negativen  x^  y^  e,  etc., 
für  welche  ^0  <i  ^^  -^  ßy  •{-  etc.  •<;  tfi  ist;  ebenso  fallen  rechts 
alle  lutegralelemente  weg,  welche  der  Bedingung  60  <Z  QX  <^6i 

oder  —  <  Ä  <  —  nicht  genügen.     Diese  Schlüsse  führen  za  der 

Formel 


f—'dxdy, 


VT-)     ^  • 


9 

<?o  <  «a:  +  /3«/  +  y;ef  +  •  • .  <  CTi. 
Wenn  endlich  die  beiden  in  Nro.  30)  und  33)  vorkommendea 
Integrationsbedingungen  gleichzeitig  erfüllt  werden  sollen,  so  sind 
rechter  Hand  die  für  x  und  y  gefundenen  Bedingungen 

-  1  <rc<  +  1,        0  <  y  <  Vi  -  a?n 

^<«<$.  0<2/<oo 

ebenfalls  gleichzeitig  einzuhalten.     Dies  geschieht  hinsichtlich  de«  jf^ 
wenn  diese  Variabele  auf  das  kleinere  der  beiden  Intervalle,  also  arf 

0  <;  y  <;  Vi  —  x^  beschränkt  wird;  bei  x  dagegen  mussman  enl 

unterscheiden ,  ob  die  beiden  Grössen  —  und  —  innerhalb  des  Inter* 

Q  Q 
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ralles  —  1  Ibs  -f-  1  fieg«i,  oder  ob  nur  eine  oder  ob  keiiw  detsff^ 
3611  zwiadieii  —  1  imd  -f-  1  entKahen  ist,  «nd  sacliker  wmkh  awn 
Für  X  das  kleinere  äsx  baden  oben  angegebenai  IntemHew  Fiar 
lolche  poeüiTen  nnd  negmtiTen  x,  welcbe  den  Be£ngaBgeii 

..  j  <'<(7)-+(iy^(f)'+--<. 

^gleichzeitig  genügen  aoHeii,  orbih  man  d^onacb 


r 


=^r^/  y^^**  +  **^  '^  (ex)3r-«  i»»rfy. 


(^) 


xnd  darin  sind  die  Werthe  der  Integrationsgrenxen  x^y  Xi  folgende 

,  -  1<  ^.       ^  >  +  1.    ak,  =  ^,    «1  =  +  1, 

In  dem  sehr  speciellen  Falle  /(s)  =  ip{6)  =  1,  n  =  3  giebt  diese 
Pormel  das  Yolomen  derjenigen  Zone  eines  EUipsoides,  welebe  iwi- 
Bclien  den  beiden  Parallelebenen 

ax  -j-  ßy  -\-  y0  =  6q  und  a«  +  /Jy  +  y#  =  6i 
Bnthalten  ist. 

Es  verdient  noch  bemerkt  zu  werden,  dass  die  Transformatio- 
iiei),  welche  mit  den  Integralen  S  und  T  vorgenommen  wurden  und 
*^  Formel  29)  führten,  wörtlich  dieselben  bleiben ,  wenn  man  an 
iie  Stelle  von /(s)  9(0)  eine  neue  Function  F(s,  ö)  treten  lässt;  im 
folgenden  muss  man  voraussetzen,  dass  einmal  F(s,  6)  für  alle  der 
^dingung  0  <^  s  <^  1  nicht  genügenden  8  verschwindet,  und  dass 
ich  andererseits  F(Sf0)  bei  solchen  6  annullirt,  welche  ausserhalb 
^^  Intervalles  Öq  bis  61  liegen;  die  Endformeln  sind  dann  wieder 
^eselben  und  enthalten  F(s,(S)  statt/(s)9  (tf)*). 

*)  Die  Formeln  29),  30),  33)  und  37)  sind  vom  Verf.  entwickelt  worden 
1^  den  Sitzungsberichten  der  Königl.  Sachs.  Ges.  der  Wissensch.,  Jahrg.  1857, 

BehlOmilch,  Analysis.    H.  83 
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n.    Reduction  duroh  simultane  Substitutionen. 

Wenn  es  darauf  ankommt,  die  in  einem  mehrfachen  Integrale 
enthaltenen  Variabelen  x,  y,  z^  etc.  gleichzeitig  durch  neue  Variabe- 
len  I,  %  f ,  etc.  zu  ersetzen ,.  welche  mit  den  früheren  durch  gege- 
bene Gleichungen  verbunden  sind ,  so  ist  man,  wie  sich  nachher  zei- 
gen wird,  genöthigt,  eine  Reihe  von  Gleichungen  ersten  Grades 
zwischen  beliebig  vielen  Unbekannten  aufzulösen.  Wir  schicken 
daher  eine  Erörterung  über  dieses  Problem  voraus. 

Bildet  man  aus  n  verschiedenen  Grössen  a,  &,  c,  .  .  (/,  ^  die 

Differenzen  zwischen   jeder    Grösse    und   allen    ihren    Vorgängern, 

nämlich 

b  —  a, 

c  —  a,  c  —  b. 


h  —  a,  Ä  —  Z), h  —  g^ 

so  besitzt  das  Product  sämmtlicher  Differenzen 

P„  =  (b'-d){c  —  a){C'-'V)  ....  (Ä  — a)(Ä  — 5)  .  .  {h  —  i) 

die  Eigenschaft ,  dass  es  jedesmal  zu  Null  wird,  sobald  man  für  eine 
der  Grössen  eine  der  übrigen  setzt ,  z.  B.  a  statt  5  oder  g  statt  fc 
Der  Grund  dieses  Verschwindens  liegt  einfach  darin,  dass *bei  jeder 
solchen  Substitution  einer  der  Factoren  von  P«  in  Null  übergeht 
Selbstverständlich  kommt  die  genannte  Eigenschaft  von  P«  ^^ 
dejji  entwickelten  Producte  zu,  z.  B.  für  n  ==  3  dem  Aggregate 
Tz  ■=  5c2  —  52c  +  ca^  —  d^a  +  ab»  —  a«6, 

und  zwar  geschieht  das  Verschwinden  von  P«  dann  so ,  dass  sich  zn 
jedem  Summanden  ein  anderer  findet,  welcher  ihm  gleich  und  ent- 
gegengesetzt ist. 

Aus  dem  entwickelten  Producte  bilden  wir  einen  neuen  Anfr 
druck,  indem   wir  jeden   Potenzexponenten  in  einen  gleichgrossen 


S.  67.  Dass  man/(«)9)(a)  durch  F(8^fs)  ersetzen  darf,  hat  Genocchibe* 
merkt,  Annali  di  science  matematiche  et  fisiche,  compilati  da  £,  Tortolini^ 
T.  YIII,  p.  284.  Viel  älter  ist  die  Formel  32),  welche  sich  zuerst  auf  p.  128 
von  Poisson's  Abhandlung  Sur  IHnt^graüon  de  quelques  €quations  etc.  in  dei 
M^moires  de  Vacadimie  de  Paris^  annie  1818  (erschienen  1820)  findet;  sie  wurde 
später  von  Heine  auf  eine  beliebige  Zahl  von  Variabelen  ausgedehnt, 
Crelle's  Journal,  Bd.  61,  S.  356. 
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idex  verwandeln ,  wodurch  z.  B.  a^ 6' c'  in  (hhiCj  und  analog  6' c* 
=  a^h^c^  in  OqI^Cs  übergeht;  diesen  neuen  Ausdruck  nennen  wir 
W.     Hiemach  liefert  z.  B.  Pg  =  a^h^  —  a^b^  den  Werth 

>en80  leicht  erhalt  man 

berhaupt  ist  Qn  eine  gewisse  Function  der  n^  Grössen 

Oo»     ^0»     c^»     •     •     •     5^0»     Äo» 
«1»     ^1»     Ci,     .     .     .     gi,     Äi, 


fln— 1»    ^n— 1>    Cn— 1»       •       •      •      ^^n— 1»    Ä«  — i 

id  heisst  die  Determinante  derselben.     Man  bezeichnet  sie  ent- 
eder  kurz  mittelst  eines  Summenzeichens 

Qn  =  ^  (+  aohiCa     •     .     *    gn-ü  K-i) 
ler  ausführlicher  durch 

^    öJi,    5i,    *     .    .     hl 


On  — 1»  2^1«  — 1»  •       •      Ä„_i 


ie  Determinante  $«  besteht  aus  n(n  —  1)  theils  positiven  theils 
sgativen  Gliedern,  deren  jedes  von  der  Form  Uphg  .  ,  .  hg  ist ;  die 
idices  p,  Qi  >  .  .  S  werden  durch  alle  möglichen  yertauschungen  der 
ahlen  0,  1,  2,  ...  (n  —  1)  gebildet,  und  dabei  erhält  der  betref- 
nde  Summand  das  positive  oder  negative  Vorzeichen,  je  nachdem 
ine  Indices  durch  eine  gerade  oder  durch  eine  ungerade  Anzahl 
m  Yertauschungen  entstanden  sind. 

Es  erhellt  nun  leicht,  dass  sich  die  Haupteigenschaft  von  P„ 
^mittelbar  auf  Qn  übertragen  lässt.  Wurde  nämlich  einer  der 
achfitaben  a,h,,.,h  durch  einen  der  übrigen  ersetzt,  so  ver- 
hwand  das  entwickelte  Product  P„,  weil  jeder  Summand  desselben 
irch  einen  gleichen  und  entgegengesetzten  Summanden  aufgehoben 
urde;  die  Verwandlung  der  Exponenten  in  Indices  stört  weder  die 
leichheit  noch  die  Vorzeichen  solcher  Summanden,  mithin  ver- 
hwindet  Q„  unter  denselben  Umständen  wie  P».  Dieser  Satz  lässt 
sh  auch  in  Gleichungen  darstellen,  wenn  man  die  Determinante 
itweder  nach  den  a  oder  nach  den  h  u.  s.  w.  anordnet.  Bezeichnen 
ir  mit  AqO^  die  Summe  aller  Glieder,  welche  den  gemeinschaft- 
hen  Factor  üq  besitzen ,   ebenso  mit  Äi  üx  die  Summe  aller  den' 

32* 
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Factor  Oi  enthaltenden  Glieder  u.  s.  w.,  so  können  wir  Qn  folgeIK[6^ 
maassen  darstellen 

Qn  =  Aquo  +  jiliai  +  -^2^2  +  •  •  •  +  -4«_ia«-i, 
and  dann  gelten  nach  dem  Vorigen  die  n  —  1  Gleichungen 
0  =  Aoho  +  -^1^1  +  A^ha  +...-}-  An^iK^i, 
0  =  AqCq  -^  AiCi  '{'  A2C2  +  •  •  •  +  -4«-i  c«-i, 

0  =  AoflQ   -{-  Aihi    -f-  -^2^2    +  •  •  •   4"  Än—lhn^v 

Mittelst  dieser  Relationen  gelangt  man  rasch  zur  Auflösung  des 
folgenden  Sjstemes  von  n  linearen  Gleichungen  zwischen  den  n  Ub- 
bekannten  X,  F,  Z,  .  .  .  W: 

(aoX  +  hoY  +  CoZ  +  '  "  +  hoW  =  h, 
aiX  +  hY  +  CiZ  -i +  Äi  T7  =  Äi, 


36) 


an^lX+hn^lY+Cn^lZ+''  +  hn^lW=K^l. 

Man  multiplicire  nämlich  die  erste  Gleichung  mit  Aq^  die  zweite  mit 
Ai ,  die  dritte  mit  A^  u.  s.  w. ;  die  Summe  aller  Producte  ist  dann 

(Aottfi  +  ili«!  +  •  •  •  •  +  An^ian  —  i)X 

+  (Aoh  +  Aiii  + +  An^ihn^i)Y 

+  (AqCo  +•  AlCi  +  ....  -f.  il„_iC»-i)Z 

+ 

+  (^0^0   +  Aihi   + +  An^lhn^i)W 

=    Aok)   +   -^1^1    4"   •  •  •  •    -|-   An^iJCn^l. 

Der  Coefficient  von  X  ist  die  Determinante  Qn]  die  Coefficient« 
von  y,  Z,  .  .  .  W  sind  zufolge  der  obenerwähnten  Relationen  gleiA 
Null,  mithin  enthält  die  Gleichung  nur  die  eine  Unbekannte  X,  Auf 
der  rechten  Seite  steht  gleichfalls  eine  Determinante,  welche ödi 
von  Qn  dadurch  unterscheidet,  dass  k  an  der  Stelle  von  a  steht 
jSach  diesen  Bemerkungen  ergiebt  sich 

g^N  ^  __  2  (±hhC2  .  .  .  hn-i) 

2J  (+  aohiCQ  .  .  .  hn-i) 
Zur  Bestimmung  von  Y  dient  dasselbe  Verfahren,  wobei  man  Qn  en* 
unter  der  Form  Bq  5©  +  ^1  ^i  +  etc.  darstellt,  die  Gleichungen  36) 
mit  ^0»  -^it  ^tc.  multiplicirt  und  die  Producte  addirt;  man  erhält 

Y £  (jz  a^kiCj  .  .  .  hn^i) 

Auf  gleiche  Weise  findet  sich  ^ 


I 
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„ ^  (+  flo&iAg»  .  .  .  i^n— i) 

2?  (+  OobiCj  .  .  .  Än-i) 
8.  w.  bis  zuletzt 

27  (+  Oo^l^  •  •  •  ö'n-aÄn-i) 
Nach  diesen  Yorbereitangen  betrachten  wir  das  n-fache  Integral 

3)  S  =  /   /  .  .  F(f,s,...y,a?)  dtds...dydx, 

388en  Integrationen  in  der  Reihenfolge  ^,  ^,  .  .  .  5,  f  zu  vollziehen 
nd,  und  beschäftigen  uns  mit  der  Aufgabe,  an  die  Stelle  der  bis- 
irigen  Yariabelen  n  neue  Veränderliche  |,  ^t  •  •  .  <^,  v  einzuführen, 
3lche  mit  jenen  durch  die  Gleichungen 

')    «=/o(f,«?,...r),     y=/i(|,iy,...r),    ^=/8(f,iJ,...r),... 

^=/«-i(l,  ^»  •  •  •  ^) 
rbunden  sind.     Nennen  wir  0(x,  .  .  .  rj,  |)  die  neue  Function  von 
17,  ...  r,  in  welche  F(f,  .  .  .  y,  x)  nach  Substitution  der  gegebe- 
u  Werthe  übergeht,  und  setzen  wir  ferner 

dt  ds  .  .  .  dp  dx  =^  Sl  dt  dö  .  .  .  dl]  cl|, 

erhalten  wir 

Wesentlichen  kommt  also  das  Problem  auf  die  Bestimmung  der 
ibekannten  £1  zurück. 

Da  sich  die  erste  der  früheren  Integrationen  auf  x  bezieht,  so 
d  zunächst  y,  0,  .  .  ,  t  als  Constanten  anzusehen,  und  die  n  Glei- 
ingen  39)  enthalten  demnach  die  n  +  1  Variabelen  ^,  1*  i}«  S, . .  •  1^; 
)  Differentiation  giebt  daher,  wenn  die  partiellen  Differentialquo- 

Uten  -j-r,    -p-,  etc.  kurz  mit  D^f,  Drjf,  etc.  bezeichnet  werden, 

dx  =  D|/o  .  df  +  Drjfo  .dri-] +  D^/o  .  dz 

0  =  D|/i  .  d^  +  Dnfi  .drj+ +  Dtfi  •  dt, 

0  +  I>|/a  .  ^1  +  I)rif2  'dri  H +  Dr/2  .  dt, 

0  =  2>|A_i  .  d^  +  Drjfn^i  .  eil?  +  .  .  .  •  +  DtA-1  .  dt. 

Um  mittelst  dieser  n  Gleichungen  den  Zusammenhang  zwischen 

und  d^  zu  finden,  benutzen  wir  die  durch  Formel  37)  gegebene 

fiösung  der  Gleichungen  36),  indem  wir  als  Unbekannte  ansehen 

=  d^.  Y=  d%  etc.  und  ^  =  Ja;,  äJi  =  Äj  .  .  .  =  0  nehmen. 
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W«geii  der  letzteren  bcBOüderen  Werthe  iat  S  (+  k^biu^  ■ 
=  K^i-t  (*,(.■)  .  .  .  A.-i),  mittiio 

^  -  A"(±/'|A.i>,A.2>5/,...Dr/.-.) 
nud  umgekehrt 

j,  _  ^(+')i/..P./.-B{/....B,/— )„ 

■" i-(±B,/,   ßt/,...D,/._,)       «■ 

Denken  wir  une  diesen  Werth  eingesetzt  und  in  du 
violfuclien  Integrale  diu  Integration  nach  x,  im  awlcren  die  uu  { 
bezügliche  Iiitegratioii  auBgeführt,  su  sind  znäammeu  nocb  diefi- 
riabulen  y,  t,  .  .  .  t  und  '7.  £,  ■  ■  ■  t  Torfaauden ,  unter  dsueo  i!«i 
vregcn  der  jetzt  folgenden  auf  y  bezüglichen  Integration,  J, ..' 
aU  ConBtanteu  gelten.  DiSWrcnzireu  wir  nun  die  h  —  1  (ileite 
gen  y  :^  J\,  K  =^  fi,  .  .  ,  t  ^/,_i  in  Beziehung  auf  diu  in  Fnjt 
kommenden  Variabelon,  so  haben  wir  die  n  —  1  Gleithung 
lij  =  D,/,  .  dij  +  Dt/,  .  J5  +  ■  ■  ■  ■  +  H,/,  ,  it, 
0  =  B,/,  .  d-n  Jr  Dif,  .  di  ^-  ■■■■  -\-  11,/,  .  it, 

0  =  i),/,_,  .  iri  +  Xlj/.l,  .  äf  H +  2),/..,,ii| 

aus  dieseu  ergiebt  BLoh  durch  ähnliche  SchlüSHe  wie  vorhio 
^(±-g»/.  ■  DlA  .  ■  ■  -P,/— i)  , 

■'*  =      £(±V, ü,/.-,)       '■ 

Nunmehr  sind  noch  die  Variabelen  e,  £,  p  .  .  .  t  vorlunH 
in  Beziehung  auf  welche  die  Gleichungen  3  -^ f^,  .  .  .i=l>'\ 
differenzirt  werden  müssen;  die  Entwickeluug  von  de  liefert 

,,  _  ^(±  -Pj/.  ■  -Pp/i  ■  ■  ■  g^/— ) . 

^'  -  ~£(±  B,f.  .  .  .  .  D,/.-)      '*'■ 

Auf  diese  Weise  fortgehend  erhäit  man  als  vorletzte  GleicM 

..  _  Za  j)./— ..C,/.-,)„ 

"'=      i;(±c,/.-,) — '"■ 

worin  £(+  2Jf/n-i)  =  Dr/„_,  ist,  und  als  letzte  Glcicimnj, i™ 
nur  (  ^/,_i  zu  differenziren  bleibt, 

dt  =  Dr/„_i  .  dt. 
Moltiplicirt  man  die   für  dx,  dy,  .  .  ,  dt  gefundenen  ^''^ 
und  beachtet,  dasB  der  Neuner  jedes  solchen   Werthes  gleicli 
Zahler  des  folgenden  Werthes  bt,  so  ergiebt  sich 
dtds  .  .  .  .  dydx 
=  ^(±  A/q  -  D,/y  .  .  .  Dt/„-y)dcd0  .  .  .  dridi. 
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Endlich  wollen  wir/o, /i,  .  .  .  fn—i  ganz  yermeiden,  indem  wir 
für  wieder  x^  y,  .  .  .  t  schreiben;  es  ist  dann 

Sl  =  Z(±  Dtx  .  D^y  ..DcJS  .  .  .  Dtt), 

er  ausführlicher  dargestellt 


1) 


a  = 


dx 

dx 

dx         dx 

H' 

dn' 

dt         dt 

8y 

dy 

dy         dy 

8r 

8ij' 

dt         dt 

de 

de 

de         de 

dl' 

9     A     # 

dr,' 

dt         dr 

dt 

•        •        *     H 

dt 

dt         dt 

8r 

9ri' 

dt"    dt 

Der  Factor  i2  ist  demnach  die  Determinante  aus  den  n^  par- 
lleh  Difierentialquotienten  Ton  x,  y,  e,  etc.,  genommen  nach 
'i?}  ?  etc.;  man  pflegt  sie  die  Functionaldeterminante  des 
gebenen  Gleichungen systemcs  (39)  zu  nennen. 

Bei  zwei  Yariabelen  wird 

^ dx    dy  dy^    dx 

d  bei  dreien 

n_dx/dy  de^'dz  dy\      dy/d£  dx^dx  dg\ 

~  d^Kdn'di    dndU^d^Kdndi    dn'dv 

.d^/dx^  dy_dy  dx\ 
'^dAdrj'di      dn'dÜ' 
e  schon  in  Thl.  I.  bewiesen  worden  ist  *). 

Um  hiervon  eine  Anwendung  zu  geben,  setzen  wir  zunächst 
"^ei  Variabele  x,  y  voraus,  welche  mit  zwei  neuen  Variabelen  u 
d  V  durch  die  beiden  Gleichungen 

A  ^    ,  y^       _  .  -»  -» 

V  ..«  "r    ..n  1.0  —  ■*•> 


x^ 

—  + 


y 


t;2  —  Ä» 


=  1, 


*)  Die  Transformation  eines  Doppelintegrales  hat  Eni  er  gezeigt  in  den 
*v,  Comment,  Petropol,  XIV  (1759),  I,  pag.  72;  für  das  dreifache  Integral 
b  Lagr.snge  die  Bestimmung  von  Sl  in  den  J/<^m.  de  PAcadimie  deBtrlin^ 
73,  p.  125.  Die  Theorie  der  Determinanten  und  deren  Anwendung  auf 
)  Transformation  vielfacher  Integrale  ist  von  Jacohi  begründet  worden; 
Crelle's  Journal,  Bd.  lU,  S.  253;  IV,  321;  X,  lOl;  XII,  1;  XXII, 
b  a.  319. 


Die  Tielfaclien  Integrale. 


UV  V(u^  —  Ä«)  (A3  —  v») 


504 
oder 

43)  ._^,         ,_  ^ 

verbunden  sein  mögen.  Betrachten  wir  für  den  Augenblick  ti  und 
V  als  Gonstanten  und  nehmen  u  ^  ii  }>  t;,  so  repräsentirt  die 
erste  der  Gleichungen  42)  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  ti  und 

yu^  —  Ä',  die  zweite  eine  Hyperbel  mit  den  Halbachsen  v,  Vä'  — »'; 
beide  Curven  haben  dieselbe  lineare  Excentricität  h=OF  (Fig. 59), 
mithin  gemeinschaftliche  Brennpunkte.     Einem  mit  dem  Minimal- 

Pig.  59.  werthe  u  •=  h    anfangenden 

und  continuirlich  wachsenden 
u  entspricht  eine  Schaar  con- 
focaler  Ellipsen,  deren  kleinste 
eine  Gerade  von  der  Länge 
2h^  und  deren  grösste  m 
mit  dem  Radius  u  =  ob  be- 
schriebener Ejreis  ist.  Ebern 
von  V  =  h  bis  t?  =  0  ab- 
nehmenden V  entspricht  eine 
Schaar  confocaler  Hyperbebi 
deren  erste  mit  der  o;- Achse, 
und  deren  letzte  mit  der 
^- Achse  zusammenfällt.  Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  jeder  durch 
die  rechtwinkeligen  Coordinaten  x  und  y  bestimmte  Punkt  P  auch 
als  Durchschnitt  einer  Ellipse  ÜF  und  einer  Hyperbel  VP  ange-, 
sehen  werden  darf,  wobei  Oü  =  u,  OV  =  v  ist.  Nachdem  hier- 
mit die  geometrische  Bedeutung  der  neuen  Yariabelen  u  und  r, 
welche  elliptische  Coordinaten  in  der  Ebene  heissen,  fest- 
gestellt ist,  hat  es  keine  Schwierigkeit,  die  Grösse 

dy     dx 
du     dv 
mittelst  der  Formeln  43)  zu  berechnen;  man  erhält  schliesslich 

44)  ffF(x,y)dxdy 

__     r  /"p/ül!     V(ti^  —  feg)  Qi^  —  v^)\      (u«  —  v^)  du  dv 
~        J  J      \h  '                   h               ) y(|42_Ä2)(Ä»-ff«) 
Beispielsweise  sei  das  Integral  linker  Hand  folgendes 
/^      /^ dxdy 

J  J  V-  -  ©'-  (f)'' 


du    dv 
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larin  mögen  sich  die  Integrationen  auf  alle  diejenigen  positiven 
Berthe  Ton  x  und  p  beziehen,  für  welche  das  im  Nenner  stehende 
iladical  reell  bleibt,  d.h.  geometrijsch,  der  Spielraum  des  Punktes  xy 
ei   die  Fläche  eines  aus  den  Halbachsen  OA  =^  a  und   OB  =  b' 

onstroirten  Ellipsenquadranten.  Nimmt  man  h  =  ya^  —  b^  oder 
►*  =  a'  —  Ä',  so  gehört  diese  Ellipse  zu  den  vorhin  erwähnten 
onfocalen  Ellipsen,  und  dann  muss  u  von  /i  bis  a  wachsen,  v  von 
\  bis  0  abnehmen ;  die  Formel  44)  giebt  jetzt 


Yk5' 


ff? 

0  0 


dxdy 


-  (f)'-  (f)* 


_      r  r (tf» — v^)  du  dv 

~^  J  J  V(a2  _  u2)  (a»  —  v^  (tt»  —  Ä2)  (Ä2  — 1?2)  * 

Der  Werth  des  linker  Hand  stehenden  Integrales  findet  sich 
litteist  der  Substitutionen  x  =  aQCOsOt  V  =  hQSind  und  ist 
=  ^xab',  man  hat  demnach 

a      h 

(«*  —  v^)dudv  7C 


//^ 


^     V(a2  —  u«)  (a»  —  v«)  (i*2  —  Ä«)  (Ä^  —  t;»)         2* 

ro  nun  a  und  A  <C  a  beliebige  reelle  Grössen  bedeuten.  Setzt  man 
loch  a  =  1 ,  h  =  einem  echten  Bruch  x,  femer  Vi  —  x*  -^  jj' 
ind  Bubstituirt 

w  ==  Vi  —  x'^sm«^,     t;  =  X  s/n  9, 
10  gelangt  man  zu  der  Gleichung 


i»l. 


// 


(1  —  xUin^ qp)  4.  (1  —  x'2sm«^)  —  1        ^^  _  ^ 


,,    ^  y(l  —  x2  sm»  9)  (1  —  xf^  sm2  ^)  2 

nnd  aus  dieser  folgt  durch  Integration  der  einzelnen  Theile 

EK'  +  E'K  —  KK'  =  |3r, 

^obei  die  abgekürzte  Bezeichnung  für  die  vollständigen  elliptischen 
btegrale  erster  und  zweiter  Gattung  angewendet  isf*"). 


*)  Die  obige  Eigenschaft  Ton  Ey  K,  E\  K'  findet   sich   zuerst   bei  Le- 
'^ndre  im  TraUi  des  fonctions  elUptiquea,  T.  I,  p.  61.     Man  kann  sie  leicht 
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Als  stereometrisches  Gegenstück  zum  Vorigen  mögen  noch  die 
elliptischen  Goordinaten  im  Räume  hetrachtet  werden.  Fin- 
den nämlich  zwischen  den  rechtwinkligen  Goordinaten  x,  y,  z  und 
den  neuen  Variabelen  w,  v,  w  die  folgenden  drei  Gleichungen  statt 


45) 


x^ 

+ 

1*2 

y' 

Ä2 

+ 

W3 

0^ 

Ä« 

x^ 

+ 

t;2 

y' 

Ä« 

+ 

«3 

V^ 

— 

Ä« 

x^ 

+ 

w« 

y' 

A3 

+ 

W^ 

xr» 

¥« 

=  1. 


=  1. 


=  1, 


so  ist  der  Punkt  xy/sf  der  Durchschnitt  von  drei  Flächen  zweiter 
Ordnung.     Unter  den  Voraussetzungen 

ist  die  erste  Fläche  ein  EUipsoid,  die  zweite  ein  einfaches  Hype^ 
boloid,  welches  sich  in  der  Richtung  der  js  erstreckt,  die  dritte  ein 
getheiltes  Hyperboloid,  das  in  der  Richtung  der  x  unendlich  fort- 
geht;   alle   drei  Flächen  haben   dieselben    linearen  Excentricitäten 

Ä,  7c j  yk^  —  h^  und  sind  demnach  confocal.  Lässt  man  u  von  sei- 
nem Minimalwerthe  k  an  wachsen,  so  entsteht  eineSchaar  vonEllip- 
soiden,  deren  erstes  ein  elliptisch  begrenzter  Theil  der  a;y- Ebene 
und  deren  letztes  eine  unendlich  grosse  Kugel  ist.  Einem  von  t 
bis  7i  abnehmenden  v  -entspricht  ferner  eine  Schaar  einfacher  Hype^ 
boloide;  das  erste  derselben  fällt  mit  der  rr«/- Ebene,  das  letzte  mit 
der  xz-'Ehene  zusammen.  Lässt  man  endlich  w  von  h  bis  0  abneh- 
men, so  entsteht  eine  Schaar  getheilter  Hyperboloide,  deren  erstes 
in  die  rr-sr-Ebene  und  deren  letztes  in  die  y^-Ehene  fällt. 

Aus  den  Gleichungen  zwischen  x,  y,  z  und  u^  v,  w  erhält  man 

Aa\  ^^^ 


_  V(u^ — h^)  (v'^  —  h^)  (feg — tü^)        _V(u^--k'^){k^—v^)(k^—w^) 
wobei  zur  Abkürzung  sein  möge: 


dadurch  verificiren,  dass  man  beiderseits  in  Beziehung  auf  x  differenzirt  und 

dE    dF     , 

hierbei  die  auf  S«  301    und  302    angegebenen    Formeln   für  -^— ,  •^—  nebst 

der  Gleichung  xdfc  ss  —  x*dx'  benutzt. 


47) 


Die  YielÜEu^hen  Integrale. 

f  Vt««  —  Ä2  =  Ui, 
Vv^  -  h2  =  r„ 
Vä^  —  «7»  =  ie?x, 
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Vt«a  —  ifc»  =  n^. 


Durch  Berechnnng   der  Functionaldetermmanta  gelangt  man   nun 
zu  folgender  Transformation 


48) 


=  /// 


7  / /^(^»y»') ^^^y^^ 


(«2  — 1;2)  (tt»  —  ir^  (r»  —  f«^^  ^    ^    ^ 
0  (i#,  t7, 117)  ^^ -^ -^ -dudvdw. 

Als  Beispiel  diene  der  einfache  Fall  F{x^  ^^  g)  =i  1,  wobei  die 
Integrationen  auf  alle  positiven  der  Bedingung 

« <  (f)'+  (i)'-^  (f)'<  • 

genügenden  x,  y^  z  ausgedehnt  werden  sollen;  das  Integral  linker 
Hand  bedeutet  dann  das  Volumen  von  dem  Octanten  eines  aus  den 
Halbachsen  a,  &,  c  construirten  EUipsoides,  besitzt  also  den  Werth 

\7cahc.     Nimmt  man  rechter  Hand  h  =  Va^  —  6',  k  =  Vä^'^^ 

oder  

6  =  Va^  —  Ä»,  c  =  Va»  —  Ä», 

so  gehört  dieses  Ellipsoid  zu  der  vorhin  erwähnten  Schaar  confo. 
caler  Ellipsoide,  und  es  ist  dann  u  von  A;  bis  a,  v  von  h  bis  /(,  io 
von  ^  bis  0  auszudehnen;  dies  giebt  folgende  Formel 


a      K      n 

fff 


(m2  —  v^)  (u^  —  w^)  («;2  —  w^) 


dudvdw 


Ui  tl2  Vi  V2  Wi  W2 

=  I  Jra  y(a^  —  Ä«)  (a«  —  Ä;»). 


Bemerkenswerth  ist  noch  der  Grenzfall  des  soeben  erörterten 
Coordinatensystems,  d.  h.  derjenige  Fall,  bei  welchem  die  Ellipsoide 
in  Kugeln,  und  die  Hyperboloide  in  ihre  Asymptoteukegel  über- 
gehen. Setzt  man  nämlich  u  =  r,  v  =  ss,  w  =  tt,  eh  für  /*  so- 
wie eh  für  h  und  lässt  schliesslich  £  zu  Null  werden,  so  verwandeln 
sich  die  Gleichungen  45)  in  folgende 

f  a?2  +  t/2  +  xf2  =  r2 


49) 


i2    +   "§2  «-   ]^2 


y' 


x^  y2 

<2     "^    <2  —   Ä2 


+ 


+ 


B- 


$^  —  Ä;2 

t'i  _  Aj2 


=  0, 


=  0, 


508  Die  vielfachen  Integrale. 

und  nun  ist  der  Punkt  xyz  der  Durchschnitt  einer  Kugel  mit  zwei 
elliptischen  Kegeln,  wobei  analog  dem  Früheren 

r>0,  h>8>K  h>t 

sein  muss.     Statt  der  Formeln  46)  erhält  man 

r  V(s-'  —  Ä»)  (ht  —  <«)  rV(Ä*  — s»)(fc»— <«) 

und  wenn  zur  Abkürzung 


Ui  = 


gesetzt  wird,  so  geht  die  Gleichung  48)  in  nachstehende  über 
52)  J  J  J  ^^^'  ^'  ^^  ^^ ^^ ^^ 


=/// 


Si  8-2  ti  f  2 


Diese  Transformation  lässt  sich  noch  in  einer  anderen  Form 
darstellen.     Substituirt  man  nämlich 


s  =  h  Vi  —  l^sin^q),  t  =  ÄA'sm  ^, 

so  sind  die  Werthe  von  x,  y,  j? 
53)    X  =  rVl  —  k^sin^cp  .  sin^,      y  =  rcosq)cosi\>^ 

z  =  rsiw  9  Vi  —  A'*^sm*^ 
und  aus  Nro.  52)  wird 

54)  11  I  ^{^^y^^)^^^y^^ 

J  J  J       ^  ^     '  V(l  —  A2  si»2  9)  (1  —  A'2sm2  ^)         ^ 

Im  Falle  A  =  l,  A'  =  0,  ^  =  ^üt  ^  %  geht  dieses  System 
der  elliptischen  Kugelcoordinaten  in  das  System  der  gewöhn- 
lichen Polarcoordinaten  im  Räume  über*). 


*)  Dio  elliptischen  Coordinaten  sind  liauptsächlich  von  Lam^  eingeführt 
und  zur  Lösung  von  Aufgaben  aus  der  Wärmetheorie  benutzt  worden; 
8.  Liouville's  Journal  Bd.  II,   S.  147  (Mimoire  sur   les  surfaces  isothenMs), 
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Rednctioii  vielfieu^her  Integrale  auf  : 

ein&chen  Int^;Talexu 

Wenn  bei  einem  melirfachen  Integrale 

.  .f{x^y,g,..)dxdyds  .  . . 


///■ 


e  Function /(r,y,  fr,...)  in  ein  Product  von  Functionen,  der  einzel- 
in Yariabelen  zerlegt  werden  kann,  etwa 

/(jr,y,r,...)  =  q>{x)if{y)x{z)  ..  ., 

id  wenn  gleichzeitig  alle  Integrationsgrenzen  absolute  Gonstanten 
ad,   80  reducirt  sich  das  mehrfache  Integral  von  selbst  auf  ein 
roduct  einfacher  Integrale,  nämlich 
a^i   n    ^ 

/    /    /. .  9(^)*(y)z(^)  •  •  äxdydB  .  . . 

xo    ifa     Co 

=  r/9'(^)<i«     Ji>(3f)iy     Ji(ß)i'      ... 

id  damit  ist  die  Hauptschwierigkeit  überwunden,  weil  es  Mittel 
nug  zur  numerischen  Berechnung  einfacher  Integrale  giebt.  Frei- 
h  wird  eine  derartige  Sonderung  der  Yariabelen  meistens  nicht 
rect  ausfahrbar  sein,  wohl  aber  glückt  es  in  vielen  Fällen,  durch 
isatz  eines  passenden  Factors,  der  selber  ein  Integral  ist,  sie  aus- 
brbar  zu  machen.  Die  hierzu  verwendbaren  Mittel  wird  das  fol- 
nde  Beispiel  zeigen. 

Das  zu  reducirende  Integral  sei 


00  00  00 


=///• 


cos  [A  (a;»  +  y*  +  £;'  H "^ixAyix  .  .  . 


J^  J^  J^     V(a«-a)»  +  (6y-/3)»  +  (c*-y)»  +  ... 

Bei  der  Unmöglichkeit,  den  Cosinus  auf  die  vorhin  erwähnte 
t  in  Factoren  zu  zerlegen,  ist  es  schon  ein  Yortheil,  wenn  man 
itt  des  gegebenen  Integrales  das  folgende  betrachtet 


.  IV,  S.  100  (Ä/r  Viquilibre  des  temp^ratures  etc.)  und  die  beiden  Werke: 
;on8  sur  les  fonctions  inverses  des  transcendantes  et  les  sur/aces  isothermes^ 
r/8  1857,  nnd  Legons  sur  les  coordonnies  curuUignes  et  leurs  diverses  appUca- 
s,  Paris  1859. 
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OD  00  00 


von  welchem  P  der  reelle  Bestandtheil  ist,  denn  hier  kann  bereits 
die  Exponentialgrösse  in  Factoren  aufgelöst  werden.  Um  ferner 
den  unbequemen  Nenner  wegzuschaffen,  erinnern  wir  an  die  auf 
S.  275  bewiesene  Formel 

00  

1  I   Ar 


/w«"-^~=Vf^'^* 


oder 

OB 


0 

und  benutzen  dieselbe  für  Ä  =  {ax  —  a)^  +  (pV  —  ßy  -f  . . . . 
Setzen  wir  überhaupt  zur  Abkürzung 
s  =  a;2  ^  2^2  ^  ^2  _|.  .  .  .  .  ^ 

r2  =  {ax^ay-  +  (hy^ßy  +  (c^-y)«  +  •  •  ., 
so  können  wir  B,  unter  folgender  Form  darstellen 

00         OB  00 

B=   ff...  c«^'  dxdy  '  "  -i=e-V4.7r  f^e^^'^'^du. 

!£ao!ioo  VjT  .       /     Vw 

Yersparen   wir   die  auf  u    bezügliche  Integration  bis  zuletzt, 
so  ist 


00  OD  00 


56) 


B  =  -i=e-V4.-^  f^  f  f,  .  e.as  +  «r')^^^y  .  ,  . 


In  dem  vielfachen  Integrale  nach  a?,  y,  etc.  kann  nun  die  Son- 
derung der  Variabelen  ausgeführt  werden.  Zufolge  der  Werthe 
von  s  und  r^  hat  man  nämlich 

ks  +  ur^  =  («^  +  i32  +  y2_| )^ 

+  {a^u  -{■  l)x^  —  2  aazta? 
+  (52t*  +  A)j/2_  2?>/5wy 

+ 

mithin  zerfällt  das  Integral 


OO  00 


ff.'  e'^^ +  «»'•>  da?  dy.  .. 


•00    — 00 


in  das  Product  aus  folgenden  Factoren 
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00 


/  ^ii(a*u  +  X)x^^2aau]x  ^^ 


•OD 
00 


/  gtKft««  4-A)y«~2  6/Jtt]y  ^y^ 


00 


Die  Werthe  der  einfachen  Integrale  nach  x,  y,  etc.  findet  man 
ttelst  der  Formel  54)  auf  S.  275;  vereinigt  man  hierauf  alle 
ctoren,  setzt  zur  Abkürzung 

__      anu  ßnu  y^ku 

d  bezeichnet  mit  n  die  Anzahl  der  Yariabelen  x^  y^  z^  etc.,  so  ge- 
igt  man  zu  dem  Ergebnisse,  dass  das  nach  Xy  y,  etc.  genommene 
egral  gleich  ist 

eraus  folgt  nach  Nro.  56) 

00 

B  =  V5^^  eV^^Cn-DTT  f    _ £^ __, 

Durch  Einführung  einer  neuen  Yariabelen  t  mittelst  der  Sub- 
tution  m 

A 

bält  man  noch,  wenn  zur  Abkürzung 

a^  ß^  r* 

setzt  wird. 


^  +  0(c»  +  0... 


A—1  /  V(a2  +  0  (5 

Scliliesslich  kann  man  in  Nro.  55)  und  58)  die  reellen  und  die 
aginären  Theile  vergleichen;  die  Resultate  sind  dann 
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00         CO 


—  OD     — 00 

00 


V»»-'    m<''-8)  cos  [1  (n  —  1)  ar  +  A  2]  dt 


00 


•00   —00 

00 


«'   + 


Aus  diesem  Beispiele  dürfte  iiinreichend  ersichtlich  sein,  wie 
sich  das  anfangs  erwähnte  Princip  auf  vielfache  Integrale  anwendea 
lässt,  wenn  die  gegebenen  Integrationsgrenzen  absolute  Constanten 
sind.  Bei  den  meisten  Integralen,  die  zur  Lösung  mechanisdur, 
physikalischer  und  anderer  Probleme  gebraucht  werden,  ist  sber 
diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  vielmehr  bestimmen  sich  die  Integrt- 
tionsgrenzen  gewöhnlich  durch  Ungleichungen  wie  0  < «  +  Jf 
+  •••<;  1  oder  0  <  Ä*  +  y^  +  •  •  •  <C  1  u.  dgl.  In  solchen 
Fällen  muss  man  zunächst  dem  vielfachen  Integrale  absolut  cod- 
staute  Grenzen  verschaffen  entweder  durch  Substitution  neuer  Yi- 
riabelen  oder  auf  einem  anderen  Wege,  den  wir  sogleich  seigen 
wollen. 

In  dem  vielfachen  Integrale 

17  =   /    /   /  .  .f(x,y,z,..)dxdyde  .  . 

mögen  sich  die  Integrationen  auf  alle  diejenigen  x,  y,  e,  ,  .  ,  bezie- 
hen, welche  der  Bedingung 

61)  0<  q)(x,y,g,...)  <  1 

genügen,  und  es  seien  mittelst  letzterer  die  Integrationsgrenzen  ili 
und  Xi  für  a?,  yo  und  yi  für  y  etc.  bestimmt  worden.  Zufolge  der 
summatorischen  Bedeutung  jedes  Integrales  kann  man  jetzt 

ü  =    I   j  .  .  .f(x,y,...)dxdy  .  .  • 
als  Theil  eines  anderen  und  ähnlichen  Integrales 

^^^  J  J  '  '  'f(^j!/y'")äxdy  .  .  . 
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sehen,  dessen  Integrationamtarmlle  weiter  sind  ab  die  mt- 
-echenden  InteiraDe  in  27,  d.  h. 

x^  <  X,  <  «i  <  Z|,    r,  <  3%  <  yi  <  r„  n.  8.  w^ 

ui  in  der  Thst  entiiilt  V  dieselben  Elemente  wie  U  und  «naser* 
m  unendlich  viele  andere  Elemente,  welche  der  Bedingung  61) 
:lit  genügen.  Könnte  man  diese  überschüssigen  Elemente  ans  V 
^schaffen,  so  würde  sich  F  in  17  yerwandeln.  Zn  einer  solehoi 
imination  eignet  sich  nnn  das  Integral 

V  2     Psina  cassa  , 

)  ^  =  z;  I  ::; <^®» 

0 

isen  Werth  nach  den  Formeln  20)  und  21)  auf  S.  Id5  und  196  ist 

«  =  1,  für  0  <  s  <  1, 

«  =  0,  für  s  >  1. 

bzt  man  nämlich  5  =  9  (o?,  y,  iff,  • .  • )  und  betrachtet  das  neue  In* 
H'al 

W=^  I    I  • .  «/(aJ,y,..-)  dxdy... 

Summe  seiner  Elemente,  so  werden  alle  Elemente,  welche  der  Be- 

^gui^g  61)  nicht  genügen,  durch  das  Verschwinden  von  S  ausge- 

lieden,  und  die  übrig  bleibenden  Elemente  von  W  sind,  wegen 

=  1,  dieselben  wie  die  entsprechenden  Elemente  in  U,  d.  h.  es 

W  =  U.     Mit  anderen  Worten,  statt  des  Integrales  17,  welches 

die  Bedingung  61)  gebunden  ist,  kann  man  das  neue  Integral 


OD 


2   r  r        f'sinocosso  ^,  x  ,     •,       j 

«J  J   "J ■^;—fii^.y,-)äxdy..dm 

0 

zen  und  darin  die  auf  o?,  j^,  ...  bezüglichen  Integrationsgrenzen 
Liebig  erweitern,  etwa  von  0  bis  1  oder  von  0  bis  00  u.  dgl. 
Dieselbe  Bemerkung  passt  auch  auf  das  allgemeinere  Integral 

^  =  J  J  "  '  -^[yC^iyi-'Ol/C^.y.--)  äxdy  .  .  ., 
Bsen  Integrationsgrenzen  durch  die  Bedingung 

stimmt  sein  mögen.     Unter  der  Voraussetzung  positiver  Ao,  A] 
d  für 

nämlich  der  Werth  des  Doppelintegrales 

Bohlömiloh,  Analyii«.    n.  33 


\fim»m§mJriHM 


^r\$mä^=%.i 


m9d6 


^  a*gU*  «Hf  aoB  Bf  fmi^rtk—giianr»  Ars,  y,  tbikli^. 


b«i^ 


I«  am  hiitfliühiMlaligiwIi 


•<: 


r<' 


TTwtibr  TttB  X,  y,  *  Warben;  wir  eefz«ii  znniclisl,  f 
BtfteW  M  iiiwtiJuL,  *«,  by,  cf  för  r,y,e  nnd  baben  dann 

n-.urrr.  >'('•+'•+">■"'■<)''■ 

J  J  J  U"  — «)'  +  !*» -«•+("-?)' 
0<i"  +  »>  +  «'<l. 
valMi  vir  £•  AUrännageB 

,  =  x'  +  ,'  +  .', 
rt  =  (ax-i.)<  +  (l,-«'  +  ("-)•)■ 
lwnDts«D  vollen.     Xwli  den  Torhin  angestellten  Erürterungu  ^ 
"*"  vir  S  dnrrli  das  folgende  fönffnche  Integral 

S  =  ^fJJtlililJ\o„a  daJ'FmmoUl 

«wetzen  und  hierin  die  auf  x,  y,  z  bezüglichen  Integrationen  ^ 
scheu  beliebig  erweiferit-n  Greneen  also  anch  zwisclien  den  GreuW 
'~  *  nnd  +  !»  vorn  eil  m  e  n ;  dies  gieht,  wenn  gleichzeitig  die  iifl' 
nenfolge  der  Integrationen  geändert  wird, 


V 
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^         _  00  1  00  00         00^ 

=  -^JäiofF(0)co3faedefff^^~  dx  dp  de. 

0  0  — 00  — 00  — 00 

I.S  dreifache  Integral  nach  x^y^e  findet  sich  ausNro.59)  fnrn=  3, 
==  Ci),  mithin  ist 

OD  1  tt 

===  —  2ahc  }  dc3  1  F(0)cos(oOdO —  /     . 


i  • 


►±in  T  den  Werth  hat 


^gleicht  man  die  erste  und  letzte  Form  von  S,  so  hat  man  bei 
^as  anderer  Reihenfolge  der  Integrationen 

D      ff  fpf-  +  ^  +  ■g'\  dxdydz 

J   J    J        \a«   "^   b»    "^    C*J  V(a;  _  «)»  +  (y  _  ß)i  +  (^_  y)i 


00  1 


-2ahc  f-, ^  p-^:!^da,  fnOyosaOde, 

Hieran  knüpft  sich  ein  weiteres  Resultat.  Durch  Differentia- 
n  in  Beziehung  auf  a ,  welches  rechter  Hand  nur  in  T  vorkommt, 
baiteht  nämlich  die  neue  Gleichung 

)    f  f  fri"^   \   ^*   I    ''*\  {a-x)dxdyde 


CO  1 


4abca  /  ,,  /  cosTada  I  F(0)eosia6d/), 

d  man  übersieht  auf  der  Stelle ,  dass  der  Werth  des  Doppelinte- 
itles 

00  1 

rr=  I  cosToäcj  j  F{(f)cosG}OdO 

0  0 

ttelst  des  Fourier' sehen  Satzes  gefunden  werden  kann  und  zwar 

\nF{T)  oder  Null  ist,  jenachdem  T  weniger   oder  mehr  als  die 

nheit  beträgt.     Um  dies    beurtheilen  zu  können,   unterscheiden 

r  die  beiden  Fälle 

«2         ß^         y^ 

—  4-  —  +  —  <  1 
a«  ^  62  ^  c«  ^ 


33* 
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—  /  cosscodcü  I  F(d)co$a0d6 

=  F(s)  oder  =  0,  jenachdem  8  zwischen  Iq  und  ki  liegt  oder  niclit; 

man  hat  also 

«  Xi 

8  r=2  -^  I    I  ,.f(x,y^..)dxdy  j  coss&dfx)  1  F(0)cos(oOd6 

und  zugleich  darf  man  die  Integratiousgrenzen  für^,  y,  etc.  beliebig 
ausdehnen ,  weil  das  als  Factor  zugesetzte  Doppelintegral  alle  der 
lutegrationsbedingung  A©  <C  ^  <C  ^i  nicht  genügende  Elemente  aus- 
scheidet.    Ein  Beispiel  mag  diese  Methode  erläutern. 
In  dem  dreifachen  Integrale 

S=ff  fpf^  J.t.4.^1\  dxdyäz 

J  J  J       Va»  "^  6«  "^  cV  y(a:-«)»  +  (y_/J)»+(^_y). 

mögen  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  und  negatiTeii,der 
Bedingung 

?!  4-  ??!  4.  £! 
a2  "*■  ^2  i-  ^2 


0<r;;  +  ?ä+:7<l 


genügenden  Werthe  von  flf,  y,  z  beziehen;  wir  setzen  zunächst,  db 
Brüche  zu  vermeiden,  aXyhy,  cz  für  x,y,ß  und  haben  dann 

F(x^  +  y^  +  z^)dxdydz 


^^jJJViax  —  a] 


iy  +  ihy~^ß)^+(cz^yy 
0  <  x^  +  y^  +  z^  <:  l, 

wobei  wir  die  Abkürzungen 

s  =  x^  +  y^  +  z\ 
r»  =  {ax  —  a)2  +  (py  ^ßy  +  (cz^  y)« 

benutzen  wollen.  Nach  den  vorhin  angestellten  Erörterungen  kön- 
nen wir  S  durch  das  folgende  fünffache  Integral 

S  =  i^ffri£^fcossa,doJ'F(e)cosmeäll 

0  0 

ersetzen  und  hierin  die  auf  x,  y,  z  bezüglichen  Integrationen  zwi* 
sehen  beliebig  erweiterten  Grenzen  also  auch  zwischen  den  Grenzen 
—  00  und  +  00  vornehmen ;  dies  giebt ,  wenn  gleichzeitig  die  R«' 
henfolge  der  Integrationen  geändert  wird, 


1^ 


[*"[  r  m,  ammtMj    f  J  ^^  -ix  if  43l 


=  —  2«»«  \  in  /  P?-#lrtiw»f**-?-  /  *** 


■ia  T^BB  W«Rä 


-^f        i'^t        -f«--f 


■ig^ÖCH  BHL  <fiK  4E3BK  amC   JSBMC3S:    TocaL   «m.  S^    W 


J  J  J      ^\^        1^        f«^i  g  jr — i^^««  — i;*  —  ^ — 


Kpjwftmig  xaf  c  ^Mcäfss  syikng  Ssui  amr  m-  ^ 


///-*! 


^^"^"^ 


//        ^     -  ^    /.  — ^— ,l  gtf 


■   *  5«  T«  f  ■«  ^  ^    ^*  ? 


ikni  WcEäi^    Tai. 


^  _  2f 


^^ 
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a«        /J«        y« 

—  4-  —  4-  —  ":>  1 

Im  ersten  Falle  ist  wegen  des  immer  positiven  t 

«8  ß^  y« 


d.  h.  T  <  1  mithin  U  —  \7tF(T)  und  nach  Nro.  65) 

66)       r  f  frf'^'  1  ^'  I   ^'^  (a-'X)dxdydß 

J  J  J      \a«  ■*■  52  "^  cV  y[(a-a?)3  +  aJ— 3d'+(y-ifW» 


Ott 


«/ 


«      T,       I  F(T)dt 


V(a2  +  0'  (^'  +  0  (c*  +  0 


Im  zweiten  Falle  ist  anfangs,  d.  h.  für  ^  =  0  und  überhaupt  für 
hinreichend  kleine  t  immer  noch  T  >  1.  Während  aber  t  das  h- 
tervall  0  bis  oo  durchläuft,  nimmt  T  fortwährend  ab  und  oon- 
vergirt  gegen  die  Null;  es  giebt  daher  eine  Stelle,  bis  zu  welcher 
Tj>  1  ist  und  über  welche  hinaus  T<;  1  wird  und  bleibt.  Diese 
Stelle  bestimmt  sich  durch  Auflösung  der  Gleichung  T  =  1 ,  d.  L 
der  cubischen  Gleichung 


welche,  dem  Gesagten  zufolge,  nur  eine  reelle  positive  Wurzel  halm 
kann.     Nennen  wir  letztere  r,  so  ist 

f  ür  <  <  r,         T  >  1,  rr  =  0, 

für  f  >  r,         T  <  1,         U  =  lütF(T). 

Um  diese  verschiedenen  t  zu  sondern,  braucht  man  nur  das  anf  f 
bezügliche  Integral  auf  der  rechten  Seite  von  Nro.  65)  in  zwei  In- 
tegrale von  ^  ==  0  bis  t  =  r  und  von  t  =  t  bis  i  =  oo  zu  zerle- 
gen. Im  ersten  Integrale  ist  dann  t  <^  t  mithin  U  =  0,  und  folg- 
lich verschwindet  das  Integral;  es  bleibt  nur 

''>     JJJ  ^b  +  ^  +  ^;V[(a-.,)»  +  (^- 


»)»+(y -«)']• 


00 


„       ^        r  F(T)dt 


Den  Grenzfall 


o»  "^  6»  "'"   c«  "" 
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Juam  man  zu  jedem  der  beiden  Hauptfalle  rechnen;  es  ist  dann 
T  =  0,  und  die  Formeln  66)  und  67)  werden  identisch. 

Aehnliche  Resultate  ergeben  sich,  wenn  man  die  Gleichung  64) 
in  Beziehung  auf  ß  oder  y  differenzirt;  sie  sind  von  Werth  für  die 
Berechnung  der  Anziehung,  welche  ein  mit  Masse  erfülltes  Ellipsoid 
auf  einen  irgendwie  liegenden  materiellen  Punkt  ausübt  *). 


*)  Die  Integration  mittelst  des  sogenannten  Discontinnitätsfactors  t 
[Nr.  62)  ist  von  Lejeane-Dirichlet  gezeigt  worden  in  den  Abliandlangen 
der  Berliner  Akademie  v.  J.  1839  (erschienen  1841),  S.  Gl;  dass  man  die 
Poarier'schen  Doppelintegrale  als  allgemeinere  Discontinaitätsfactoren  ver* 
vrenden  kann,  durfte  der  Verf.  zaerst  bemerkt  haben  (Analytische  Studien, 
Bd.  II,  §.  23). 
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Die  Integration  der  linearen  Differentialgleichungen 

zweiter  Ordnung. 


Vorläufige  Erörterungen. 

Bei  mechanischen  und  physikalischen  Problemen  wird  nicht 
selten  die  Integration  von  Di£ferentialgleichungen  erforderlich,  welche 
unter  der  Form 

1)  (««  +  M)^  +  iat+h,x)  g  +  (»0  +  60«)  9  =  0 

enthalten  und  daher  als  lineare  Di£ferentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung zu  bezeichnen  sind.  Wie  diese  Integration  unter  allen  Um- 
ständen ausgeführt  werden  kann,  wollen  wir  im  Folgenden  zeigen. 
Um  gleich  diejenigen  Fälle  zu  erledigen,  bei  denen  man  mit 
den  gewöhnlichsten  Hülfsmitteln  ausreicht,  discutiren  wir  vorerst 
die  naheliegende  Frage,  unter  welchen  Umständen  die  Differential- 
gleichung 1)  ein  particuläres  Integral  von  der  Form 

2)  y  =  e^' 

besitzt,  wo  A  eine  noch  zu  bestimmende  Constante  bezeichnet.  Die 
Substitution  des  genannten  Ausdrucks  giebt  nun 

was  für  jedes  x  richtig  ist,  wenn  die  Gleichungen 
'  rojA«  +  «lA  +  oo  =  0, 

zusammen  bestehen.  Diese  Goexistenz  findet  erstens  statt,  sobald 
die  vorliegenden  Gleichungen  zwei  gemeinschaftliche  Wurzeln  haben; 
dann  würde  sich  aber  die  zweite  Gleichung  nur  durch  einen  gemein- 
schaftlichen Factor  k  von  der  ersten  unterscheiden,  d.  h. 
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h.2  =  ka2j    hl  •=  kßi,    ft©  =  koo 
sein,  und  statt  der  Differentialgleichung  1)  hätte  man  die  einfachen 

deren  vollständiges  Integral  bekanntlich  ist 


Die  Gleichungen  3)  können  aber  auch  zusammen  bestehen,  wenn 
sie  nur  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  besitzen  und  diese  für  A  ge- 
nommen wird.  Eine  solche  gemeinschaftliche  Wurzel  ist  Yorhanden, 
sobald  die  CoefQcienten  a«,  ^19^2,  &09  ^i«  ^2  derjenigen  Gleichung 
genügen,  welche  durch  Elimination  von  A  aus  den  Gleichungen  3) 
entsteht,  nämlich 

4)  (aohi  —  ai Iq)  (a, &2  —  «2^1)  =  ((hh  —  (hhy\ 
diese  ist  gleichzeitig  die  gesuchte  Bedingung,  unter  welcher  y:=^r' 

.  ein  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung  1)  darstellt. 

Um  hieraus  das  allgemeine  Integral  abzuleiten,  setzen  wir 

5)  y  =  e^'z, 

wo  A  die  vorige  Bedeutung  hat  und  z  eine  neue  abhängige  Yariabele 
bezeichnet.     Wir  erhalten  jetzt 

d^z  dz\ 

(«2  +  h^)  ^  +  [2  A  (a,  +  l^x)  +  (ai  +  ^1^)]  -^1  _  q. 

+  [(a2A2  +  aiA+ao)  +  {hl^ +  l,X +  l,)x\e  ) 
hier  verschwindet  der  Coefficient  von  z^  und  wenn 

dz  ,  d^z dz' 

dx  '         dx^         dx 

gesetzt  wird,  so  giebt  die  Trennung  der  Variabelen 

Z'  l  '      02    +    02  a?J 

Die  Integration   dieser  Differentialgleichung  ist  sehr  einfach, 
erfordert  aber  die  Unterscheidung  der  beiden  Fälle    l>2  =  0  und 

^3  ^  0. 

Für  ^2  =  0  erhält  man  aus  No.  6) 

W  =  ^  (21  ^  ^  X  -^  ^  x^  •\-  G 
=  —  (2  A  +  x)  a;  —  fAa;2  +  C, 
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orin  X  und  fi  unmittelbar  verständliche  Abkürzungen  sind;    wei- 
r  ist 

iraus  findet  sich  z  und  nachher 

Ui  5| 


a2  2  Oi 

Wegen  bj  =  0  ist  zufolge  der  zweiten  Gleichung  in  Nro.  3) 

A  =  —  — 

id  die  Bedingungsgleichung  4)  lautet  einfacher 

(»0^1  — CLih)h  +  (h^o  ==  0. 
Wenn  zweitens  h^  einen  von  Null  differirenden  Werth  besitzt, 
liefert  die  Gleichung  6) 

id  schliesslich 

*-^'  '*-     ^»    ' 

ibei  ist  A  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Gleichungen  3). 

Wie  man  sieht,  kann  das  allgemeine  Integral  der  Differential- 
ßichung  1)  immer  entwickelt  werden,   wenn   die  Bedingung  4)  er- 
llt  ist;  im  Folgenden  setzen  wir  daher  voraus,  dass  die  Gleichung 
nicht  stattfinde. 


Transformationen  der  allgemeinen  Diffbrential- 

gleioliung. 

Bevor  wir  an  die  Integration  der  allgemeinen  Gleichung  1) 
ben,  wollen  wir  erst  zeigen,  wie  letztere  durch  Transformationen 
reinfacht  und  auf  eine  gewisse  Normalform  zurückgeführt  werden 
an.  Der  leichteren  Uebersicht  wegen  unterscheiden  wir  drei  Haupt- 

le,  ob  nämlich  bj  =1)1  =  0,  oder  nur  ^2  =  Ö|  oder  ob  b^  ^  0  ist; 

iser  Unterscheidung  liegt  die  Bemerkung  zu  Grunde,  dass  der 
sdruck  h-2^^  4"  ^1  ^  4*  ^«  entweder  constant  oder  linear  oder 
shstens  quadratisch  sein  kann. 


Ö2i     Die  Integration  <Ior  linearen  Differontialgleicbmige)) 
A.     Krater  Hauptfall:  b^  =  t>i  =  0,  mitbin         «mm 

^^  %  S  +  «.  ^  +  («« +  «^^)  y  =  0.       " 

Setat  man 
vo  ).  vorläufig  nucli  uubefitimiut  bleiben  mag,  so  ergiebt  sich 

Diese  Gteichnng  wird  einfacher,  wenn  man 

nimmt  und  mit  o^,  welche»  keinenfalle  Null  ist,  dividirt;  sie  erb 
nämlich  die  Form 


12) 


g  +  («  +  /«»)  1 


2thrtt  —  (<h)'  H  —  h 

~      W     '     '^--,' 

Hier  elnd  wioder  zwei  Terschiedene  Transformationen  möglieb. 

Führt  mao  nämlich  statt  s  eine  neue  unabhängige  Variskl 
ein  mit  HüJfe  der  Gleiehung 
13)  x  =  d  +  ^, 

BO  gebt  die  Differentialgleicbnng  über  in 

und  für 

wird  daraus 

15)  äF  +  S'  =  °- 

Hätte  man  daa  Integral  dieser  Differeutialgleicbung  gefnndei 
etwa 

1,5  •)                              <!=/(& 
SO  wttrde  » x  -~-  8 a  +  ßx 

SU  substituiren  eein;  das  Integral  von  Nro.  12)  wäre  duui 


und  Sam 
9*) 

wovn  Ivr  i^  ß 


16) 
■oliat 


») 


W  = 


(t^O- 


2£f 


=  -J  +  -^ 


dji_i%    ix 


t»-i 


Uid  «Bgckckrt 


d^ 


Vrfr'     ^x 


dx 


di 


-2  rf,  ^^ 


jf»««£» 


nod 


X2«5        ^{» 

Kadi  SulHÜtiiiioB  dkas 
Tervandeh  nck  die  Glmfasg  12/  in  naciisUlwiide 

^  ^  +  <>-■>  s|  +  »v«*f  *^'  »=^ 

wddie  finear  vird  lor  ■  =  |,  Biaüidi 

17)  {^  +  i4l +  s^»'{?  =  a 


rff= 


'£ 


18)  9  =  e»f  fc 

■o  erbik  matt  für  die  Uabekaiiate  i  £e  INfferentialfleicfamg 


und  wenn  hier 

genommen  wird,  so  crgidit  nck 
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20)  |g  +  a  +  öf|  +  K  =  o. 

Diese  Differentialgleichung  steht  unter  der  Form 


21) 


1^, +  (l>  +  2+l)f|+l>f  =  0. 


p  =  a  =  h 

und  es  ist  dies  insofern  bemerkenswerth,  als  sich  nachher  zeigt 
wird,  dass  die  Gleichung  21)  als  Normalform  der  allgemeinen  Difl 
rentialgleichung  1)  gelten  kann. 

Nennen  wir  das  Integral  von  Nro.  20) 
20  *)  t  =  F  (I), 

so  haben  wir  für  Nro.  17) 
17*)  «?  =  eV«5jp(|), 

und  erhalten  hieraus  das  Integral  von  12),  indem  wir,  gemäss  Nro.  1 

substituiren;  zur  Abkürzung  sei  hier 

dann  wird  |  =  2  (^  +  va?)'/*,  und  das  Integral  von  Nro.  12)  ist 

12*)  fi  —  c>^^i"+''')'  F  [2  V((i  +  vxyi 

sowie  endlich  das  Integral  von  Nro.  9) 
9  *)  y  z=  e^'  +  r(.M+i/ir)« F  |-2  y(^  ^  ^  ^y^ 

worin  k,  fi,  v  durch  ^O)  ^i*  ^  und  hj  auszudrücken  sind. 


B.    Zweiter  Hauptfall:   hi  =  0,  ti  ^  0,  also 

23)  a,  ^  +  (a,+hx)  ^  +  («o  +  M  ^  =  0. 

Mit  Hülfe  der  Substitution 

24)  1/  =  c^*iy, 

worin  X  vorläufig  unbestimmt  bleibt,    gelangt  man  zu   der  ne 
Differentialgleichung 

.  +  [ajA«  +  a,  A  +  ao  +  ihi.  +  \)x]t}  =  0, 
welche  sieb  vereinfacht,  wenn 


25) 


«        zweiter  Ordnuig. 


&27 


«1  = 


2atl  +  ai 


Hit,  — 2a,^    M   —^ 


2e) 


+  («1  +A*)  TT  +  ««9  =  ö- 


gesetzt  wird;  Bum  erbüt  namlirh 

Statt  0?  möge  eine  neue  mutbhängige  Tariabele  £  mittelst  der 
Gleichung 
27)  «  =  «  +  £  vT 

eingeführt  werden.    Man  findet  snnäefast 

dii_2yr  dj  ^ _ 2 r^t^t,   di5i 

dx  ~      «      *d|'    dx*~«*L     d|*       «i|J' 
und  dnrcb  SalMtitatidn  dieser  Ansdrficke 

Um  die  Torliegende  Gleichung  zn  yereinfachen,  nehmen  wir 


nnd  erhalten 


<l«i; 


dri 


oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 


29) 


^5S  +  (l>  +  «  +  «)S+i'^  =  ^' 


dr 


p  = 


äi 


«0 


«  =  J 


1>  = 


ßi  —  ^ 


2/Ji'       ^-«        --       2A 

In  dem  speciellen  Falle  ßi  z=z  0  ist  diese  Transformation  nn* 
ausfuhrbar,  aber  auch  nicht  nöthig;  da  nämlich  ßi  nur  dann  Ter- 
schwinden  kann,  wenn  b^  =  0  ist,  so  hätte  man  es  mit  einer  Diffe- 
rentialgleichung der  ersten  Form  9)  zu  thun. 

Vorausgesetzt,  dass  man  das  Integral  der  Differentialgleichung 
29)  in  der  Form 

29*)  iJ  =  F(|) 

darstellen  kann,  ist  nun  das  Integral  von  Nro.  26): 
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und  das  Integral  von  Nro.  23) 

23*)  ,  =  e»'r[(^ii|i^], 

wobei  «1,  ßi  und  l  die  in  Nro.  25)  angegebenen  Werthe  besitzen 

C.    Dritter  Haupt  fall:    Es  verschwinde  &2    nicht,  und  da 
sei  die  Differentialgleichung  von  der  allgemeinen  Form 

30)  ((H+hx)  g  -I-  (a,  +  hx)  ^  +  («0  +M  y  =  0. 

Wie  früher  benutzen  wir  zunächst  die  Substitution 

31)  y  =  e»'ij, 

und  erhalten  für  1}  die  Differentialgleichung 


(a^  +  hx)  0  +  [2a,A  +  o,  +  (ßb.X  +6,)^;]  j^ 


=  0. 


33)     [ 


Für  A  setzen  wir  eine  Wurzel  der  Gleichung 
32)  6aA«  +  ft^A  +  bo  =  0, 

und  führen  folgende  Abkürzungen  ein : 

«2  =  «2»    A  =  ^2»    ^i  =  SoaA  -f  «if    ßi  =  ^bjA  + 

wir  haben  dann  einfacher 

34)  (a,  +ß2x)^  +  («1  +/3ia:)  ^  +  «oi?  =  0. 

Die  weiteren  Schritte  der  Rechnung  sind   davon  abhängig, 
die  Gleichung  32)  gleiche  oder  verschiedene  Wurzeln  besitzt. 

a.    Im  ersten  Falle  hat  man 

und  daher  die  einfachere  Form 

36)  («2  •]-ß2^)  ^2  +  «1  ff  +  «Ol?  =  ^' 
worin  ßi  ==  1>2  von  Null  verschieden  ist.     Die  Substitution 

37)  x  =  -f^+m\ 
giebt  nun 
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<f»l} 


da;« 
ind  daher  wird  die  Differentialgleichung  37)  zur  folgenden 

Wir  setzen  weiter 
J8)  ri  =  e'^H, 

ind  erhalten  für  ^  die  neue  Differentialgleichung 

liese  wird  einfacher  durch  die  Annähmet 

and  stellt  sich  unter  folgende,  bereits  erwähnte  Form 


40) 


p  =  a  =  —  —  \' 


Aus  dem  Integral  der  vorigen  Gleichung,  welches  wieder 

40*)  S  =  J'  (I) 

heissen  möge,  erhält  man  das  Integral  von  36)  mit  Hülfe  der  Glei- 
chungen    

r  P2 «  Pf 

leobei  zur  Abkürzung 

■ein  möge;  das  Integral  von  36)  ist  dann 


36  *)  7)  =  6^/"+"'  J'  (2  Vfi  +  vx), 

mithin  das  Integral  von  30) 

30 *)  y  =  e^'-^'^M+^'^F  (2  V^  +  vx). 

Drückt  man  A,  fi,  r,  jp  durch  die  Coefficienten  der  Gleichung 
80)  aus,  so  gelten  folgende  Werthe: 

SohlOmiloh,  Analyiii.    n.  34 
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4  flfo  ihy  —  2  «1 6, 62  4-  a«  (^i)* 


fl  z=  —  O) 


(b,)' 


P  =2  = 


ttih-i  —  Oj  l»i        j 


b.  In  dem  allgemeinen  Falle,  wo  die  quadratiscHe  Gleicbu 
32)  verschiedene  Wurzeln  besitzt,  wird  die  Sache  am  einfachsti 
Durch  Substitution  von 

42)  a!  =  -J  +  x| 

erhält  man  nämlich  aus  Nro.  34) 

fc  d^V    ,    r^i ß^  —  «2 ßi    t    ßi^  t\^^  j_  ^^  ^  —  (\ 
*^  "^  L       ißd'         +  77^J  ^  +  TT  ^  """^ 

und  da  hier  /3i  nicht  Null  ist,  so  lässt  sich  die  Gleichung  mitte 

der  Annahme 

43)  3C  = 


ft 


ß' 
vereinfachen.    Das  Resultat  ist  von  der  Form 

«g  +  (.  +  «  +  ßf|+i.,  =  0. 

«0  «ißi  —  f^ißl  gp 

.^~ßi'  ^~         (ß^)'  ßx' 

Nach  Nro.  42)  und  43)  hat  man 

_  f^i  +  ß^x  _  ßi^oc^_+_ßiX) 

und  wenn  daher  das  Integral  von  Nro.  44)  mit 

44*)  ri  =  F(^) 

bezeichnet  wird,  so  ist  das  Integral  von  Nro.  34) 

und  das  Integral  von  Nro.  30) 

30*)  ,  =  e..r  [M^+ii^], 

wobei  A,  «2  und  ß^  durch  die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung 
auszudrücken  sind. 

Die  Nebeneinanderstellung  der  letzten  Formen  (21,  29,40,44), 
wozu  die  vorigen  Umwandlungen  führten,  zeigt  augenblicklieb  die 
Richtigkeit  des  Satzes:    Die  Differentialgleichung 
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inn  durch  gehörige  Substitutionen  immer  auf  die  Nor- 
alform 

•)  lg  +  (P  +  2  +  l)ff+.9'  =  0 

jbracht  werden.  Mit  dieser  haben  wir  uns  nur  noch  zu  beschaf- 
fen, und  zwar  wollen  wir  zunächst  einige  Eigenschaften  von  ihr 
twickeln,  welche  für  die  nachherigen  Integrationen  von  Wichtig- 
it  sind. 


Vorbereitung  der  Integration. 

Durch  Substitution  von 
)  9  =  e—^^ 

ht  die  Gleichung  45)  in  die  folgende  über 

d  daraus  wird  für  |  =  —  |i 

)  li^  +  Ca+i'  +  Dfl  4-2^  =  0; 

5s  ist,  wie  man  sieht,  dasselbe,  als  hätte  man  q  und  p  gegen  eiu- 
der  vertauscht.  Bezeichnet  man  das  Integral  von  Nro.  45)  mit 
=^  F  (p,3, 1),  so  muss  das  Integral  von  47)  mit  ^  =  J^  fejp,  |i) 
zeichnet  werden  und  die  Gleichung  46)  giebt  dann 

F  (jp,  q,  I)  =  e-iF  iq,p,  |,)  =  e-^F  (q,p,  - 1). 
er  auch 

■)  F(p,q,-^)  =  e-HF(q,p,+^), 

d  umgekehrt 
)  Fiq,p,  +  ^)  =  e-SF(p,q,-^. 

B   Formel   48)  zeigt,    dass  der  Fall  eines   negativen  |   auf  den 
11  eines  positiven  |  zurückgeführt  und  daher  |  immer  positiv  ge- 
ntimen  werden  kann;    aus  Nro.  49)    ersieht  man   den  Effect  der 
Jenseitigen  Vertauschung  von  p  und  q. 
Setzt  man  in  der  Gleichung  45) 

ergiebt  sich  nach  Division  mit  l»*—^ 

f^  +  H^r+p  +  q+^)^  +  lrir+p-\-q-l)  +  (r-\-p)i]a>=0; 

34* 
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die  linke  Seite  wird  durch  |  theilhar,  sohald  r  den  Werth 

r  =  1  —  p  —  q 
erhält;  es  bleibt 

^W^  (2-1^-3  +  1)^  +  (1-3)0=0. 

und  dies  ist  dasselbe,  als  wäre  in  Nro.  45)  1  —  q  für  p  und  zu- 
gleich 1  —  p  für  q  gesetzt  worden.  Man  hat  zufolge  dieser  Beme^ 
kung  CO  =  F  (l  —  g,  1  —  p,  ^)  und  wegen  9  =  l*"© 

50)  F  (p,  q,  I)  =  li-P-^J'  (1  -  g,  1  -1),  I), 
oder  auch 

51)  F(-p,-q,i)  =  i^+P+iF(l  +  q,  1  +p,i); 

diese  Formel  zeigt,  wie  der  Fall  negativer  p  und  q  auf  den  Fall 
positiver  p  und  g  zurückgeführt  werden  kann. 

Bemerkenswerth  ist  noch,  dass  eine  mehrmalige  Differentiation 
der  Gleichung  45)  wieder  eine  Gleichung  von  derselben  Form  giebi 
Durch  wi- malige  Differentiation  erhält  man  nämlich 

und  wenn 

gesetzt  wird,  so  folgt  weiter 

d^  &  d& 

^j^  +  ini-\-p  +  q  +  i)j^  +  (m+p}@  =  0, 

und  dies  ist  das  Nämliche,  als  wenn  in  Nro.  45)  2?  4"  ♦»*  für  |?  ge- 
setzt worden  wäre.  Man  hat  daher  &  ^=  F  (p  -^  m,  g,  |)  und  nach 
dem  Vorigen 

52)  p(,+.,,.|)  =  ^_:!^^). 

Differenzirt  man  auch  die  Gleichung  47)  n-mal  in  Beziehung 
auf  li,  so  gelangt  man  ebenso  leicht  zu  der  Formel 

F  {q  +  ft,p,^0  = jtli 1 

oder 

und  es  ist  daher 

53)  i.(p.,  +  „.|)  =  (-l)-e-«^-lIi4fiMJ)l. 


I 
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Bei  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiation  erhält  man 
F  (p,  g  +  n,  I)  ausgedrückt  durch.  F(p,  g,  |),  F  (i>  +  1,  g,  |), 
F  (p  +  2,  g,  {)  u.  s.  w. 

Mit  Hülfe  der  vorigen  Relationen  lässt  sich  zeigen,  dass  die 
Function  F  (p,  g,  ^)  immer  gefunden  werden  kann,  wenn  sie  für 
positive  echt  gehrochene  jp  und  q  hekannt  ist.  Wir  betrachten 
nämlich  folgende  vier  Fälle. 

a.  Es  mögen  p  und  q  positive  unechte  Brüche  sein;  wir  setzen 
dann 

wo  fn  und  n  ganze  positive  Zahlen,  r  und  s  positive  echte  Brüche 
bezeichnen,  die  auch  Null  sein  können.  Nach  Formel  52)  haben 
wir  jetzt,  indem  wir  die  mehrmalige  Differentiation  durch  D^  an- 
deuten, 

wenden  wir  noch  rechter  Hand  die  Formel  53)  an,  so  wird 
64)     F(m+r,n  +  8,l)  =  (— 1)«2)"»  [c-^D»»  {c+5F(r,s,|)}]. 

b.  Bei  gleichzeitig  negativen  p  und  q  setzen  wir  ähnlich  wie 
Torhin 

jp  =  —  (m  —  1  +  r),     3  =  —  (w  —  1  +  s), 

und  erhalten  zunächst  aus  Nro.  51) 

F(— m+1— r,— n+1— s,i)  =  |"»+«+''+'~iFOi  +  s,m  +  r,|); 

nach  Formel  54)  giebt  dies 

€•    Wenn  p  positiv,  q  negativ  ist,  so  sei 

p  =  m  -\-  r,    q  =  —  n  -\-  S] 

indem  man  der  Reihe  nach  die  Formeln  52)  und  51)  anwendet,  ge-^ 
langt  man  zu  den  Gleichungen 

F(m  +  r,—n  +  s,^)  =  D^F  (r,  —  n  +  s,|) 
^l  =  l>-[|^-'*+»-'F(n+l-5,l-r,S)], 

56)    F(m  +  r,— n  +  s,|)  =  D"»K»+i-^'D"F(l  — s,l— r,S)]. 
d.    Bei  negativen  p  und  positiven  q  setzen  wir 
l>=  —  m  +  r,     q  =  n  •}-  s, 
und  benutzen  der  Reihe  nach  die  Formeln  53)  und  51);  dies  giebt 

F(-.m-fr,n  +  s,|)  =  (— l)'»e-^D''[e+^F(— w+V,s,|)] 

=  (—l)'»c-^D»[el^i+"»-'^F(l— s,m  +  l— r,|)], 
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und  bei  nochmaliger  Anwendung  von  Formel  53) 

.7^      f  F(~m  +  r,n  +  s,|) 

^     l=(— !)'»+'•  c-5Dni'"+^"'*"'J5»'»  {6+5 JP  (1—5,1— r,ö}]. 

Da  r  und  s,  mithin  auch  1  —  r  und  1  —  8  positive  echte 
Brüche  sind,  so  hat  man  den  Satz:  Das  Integral  der  Differen- 
tialgleichung 

{^  +  0.+,  +  l)|f+i.9  =  0 

lässt  sich  immer  auf  das  Integral  der  ähnlich  geformten 
Differentialgleichung 

zurückführen,    worin    Pi    and    ^i    positive    echte   Brache 
sind. 


Integration  unter  specieUen  Voraussetzungen. 

Die  Integration  der  Gleichung  45)  ist  sehr  leicht,  wena  ent- 
weder p  oder  q  verschwindet.     Für  p  =  0  hat  man  nämlich ,  wenn 

77"  mit  (p'  bezeichnet  wird, 
»5 


v^  =  -(f  +  ')«- 


und  daraus  findet  sich 

58)  (p=  C  A-^e-^d^  +  Ol. 

Wenn  q  =  0  ist,  vertauscht  man  p  und  q  gegen  einander,  d.  \u 
man  integrirt  die  Gleichung  47)  und  erhält  nachher 

59)  9  =  e-^  \c  f^-Pe  +  ^d^  +  cX 

Unter  welchen  Umständen  p  oder  q  verschwinden,  sieht  man 
leicht  aus  den  früher  angegebenen  Werthen  dieser  Constanten,  und 
daher  möge  nur  für  den  allgemeinen  Fall  (C,  b  auf  S.  530)  eine 
Bemerkung  folgen.  Nach  Formel  44)  wird  jp  =  0 ,  wenn  «0=0, 
d.  h.  wenn 

60)  «2^^  +  «1^  -|-  ao  =  0, 
und  da  X  durch  die  Gleichung 

61)  ^2^2  4-  b^A  +  &o  =  0 
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bestimmt  war,  so  kann  das  Verschwinden  von  p  nur  eintreten,  so- 
bald beide  quadratische  Gleichungen  eine  gemeinschaftliche  Wurzel 
A  besitzen,  wozu  die  Bedingung 

62)  (ao bi  —  üi ho)  (Oi b*  —  «2 bi)  =  («o bj  —  o^ bo)' 

gehört,  und  wenn  für  A  diese  gemeinschaftliche  Wurzel  Xi  genom- 
men wird.  Damit  kommt  man  auf  den  8^516  erörterten  Fall  zu- 
rück.    Es  verschwindet  ferner  q  unter  der  Bedingung 

welche  nach  Substitution  derWerthe  von  ccQ^cci,cC2,ßi,ß2  übergeht  in 

63)  (ai ^2  —  «abi)  (2 h A  +  b,)  —  (h)^  (a2k^  +  aiX  +  ao)  =  0. 
Durch  Elimination  von  A  aus  61)  und  63)  gelangt  man  wieder 
zur  Bedingungsgleichung  62);  es  ist  daher  wiederum  erforderlich, 
dass  die  Gleichungen  60)  und  61)  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  Aj 
besitzen,  nur  darf  man  nicht  diese  für  A  nehmen  und  muss  folglich 
die  andere  Wurzel  der  Bestimmüngsgleichung  61)  für  A  setzen.  In 
der  That  überzeugt  man  sich  a  posteriori  sehr  leicht,  dass  der  Werth 

A  —  —  A    —  5l 

h 
die  Gleichung  63)  befriedigt. 

Wir  betrachten  nun  den  etwas  allgemeineren  Fall,  wo  eine  der 

Grössen  p  und  q  eine  ganze  positive  Zahl  ist.     Bei  ganzen  positiven 

p  =  m  erhält  man  mittelst  der  Formeln  52)  und  58) 

i'^(m,g,ö  =  D-F(0,g,|) 

dies  ist  aber  nur  ein  particuläres  Integral,  und  daher  bedarf  die 
Methode  einer  kleinen  Modification.  Denken  wir  uns  q>  =  F  (w,g,|) 
als  mten  Differential quotienten  einer  anderen  Unbekannten  a  und 
substituiren  demgemäss 


in  die  Gleichung 

SO  gelangen  wir  zu  der  neuen  Differentialgleichung 

|D«»+2g>  +  (m  +  g  +  f)D^+^ß)  +  mD'^G)  =  0, 
welche  übereinkommt  mit 

2)»«  [|  2)2  0)  +  (g  +  Ö  2) 0)]  =  0. 
Dieser  Gleichung  genügt  ein  o,  für  welches 
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^D»fi)  +  (3  +  1)2)01=  ö 
wird  oder,  weil  Do  =  o)'  ist, 

Nach    einem   sehr   bekannten   Verfahren   findet   man    als   Integral 
dieser  Differentialgleichung 

und  wegen  (p  =  D^co  =  D^—^a'  hat  man  schliesslich 

65)    fp  =  CD*»-!  r|-^ö-5  A^-ie  +  ler|l  +  CiD"»-!  U^U-^ 

als  vollständiges  Integral  von  Nro.  64). 

Bei  positiven  ^  und  |  lässt  sich  dieser  Ausdruck  in  eine  andere 
Form  bringen,  bei  welcher  die  angedeuteten  Differentiationen  aus- 
führbar werden.    Es  ist  nämlich 

r^9~U  +  ^d^  =  ft9-U+'dt  +  Co, 


0 

0» 


1       1    r 

mithin  durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  und  bei  Aenderung  der 

Constanten  Oi 

I 

0  0 

Im  ersten  Integrale  setzen  wir  <  =  |  (1  —  u)  und  erhalten 

^,  1 

0  0 

1 

—  (_^  l)m-l  y  ^m-1  (1  -~  li)  g-1  a-5«  (f  tt; 
0 

im  zweiten  Integrale  ist 


00 


0  0 

00 


Od«, 
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mitbin  ergiebt  sieb,  wenn  der  Factor  ( — 1)*^^^  in  die  willkübrlicben 
Constanten  eingerecbnet  wird, 

1  0» 

0  0 

Ist  zweitens  q  eine  ganze  Zabl  =  -f-  n,  mitbin  die  gegebene 
Differentialgleicbung 

80  vertauscbt  man  zuerst  p  und  q  gegeneinander  wie  in  Nro*  47) 
und  integrirt  die  Gleicbung 

auf  dieselbe  Weise  wie  vorbin  die  Gleicbung  64);  dies  giebt 

i, = cD«-i  r^i-^  ^""^  A^  *"'  ^^^'  ^  ^^] + ^^  -^'"'  t^^"'  ^"^'1- 

Wegen  Si  =  —  S    und   vermöge  Formel   46)   folgt  hieraus  bei 
Aenderung  der  Constanten 

Bei  positiven  jp  und  |  lässt  sieb  dieser  Ausdruck  auf  äbnlicbe 
Weise  umwandeln,  wie  es  vorbin  mit  dem  unter  Nro.  65)  angegebe- 
nen Wertbe  von  q)  gescbeben  ist.     Man  bat  nämlicb  einerseits 

0 

und  mit  Hülfe  der  Substitution  u  =  ^v 

|-P e+5  A^i e-5 rf|  =  A^-i e-5<»-«'>rf V  +  etc3 
andererseits  ist 


0» 


1  » 


=  jfi-r  IjvP-Uin-^^dv+fvP-^e-i^'-^^dv] 


^)   • 


=  Yjr.  [ytrf^>c««-»'d»+y  (l+«)'^'e-5"dJ-, 
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nach  Substitution  dieser  Wertho  in  Nro.  68)  werden  die  angedeute- 
ten Differentiationen  ausführbar  und  man  erhält 

0  0 

Auch  in  dem  Falle,  wo  p  oder  q  eine  negative  ganze  Zahl  ist, 
können  ähnliche  Methoden  angewendet  werden,  doch  wollen  wir 
uns  bei  diesen  Details  nicht  aufhalten. 


Allgemeine  Integration. 

Durch  die  Formeln  66)  und  69)  wird  man  auf  die  Vermuthung 
geführt,  dass  der  Werth  von  g>,  wenigstens  in  manchen  Fällen,  am 
zwei  bestimmten  Integralen  zusammengesetzt  ist,  in  welchen  die 
unabhängige  Yariabele  (|)  der  Differentialgleichung  die  Rolle  einer 
Gonstanten  spielt.     Dies  bedarf  einer  genaueren  Untersuchung. 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  erstens  den  Ausdruck 

1 

70)  M  —  JuP-^  (1  —  w)9-i  e-^^du. 

0 

Durch  zweimalige  Differentiation  in  Beziehung  auf  |  erhalten  wir 


-jy-  =  ^    I  uP  (1  —  ti)''-!^-««' Jw, 


0 


d^' 

0 

und  es  ist  daher 


=  +    J  uP^^  (1— i*)*?-ie-^«dM, 


^^  S  ^  +  (JP  +  (Z  +  S)  "^  +  JP-?»^ 


1 


0  0 

"Wendet    man  auf    das   zweite   Integral   die  theilweise   Integration 
an,  so  hat  man  weiter 

^  1  uP  {l--uye-'^**du 
=  ^uP  (1— M)^e-^**  +  1  [P  (1  — w)  — 3«*]  wP-i(l— w)?-ic-5»  Jm; 
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Torausgesetzt  nun,  dass  p  und  g  gleichzeitig  positiv  und  von  Null 

▼erschieden  sind,  verschwindet  U^  (l^-u)'  sowohl  für  u  =  1  als 

für  tt  =  0,  und  es  ist  daher 
1  1 

^  1  uP{\  — w)^  c-^«  du  =  jIp  (1— t*)  —  qu]  M^i  (1  — «)^i  e-^  du. 

0  0 

Nach  Einfuhrung  dieses  Werthes  reducirt  sich  die  rechte  Seite 
der  Gleichung  71)  auf  Null,  und  man  ersteht  hieraus,  dass  M  ein 
particuläres  Integral  der  Gleichung 

darstellt.  Uehrigens  kann  dasselhe  leicht  in  eine  nach  Potenzen  von 
I  fortschreitende  Reihe  verwandelt  werden.  Man  braucht  zu  diesem 
Zwecke  nur  e~^**  durch  die  bekannte  Reihe  zu  ersetzen  und  die  ein- 
zelnen Glieder  zu  integriren ;  für  j>  -{-  g  =s  s  erhält  man 

72)  M  = 

r(p)r(q)r    p^,p(p+i)I'    i>(i^+i)(i>-h2)  g^         -i 

r{s)      L       s  1      s(s+l)  1.2      s(sH-l)(s+2)  1.2.3"^     J' 
Wir  betrachten  zweitens  den  Ausdruck 

73)  JV  =  Al  +  u)P-^  t*«-i  e-5(i+«»)  du. 

0 

Durch  eine  der  vorigen  sehr  ähnliche  Rechnung  ergiebt  sich  die 
Gleichung 

74)  ^j^+iP+i  +  ^)^  +  pN 

=  —  /  [pw  4-  (Z  (1  +  w)]  (1  +  t*)P-itt«-i  c-5^i+«Jdtt 

0 

00 

0 

wobei  das  zweite  Integral  mittelst  theilweiser  Integration  folgender- 
maassen  umgestaltet  werden  kann: 

I  /"(l+M)Pti^e-^<i+«>Jtt 
=  —  (l+«)Pw«c-^<M-«) 

+  Apw  +  g  (1  +«)]  (1  +  w)'^*w«-*e-«ti+»)  du. 
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Ist  nun  q  positiv  und  5  positiv  oder  eine  complexe  Zahl  mit  po- 
sitivem reellen  Bestandtheile,  so  verschwindet  tl^a^»^^*"*^  sowohl 
für  t*  =  0  als  für  «*  =  oo,  und  daher  bleibt 

1 

0 

•l 
=  y  [P«  +  3  (1  +  «*)]  (1  +  u)P''^  w«-^  e-lo+t») du; 

0 

nach  Substitution  dieses  Ausdrucks  reducirt  sich  die  rechte  Seite 
der  Gleichung  74)  auf  Null,  und  folglich  ist  N  gleichfalls  ein  parti- 
culäres  Integral  der  besprochenen  Differentialgleichung. 

Das  mit  N  bezeichnete  Integral  lässt  sich  nicht  unmittelbar  in 
eine  nach  steigenden  Potenzen  von  J  fortschreitende  Beihe  verwan- 
deln, wohl  aber  kann  es  leicht  in  eine  sogenannte  halbconvergente 
Reihe  umgesetzt  werden,  und  es  liegt  hierin  keine  Gefahr,  wenn 
man  den  Rest  dieser  Reihe  anzugeben  weiss.  Nach  dem  binomischen 
Satze  ist  nämlich  allgemein,  wenn  d'  einen  positiven  echten  Bruch 
bezeichnet, 


"^  1.2 (n— 1) 

(2)~l)(l?~2)...(p~n)     __J*1__. 

"^  1.2 n  '  (l+'9'tt)«+i-P   ' 

substituirt  man  dies  in  Nro.  73),  so  kann  man  die  n  ersten  Glieder 
leicht  integriren  und  hat  dann  noch  den  Rest 


(i>-l)(j?-2)...(p-n)  f       t^^-f"-^  ^^ 

1.2 n  J  (l+'^w)»  +  i-P 

hinzuzufügen.  Der  Werth  des  hierin  vorkommenden  Integrales  ist 
positiv  und  zugleich,  wenn  n  ^  p  —  1  genommen  wird,  kleiner 
als  der  Werth  von 

er  kann  daher  mit  Q  T  {q-\- n)  ^^^"'^  bezeichnet  werden,  wo  Q 
zwischen  0  und  1  enthalten  ist.  Nach  diesen  Bemerkungen  zusam- 
men erhält  man  ohne  Mühe 
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75)  jy  -  r(9)e-i  r        (P-I)g  .  (l>-l)(l>-2)g(g  +  l)       ... 

(j>-l)...(y-i;ZT)g(g  +  l)...(g+»~2) 
*■*■•'  1.2...(n— 1)1«-» 

,    .  (l)-l)...(p-n)g(g+l)...(g+n~l)1 
"'"*'  1.2...n|-  ^J' 

Wie  man  sieht,  beträgt  der  Rest  der  Reihe,  sobald  letztere 
Zeichenwechsel  erhalten  hat,  immer  einen  aliquoten  Theil  deGJenigen 
Terms,  der  bei  weiterer  Fortsetzung  folgen  würde.  Hiermit  ist 
gleichzeitig  der  Beweis  geliefert,  dass  N  immer  einen  bestimmten 
angebbaren  Wertli  besitzt 

Nachdem  man  zwei  particuläre  Integrale  der  zu  integrirenden 
Differentialgleichung  kennen  gelernt  hat,  von  welchen  das  erste  für 
p  >  0  und  g  >  0,  das  zweite  für  g  >  0  und  |  >  0  gilt,  ist  es  sehr 
leicht,  unter  allen  Umständen  das  allgemeine  Integral  anzugeben. 
Wir  müssen  dabei  auf  folgende  vier  Fälle  eingehen. 

a.  Bei  positiven  p  und  q  sind  beide  particuläre  Integrale 
brauchbar,  wofern  |,  oder  sein  reeller  Bestandtheil,  positiv  ist;  man 
hat  daher  für  §  >  0 

1 

76)  (p  =  Ci  J  uP-'^  (1  —  w)^-i  e-^^'du 

0 

OD 

0 

Bei  negativen  J  macht  man  von  der  Formel 

Gebrauch,   wo  nun  —  J  positiv  ist;  indem  man  F  (q^p,  —  {)  nach 
Nro.  76)  bildet,  erhält  man  zunächst 

1  0» 

^p  =  C,  e- W  ti^-^  (1  — w)P-i  c^»  dtt  +  C2J  (1  +  tt)^"^  uP-^  e^"  du, 

0  0 

oder  auch,  wenn  man  im  ersten  Integrale  1  — r  u  an  die  Stelle  von 
U  treten  lässt, 

1  0» 

77)  9  =  C,  /  ttP-i  (1  — w)«-i  e-^  du  +  dj  up-^(1  +w)^»  « ^-  du. 
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h.    Der  Fall  gleichzeitig  negativer  p  nnd  q    ist  mittelst  der 
Formel 

F  (p,  a,  I)  =  l»-"-«  F  (1  -2, 1  -p,  D 

leicht  auf  den  vorigen  Fall  zurückzuführen  und  man  hat  dann 
F  (1  —  q,!  — i?,  S)  nach  Nro.  76)  oder  nach  Nro.  77)  zu  bilden,  in- 
dem man  |)  durch  1  —  g,  und  q  durch  1  —  p  ersetzt.     Dies  giebt 

für  positive  |: 

1 

78)     9>  =  ^i-P-«  ICiJ (l—u)-Pu-U--^' 


du 


OB 

0 

dagegen  für  negative  £: 


79) 


1 


+  Gi  J  (l  +  u)''P w^ e^"" dui 


0 


c.  Wenn  p  positiv,  q  negativ  ist,  so  zerlege  man  p  in  eine 
ganze  positive  Zahl  m  und  den  positiven  echten  Bruch  r;  man  hat 
dann  nach  Formel  52) 

q)  =  F  (m  4-r,g,|)  =  D"»F  (r,g,|), 

und  nach  Nro.  50) 

80)  (p  =  D^  [r-'--^ F  (1  —  r,  1  -  3, 1)]. 

Hier  sind  1  —  r  und  1  —  q  gleichzeitig  positiv  und  daher  ist 
bei  positiven  |  einzusetzen: 

1 

81)  1^(1  — r,  1  — g,f)  =  Ci  f  u-*-  (l—u)-'9 e-^'^du 

0 

00 

4-  C2  e-^J  (1  +  w)-»-  M-^  C-?«  Jm, 

0 

und  bei  negativen  |: 

1 

82)  1^(1  — r,  1  —  g,f)  =  C,  /  «-»•  (1— w)-^e-f"/Ztt 


CD 

+  CS?  Al  +w)~'-« 


~»-«-9f5«ff/». 
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so  müssen  zonächst  die  nnter  C,  a  auf  S.  528  erwähnten  Umwand« 
langen  vorgenommen  werden,  und  dabei  erhält  man 

«,  =  0,    ß2  =  1,    «1  =  0,    ßi  =0,    ao  =  6«, 
11=  —  b,    /x  =  0,    i;  =  —  45«,   1)  =  g  =  —  I. 


y  =  e-*'  +  2*'^=^F(-  1,  -  i,  45  V^); 

in  der  That  entspricht  hier  einem  positiven  x  ein  rein  imaginäres  |. 
Unter  diesen  Umständen  wird  es  nöthig,  ganz  allgemeine  Formeln 
anfzustellen ,  wobei  man  sich  aber  auf  die  reducirte  Differentialglei- 
chung beschränken  kann. 

Wenn  p  und  g  positive  echte  .Brüche  sind,  die  wir  mi£  r  und  s 
bezeichnen  wollen,  so  ist 

1 

9  =  /  (r,  s,  I)  =  /  W-i  (1  -- w)«- 1  e-^'^du 

0 

ein  allgemein  richtiges  particuläres  Integral  der  DifferentialgleichuDg 

86)  |^  +  (.  +  s  +  |)f|+r9,  =  0; 

es  kommt  also  nur  darauf  an,  ein  zweites  particuläres  Integral  zu 
finden.     Nun  führt  aber  die  Substitution 

zu  der  neuen  Differentialgleichung 

in  dieser  sind  1  —  s  und  1  —  r  wiederum  positive  echte  Brüche, 
mithin  genügt  ihr  der  Ausdruck  o  =/  (1  —  s,  1  — ^  r,  |)  und  folg- 
lich wird  die  Gleichung  86)  auch  erfüllt  durch 

Im  Allgemeinen  ist  dieser  Ausdruck  verachieden  von  /  (r,  s,  |) 
und  stellt  demnach  ein  zweites  particuläres  Integral  von  86)  dar; 
hieraus  folgt  als  allgemeines  Integral 

9  =  (7,/  (n  s,  S)  +  G,  |i--/  (1  -  s,  1  -  r,  Ö, 
d.  h. 
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87)     (f  =  Ci  /w^^Cl— w)'-ie-^«c?w 

0 

1 

+  Cgl^^''"'  /  W-'  (1  —  u)-/  e-5«  du. 

0 

Diese  Formel  bedarf  einer  Modification,  wenn  r  +  s  =  1,  denn 
es  werden  dann  beide  Particularintegrale  einander  gleich  und  sum* 
miren  sich  zu  einem  nur  particulären  Integrale.  Um  diesen  Aus- 
nahmefall zu  erledigen,  setzen  wir  vorläufig  r  -\-  8  =  1  —  d  und 
bezeichnen  für  den  Augenblick  die  beiden  in  Nro.87)  vorkommenden 
particulären  Integrale  mit  qPi  und  q)2,  so  dass 

(f  z=z  Ciq)i  +  CgqPa; 
bei  Aenderung  der  Constanten  lässt  sich  dafür  schreiben 

d.  i.  vermöge  der  Werthe  von  g>i  und  (p^ 


X 

(p  =  c  y  w- 1  (1  —  uy-^  e-5« 


du 

0 

0 

wobei  im  zweiten  particulären  Integrale  (92) 

—  r  =  s—  l  +  Ä,     — s  =  r—  14-« 
gesetzt  wurde.     Durch  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwindende  8 

ergiebt  sich  unter  der  Bedingung  r  +  ^  =  1 

1 

88)     q)  =  e  JW^-"^  (1  —  w)*-i  e-^«  du 

0 

1 

+  C"  /  w»--!  (1  —  uy-^  e-5«  l[^u(l—  u)]  du. 

0 

Für  echt  gebrochene  positive  r  und  s  ist  also  das  Integral  von 

Nro.  86)  entweder  durch  Nro.  87)  oder  durch  Nro.  88)  bestimmt,  je 

nachdem  r  -^~  s  von  der  Einheit  differirt  oder  nicht;  wir  bezeichnen 

dasselbe  mit  (f  =  F  (r^  s,  |). 

Die  Keductionsformeln  54)  bis  57)  erledigen  nun  sogleich  alle 
übrigen  Fälle,  wobei  immer  m  und  n  ganze  positive  Zahlen,  r  und 
8  positive  echte  Brüche  bedeuten  mögen ;  man  hat  nur  für  F  (r,  s,  S) 
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den  vorhin  angegebenen  Werth  oder  den  analog  gebildeten  Werth 
von  J^  (1  —  s,  1  —  r,  I)  zu  substituiren. 

Für  die  vorhin  erwähnte  DiflFerentialgleichung 

ist  z.  B. 

mithin  nach  Formel  55),  wobei  m  =  n  =  l,r==s  =|» 

g  =  _|«JD[e--5i){e+?J'(|,l  I)}]; 
wegen  r  -\-  s  =  1  hat  man  nach  Nro.  88) 

Substituirt  man  diesen  Ausdruck  in  die  vorige  Gleichung,  so  er^ 
hält  man  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiationen 
1  1 

jr  0     V«*(i— w) 


0 

1 


+  (?"  tifVu(l  —  u)  e-?«  ?  [| w  (1  —u)]  du, 

0 

Das  Gesammtresultat  dieser  Untersuchungen  lässt  sich  in  wenig 
Worte  zusammenfassen:  Durch  die  früher  angegebenen  Transfor- 
mationen wird  die  ursprüngliche  Differentialgleichung  1)  auf  ihre 
einfachste  Form  45)  gebracht;  zufolge  der  Relationen  54)  bis  57) 
dürfen  die  in  der  reducirten  Differentialgleichung  vorkommenden 
Coefficienten  als  positive  echte  Brüche  angesehen  werden;  für  diesen 
Fall  liefert  entweder  die  Formel  87)  oder  die  Formel  88)  das  nöthige 
allgemeine  Integral,  und  somit  lässt  sich  auch  die  allgemeine  Diffe- 
rentialgleichung unter  allen  Umständen  integriren  *). 


*)  Die  Reduction  auf  die  Normalform  hat  Weiler  gezeigt  (Cr eile's 
Journ.  Bd.  51);  der  Gedanke,  Differentialgleichungen  durch  bestimmte 
Integrale  zu  integriren,  rührt  von  Euler  her  (Instit.  calc.  integr.  Vol.  II, 
Cap.  X  u.  XI)  und  ist  dann  von  Laplace  (Acad.  1782),  Scherk,  Jacobi, 
Lobatto  (Crelle's  Journ.  Bd.  10  u.  17),  Pelzval  und  Winckler 
(Wiener  Akad.  1862,  1873)  weiter  ausgeführt  worden. 
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